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A C K N O W L E D G E M E N T S

I w o ul d li k e t o firstl y t h a n k Pr of. A n dr e a B e ni g ni f or his g ui d a n c e a n d s u p er visi o n

a cr oss m y j o ur n e y as d o ct or al r es e ar c h er, as w ell as Pr of. A nt o n ell o M o nti f or his

v al u a bl e f e e d b a c k a n d s er vi n g as c o- e x a mi n er i n t h e d o ct or al e x a mi n ati o n.

I a m gr at ef ul t o Dr. R o b ert S p e c k f or m a n y v al u a bl e dis c ussi o ns a n d g ui d a n c e

t o g et h er wit h Pr of. M att hi as B olt e n i n p ar all el-i n-ti m e al g orit h ms a n d b e y o n d. I n

a d diti o n t o t h at, I w o ul d li k e t o t h a n k t h e J üli c h S u p er c o m p uti n g C e ntr e (J S C) f or

t h e a c c ess t o H P C r es o ur c es. S o m e of t h e b e n c h m ar ks i n t his w or k w o ul d n ot h a v e

b e e n p ossi bl e wit h o ut t h e s u p er c o m p ut ers.

I gr e atl y e nj o y e d m y ti m e at I C E- 1 (f or m erl y I E K- 1 0) a n d t h e s u p p orti v e w or ki n g

e n vir o n m e nt t h er e. M y t h a n ks g o t o m y gr o u p l e a d er Dr. T hi e m o P es c h f or his

s u p p ort a n d g ui d a n c e, a n d t o m y c oll e a g u es Yif ei, Si n a, Yi w e n, C arst e n, M ar c el,

Ari a n a, P hili p p, C h u a n a n d m a n y ot h ers, f or t h eir c o m p a n y i n t h e o ffi c e a n d o ur

n u m er o us i nt er esti n g dis c ussi o ns. I als o a p pr e ci at e t h e b e a utif ul F ors c h u n gs z e ntr u m

J üli c h c a m p us, s urr o u n d e d b y its n at ur al f or est.

A n d fi n all y, I w o ul d li k e t o t h a n k m y f a mil y f or t h eir c o nti n u o us s u p p ort.
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A B S T R A C T

T h e r e q uir e m e nts o n p o w er s yst e m si m ul ati o n t e c h ni q u es h a v e b e e n c h all e n g e d d u e

t o gr o wi n g si z e a n d c o m pl e xit y i n t h e m o d er n p o w er s yst e ms. I n or d er t o a d dr ess

t h es e c h all e n g es, w e a p pl y p ar all el-i n-s p a c e al g orit h ms a n d utili z e G P U f or a c c el er-

ati o n, a n d t h e r es ults s h o w t h at o ur pr ot ot y p e a c hi e v es or d ers of m a g nit u d e s p e e d u ps

o v er e x e c uti o n o n c o n v e nti o n al m ulti- c or e pr o c ess ors. We o bs er v e d s p e e d u ps u p t o

m or e t h a n 8 0 × o v er a n o pti mi z e d s e q u e nti al si m ul ati o n a n d f ast er t h a n r e al ti m e

e x e c uti o n c a p a biliti es.

O n t h e al g orit h m l e v el, t h e p ar all el-i n-s p a c e a p pr o a c h pr o p os e d i n t his diss ert a-

ti o n e xtr a cts c o m p ut ati o ns i nt o si n gl e- d at a- m ulti pl e-t hr e a ds f or m s o t h at it c a n b e

m a p p e d a n d e x e c ut e d o n G P Us e ffi ci e ntl y. F urt h er m or e, t h e d e p e n d e n ci es a m o n g

c o m p uti n g t as ks ar e als o e x pl oit e d s o t h at t as k-l e v el p ar all elis m c a n b e a c hi e v e d

o n t o p of d at a- p ar all el. T h e m o d eli n g of p o w er s yst e m als o t o o k a d v a nt a g e of t h e

s hift e d fr e q u e n c y a n al ysis t o b al a n c e b et w e e n a c c ur a c y a n d c o m p ut ati o n al b ur d e n.

M or e o v er, t h e p ar all el-i n-s p a c e al g orit h m is als o c o m bi n e d wit h t h e p ar all el-i n-ti m e

al g orit h m t o e x pl oit p ar all elis m o n t e m p or al l e v el t o a c hi e v e hi g h er s p e e d u p. We a n-

al y z e d t h e al g orit h ms f or s p ati al a n d t e m p or al al g orit h ms wit h r es p e ct t o c o m p uti n g

e ffi ci e n c y, c o n v er g e n c e t o a c hi e v e b ett er t hr o u g h p ut.

O n t h e i m pl e m e nt ati o n l e v el, t h e pr ot ot y p e si m ul at or w as d e v el o p e d b as e d o n d at a-

ori e nt e d d esi g n i nst e a d of tr a diti o n al o bj e ct- ori e nt e d d esi g n, s o t h at t h e h ar d w ar e

a c c el er at or as w ell as t h e s p a c e-ti m e p ar all el al g orit h m c a n b e e x pl oit e d m or e

e ffi ci e ntl y. M or e o v er, w e utili z e d t h e si mil arit y of h et er o g e n e o us c o m p uti n g fr a m e-

w or ks a n d i m pl e m e nt e d a fl e xi bilit y l a y er w hi c h a bstr a cts di ff er e nt fr a m e w or ks

b as e d o n t h e h ost- d e vi c e m o d el, s u c h t h at t h e si m ul at or c a n utili z e G P Us u n d er

di ff er e nt c o m p uti n g fr a m e w or ks as w ell as ot h er h ar d w ar e a c c el er at ors li k e F P G A.

T h e c o m p uti n g p erf or m a n c e o n G P U f or c o m p o n e nt c o m p ut ati o n is t u n e d a ut o m at-

i c all y usi n g o ur a p pr o a c h b as e d o n a ut o m ati c o pti mi z ati o n e m piri c al o pti mi z ati o n

of s oft w ar e. T h e a p pr o a c h c a n g e n er at e hi g h p erf or m a n c e k er n els f or n u m eri c al

i nt e gr ati o n r o uti n es o n G P U. B e n c h m ar k s h o ws t h at t h es e o pti mi z e d i nt e gr ati o n

r o uti n es o ut p erf or m r o uti n es i m pl e m e nt e d usi n g st a n d ar d G P U- b as e d li n e ar al g e br a

li br ari es wit h s p e e d u p b et w e e n 1. 3 × t o 6. 7 × .



3

K U R Z F A S S U N G

Di e A nf or d er u n g e n a n Si m ul ati o nst e c h ni k e n f ür Str o m v ers or g u n gss yst e m e si n d a uf-

gr u n d d er z u n e h m e n d e n Gr ö ß e u n d K o m pl e xit ät m o d er n er Str o m v ers or g u n gss ys-

t e m e g esti e g e n. U m di es e n H er a usf or d er u n g e n g er e c ht z u w er d e n, w e n d e n wir

„ R a u m- p ar all el e “- M et h o d e n a n u n d n ut z e n G P Us z ur B es c hl e u ni g u n g. Di e Er g e b-

niss e z ei g e n, d ass u ns er Pr ot ot y p g e g e n ü b er h er k ö m mli c h e n M ulti- C or e- Pr o z ess or e n

ei n e u m m e hr er e Gr ö ß e n or d n u n g e n h ö h er e G es c h wi n di g k eit err ei c ht. Wir k o n nt e n

G es c h wi n di g k eitsst ei g er u n g e n v o n m e hr als d e m 8 0-f a c h e n g e g e n ü b er ei n er o pti-

mi ert e n s e q u e n zi ell e n Si m ul ati o n b e o b a c ht e n s o wi e ei n e A usf ü hr u n g s c h n ell er als

i n E c ht z eit.

A uf Al g orit h m e n e b e n e e xtr a hi ert d er i n di es er Diss ert ati o n v or g es c hl a g e n e „ R a u m-

p ar all el e “- A ns at z B er e c h n u n g e n i n ei n e Si n gl e- D at a- M ulti pl e- T hr e a ds- F or m, s o-

d ass si e e ffi zi e nt a uf G P Us a us g ef ü hrt w er d e n k ö n n e n. D ar ü b er hi n a us w er-

d e n di e A b h ä n gi g k eit e n z wis c h e n d e n R e c h e n a uf g a b e n g e n ut zt, u m z us ät zli c h z ur

D at e n p ar all elit ät a u c h P ar all elit ät a uf A uf g a b e n e b e n e z u err ei c h e n. B ei d er M o d-

elli er u n g w ur d e di e v ers c h o b e n e Fr e q u e n z a n al ys e g e n ut zt, u m G e n a ui g k eit u n d

R e c h e n a uf w a n d a us z u gl ei c h e n. Z u d e m wir d d er „ R a u m- p ar all el e "- Al g orit h m us

mit d e m „ Z eit- p ar all el e n “- Al g orit h m us k o m bi ni ert, u m h ö h er e G es c h wi n di g k eit e n

z u er zi el e n. Wir h a b e n di e Al g orit h m e n hi nsi c htli c h R e c h e n e ffi zi e n z u n d K o n v er-

g e n z a n al ysi ert, u m b ess er e n D ur c hs at z z u err ei c h e n.

A uf I m pl e m e nti er u n gs e b e n e w ur d e d er Pr ot ot y p d es Si m ul at ors a uf B asis ei n es

d at e n ori e nti ert e n D esi g ns e nt wi c k elt, a nst ell e ei n es tr a diti o n ell e n o bj e kt ori e nti ert e n

D esi g ns, d a mit d er H ar d w ar e b es c hl e u ni g er s o wi e d er „ R a u m- Z eit- p ar all el e “ B er e c h-

n u n g e ffi zi e nt er g e n ut zt w er d e n k ö n n e n. Z u d e m h a b e n wir ei n e Fl e xi bilit ätss c hi c ht

i m pl e m e nti ert, di e v ers c hi e d e n e Fr a m e w or ks a uf B asis d es „ H ost- d e vi c e “- M o d ells

a bstr a hi ert, s o d ass d er Si m ul at or G P Us u nt er v ers c hi e d e n e n R e c h e nfr a m e w or ks

s o wi e a n d er e H ar d w ar e b es c hl e u ni g er wi e F P G A n ut z e n k a n n.

Di e R e c h e nl eist u n g a uf d er G P U wir d mit u ns er e m A ns at z a uf B asis a ut o m atis c h er

e m piris c h er O pti mi er u n g a b g esti m mt. D er A ns at z g e n eri ert h o c hl eist u n gsf ä hi g e

K er n el f ür n u m eris c h e I nt e gr ati o nsr o uti n e n a uf d er G P U. B e n c h m ar ks z ei g e n, d ass

di es e o pti mi ert e n I nt e gr ati o nsr o uti n e n R o uti n e n a uf B asis st a n d ar d m ä ßi g er G P U-

b asi ert er Li n e ar er- Al g e br a- Bi bli ot h e k e n ü b ertr e ff e n, mit B es c hl e u ni g u n g e n z wis-

c h e n d e m 1, 3-f a c h e n u n d d e m 6, 7-f a c h e n.
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N O M E N C L A T U R E

H P C hi g h p erf or m a n c e c o m p uti n g

HI L h ar d w ar e-i n-t h e-l o o p

S F A s hift e d-fr e q u e n c y a n al ysis

D A E s yst e m of di ff er e nti al- al g e br ai c e q u ati o ns

O D E or di n ar y di ff er e nti al e q u ati o n

M G RI T M ulti- Gri d r e d u cti o n i n ti m e

Pi n T p ar all el-i n-ti m e

Pi n S p ar all el-i n-s p a c e

M N A m o di fi e d n o d al a n al ysis

F L O P fl o ati n g p oi nt o p er ati o n

R K 4 F o urt h or d er R u n g e K utt a

E B E ul er B a c k w or d

A E O S a ut o m ati c e m piri c al o pti mi z ati o n of s oft w ar e

A T L A S A ut o m ati c all y T u n e d Li n e ar Al g e br a S oft w ar e

B L A S b asi c li n e ar al g e br a s u b pr o gr a ms

A PI A p pli c ati o n Pr o gr a m mi n g I nt erf a c e

C S R c o m pr ess e d s p ars e r o w

E L L E L L P A C K f or m at

C S R C o m pr ess e d s p ars e r o w

C O O C o or di n at e list

G P U gr a p hi cs pr o c essi n g u nit

SI M T si n gl e i nstr u cti o n, m ulti pl e t hr e a ds
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SI M D si n gl e i nstr u cti o n, m ulti pl e d at a

D G distri b ut e d g e n er at or

A C alt er n ati v e c urr e nt

P L L p h as e-l o c k e d l o o p
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R T r e al-ti m e
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P F A S S T p ar all el f ull- a p pr o xi m ati o n s c h e m e i n s p a c e a n d ti m e

O O o bj e ct- ori e nt e d

D O d at a- ori e nt e d

T S A tr a nsi e nt st a bilit y a n al ysis

A E al g e br ai c e q u ati o n

S D C s p e ctr al d ef err e d c orr e cti o n

M A T E m ulti- ar e a t h e v e ni n e q ui v al e nt

M PI m ess a g e- p assi n g i nt erf a c e

Pi n T S p ar all el-i n-ti m e- a n d-s p a c e

F P G A fi el d pr o gr a m m a bl e g at e arr a ys

U V L S u n d er v olt a g e l o a d s h e d di n g

U F L S u n d er fr e q u e n c y l o a d s h e d di n g

E M T el e ctr o- m a g n eti c tr a nsi e nt
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C h a p t e r 1

I N T R O D U C TI O N

1. 1 M oti v ati o n

F oll o wi n g t h e s ettl e m e nt of t h e P aris A gr e e m e nt wit h 2 0 5 0- c ar b o n- n e utr al g o al [ 1 5 ],

o v er 1 0 0 c o u ntri es h a v e c o m mitt e d t o a c hi e vi n g n et- z er o e missi o ns b y t h e mi d dl e

of t h e 2 1st c e nt ur y. I n or d er t o a c hi e v e t his g o al, m assi v e i nt e gr ati o n of r e n e w a bl e

r es o ur c es a n d u p gr a d e of e xisti n g p o w er s yst e m i nfr astr u ct ur es h a v e b e e n c at al y z e d

ar o u n d t h e gl o b e. Si n c e t h es e s o ur c es a n d n e w d e vi c es ar e m ostl y usi n g p o w er el e c-

tr o ni c d e vi c es as i nt erf a c es, t his tr a nsiti o n h as i n e vit a bl y br o u g ht m or e c o m pl e xit y

t o el e ctri c p o w er s yst e ms a n d c h a n g e d its d y n a mi c b e h a vi or.

B ef or e d e pl o yi n g n e w d e vi c es t o t h e fi el d, t esti n g is r e q uir e d as t h e p o w er s yst e ms

ar e d esi g n e d t o b e hi g hl y r eli a bl e. T his n e e d h as pr o m ot e d t h e d e v el o p m e nt of

Di git al T wi ns as n e w m e a ns t o t est d e vi c es b ef or e t h eir d e pl o y m e nts [ M M B 2 0 ].

A di git al t wi n is d e fi n e d as a di git al m o d el t h at r e pli c at es a r e al e ntit y wit h d at a

t h at c a n b e s e a ml essl y tr a ns mitt e d b et w e e n t h e r e al e ntit y a n d its di git al r e pli c a.

Di git al t wi n c a n t h us f a cilit at e m or e r a pi d a n d ri g or o us d e vi c e t esti n g u n d er v ari o us

c o n diti o ns. M or e o v er, t h e m e as ur e m e nt d at a of d e vi c e pr ot ot y p es c a n b e us e d t o

i m pr o v e t h e d e vi c e its elf as w ell as t h e di git al t wi n m o d el, t h us cr e ati n g a f e e d b a c k

l o o p t o d e v el o p m or e a c c ur at e di git al t wi n m o d els.

S e v er al si m ul ati o n t e c h ni q u es a n d i m pl e m e nt ati o ns ar e i n v esti g at e d al o n g wit h t h e

d e v el o p m e nts of di git al t wi n m o d els [ M M B 2 0 ; S h e + 2 2 ; A K 2 3 ]. If t h e si m ul ati o n

c a n b e e x e c ut e d i n r e al-ti m e, t h e n it is p ossi bl e t o i nt erf a c e t h e di git al t wi n m o d el

wit h t h e r e al w orl d or r e al d e vi c es. T his a p pr o a c h is r ef err e d t o as h ar d w ar e-i n-

t h e-l o o p (HI L ) t esti n g. T o a c hi e v e t h at, si m ul at ors ar e r e q uir e d t o h a v e r e al-ti m e

si m ul ati o n c a p a bilit y, w hi c h is a c h all e n g e b ot h t o t h e si m ul ati o n al g orit h m a n d t h e

c o m p uti n g h ar d w ar e.

T h e c h a n g e of d y n a mi cs i n t h e s yst e m is als o p osi n g n e w c h all e n g es t o t h e si m u-

l at ors. D y n a mi cs i n p o w er s yst e ms c a n b e di vi d e d i nt o di ff er e nt c at e g ori es b as e d

o n t h e ti m e c h ar a ct eristi cs, s u c h as el e ctr o m a g n eti c tr a nsi e nts, a n d el e ctr o m e c h a n-

i c al tr a nsi e nts [M a c + 2 0 ], as s h o w n i n Fi g. 1. 1 . M o d er n p o w er s yst e ms h a v e l ess

i n erti a d u e t o t h e i n cr e asi n g p er c e nt a g e of c o n v ert er-i nt erf a c e d g e n er ati o ns. At t h e

s a m e ti m e, t h e c o n v ert er-i nt erf a c e d g e n er ati o ns ar e p osi n g si g ni fi c a ntl y di ff er e nt
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d y n a mi cs t h a n tr a diti o n al s y n c hr o n o us- g e n er at or- b as e d g e n er ati o ns [ G G 2 3 ]. T h e y

all br o u g ht m or e i m p ort a n c e t o st u d y t h e el e ctr o m a g n eti c tr a nsi e nts i n t h e s ys-

t e m, w hi c h gi v es m or e c h all e n g e t o t h e si m ul at ors as t h e y us u all y r e q uir e s m all er

si m ul ati o n ti m e st e ps t o g et a c c ur at e r es ults.

I n s u m m ar y, as a r es ult of t h e tr a nsiti o n of p o w er s yst e ms i nt o a r e n e w a bl e f ut ur e.

Tr a diti o n al si m ul ati o n t e c h ni q u es ar e f a ci n g c h all e n g es i n b ot h i n cr e asi n g pr o bl e m

si z e a n d c o m pl e xit y. T h e r e q uir e m e nt o n t h e c o m p ut ati o n al p erf or m a n c e is als o

i n cr e as e d i n or d er t o m e et r e al-ti m e or e v e n f ast er-t h a n-r e al-ti m e n e e ds. T h e m ai n

g o al of t his w or k is t o utili z e G P U wit h a m assi v el y p ar all el-i n-s p a c e al g orit h m t o

a c c el er at e t h e tr a nsi e nt si m ul ati o n of p o w er s yst e ms. M or e o v er, w e als o l o o k i nt o

t h e p ossi bilit y t o p ar all eli z e t h e si m ul ati o n of s yst e m u n d er t e m p or al p ar all eli z ati o n

al g orit h ms.

1 0 - 7 1 0 - 5 1 0 - 3 1 0 - 1 1 0 1 1 0 3 1 0 5

Wa v e p h e n o m e n a

El e ctr o m e c h a ni c al

P h e n o m e n a

El e ctr o m a g n eti c

P h e n o m e n a

T h er m o d y n a mi c

P h e n o m e n a

Fi g ur e 1. 1: P o w er s yst e m d y n a mi cs wit h di ff er e nt ti m e s c al es [ M a c + 2 0 ]

1. 2 R el at e d W o r k

T h e e v ol uti o n of p o w er s yst e m si m ul ati o n m et h o ds h as al w a ys f oll o w e d t h e e v ol u-

ti o n of c o m p ut er ar c hit e ct ur e. B ef or e t h e m assi v e r oll- o ut of c o m m o dit y p ar all el

h ar d w ar e, t h e m aj or a d v a n c e m e nts of t h e C P U ar e hi g h er cl o c k fr e q u e n c y, m or e

c o m pl e x i nstr u cti o n s ets, et c. At t h e s a m e ti m e, si m ul ati o n m et h o ds w er e f o c usi n g

o n tr e ati n g t h e pr o bl e m as a w h ol e a n d a p pl yi n g e ffi ci e nt a n d r eli a bl e n u m eri c al

m et h o ds t o i m pr o v e c o m p ut ati o n al s p e e d [ St o 7 9 ]. O v er t h e l ast t w o d e c a d es, wit h

t h e f ast d e v el o p m e nt of p ar all el c o m p uti n g h ar d w ar e, s u c h as hi g h- p erf or m a n c e

m ulti- c or e C P U s, f ast er i nt er c o n n e cti o ns i n C P U cl ust ers, as w ell as t h e ris e of

G P U s, m or e st u di es h a v e b e e n c o n d u ct e d t o e x pl oit t h e p ar all eli z ati o n p ot e nti al of

p o w er s yst e m si m ul ati o n m et h o ds.
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Fi g ur e 1. 2: R el ati v e r es e ar c h i nt er est i n p o w er s yst e m si m ul ati o n wit h di ff er e nt
p ar all el h ar d w ar e.

Si n c e t h e 8 0s a n d b e y o n d, t h er e h as b e e n r es e ar c h i nt o d e v el o pi n g p ar all el al g orit h ms

t o e x e c ut e tr a nsi e nt st a bilit y si m ul ati o n o n p ar all el c o m p ut er [C B 9 3 ; 9 2 ]. At t h e

ti m e, C P U cl ust ers d o mi n at e d p ar all el c o m p uti n g i nfr astr u ct ur e, a n d e arl y p ar all el

al g orit h ms f o c us e d o n d e c o m p osi n g t h e si m ul ati o n pr o bl e m i nt o s e v er al l o os el y

d e p e n d e nt t as ks, i. e. utili zi n g t as k p ar all elis m. T h es e a p pr o a c h es f a c e d b ottl e n e c ks

i n s c al a bilit y d u e t o t h eir hi g h d e p e n d e n c y o n t h e l at e n c y of i nt er c o n n e cts f or

s y n c hr o ni z ati o n a n d d at a e x c h a n g e [ C B 9 3 ]. M or e o v er, t h e d at a- p ar all el p ot e nti al is

n ot y et w ell e x pl oit e d d u e t o li mit e d p ar all el e x e c uti o n o n a si n gl e C P U .

T h e e arl y 2 0 0 0s m ar k e d a t ur ni n g p oi nt wit h t h e c o m m er ci al r oll o ut of m ulti- c or e

C P U (fr o m e. g. I B M, A M D, I nt el)1 , as s h o w n i n Fi g. 1. 2 2 , w hi c h o p e ns t h e r es e ar c h

i n o pti mi zi n g p ar all el si m ul ati o n p erf or m a n c e o n m ulti- c or e d e vi c es. T h e m ulti- c or e

ar c hit e ct ur e e n a bl es m or e e ffi ci e nt d at a p ar all el e x e c uti o n o n a si n gl e C P U . T his

h as pr o m ot e d t h e r es e ar c h i nt o m or e fi n e- gr ai n e d p ar all eli z ati o n [ X S Z 0 5 ; J D 0 9 ].

T h e G P U w as first c o m m er ci ali z e d i n t h e l at e 1 9 9 0s t o i m pr o v e t h e p erf or m a n c e

of c o m p ut er gr a p hi cs, r es e ar c h o n a p pl yi n g G P U t o i m pr o v e t h e p erf or m a n c e of

p o w er s yst e m si m ul ati o n w as c at al y z e d b y t h e r el e as e of h et er o g e n e o us c o m p uti n g

fr a m e w or ks s u c h as O p e n C L, C U D A et c. b y t h e l at e 2 0 0 0s. I n t his c as e, t h e G P U -

1 I nt el is a r e gist er e d tr a d e m ar k of I nt el C or p or ati o n; A M D is a r e gist er e d tr a d e m ar k of A d v a n c e d
Mi cr o D e vi c es, I n c.; I B M is a r e gist er e d tr a d e m ar k of I nt er n ati o n al B usi n ess M a c hi n es C or p or ati o n.

2 D at a t a k e n fr o m I E E E X pl or e, c o nsi d eri n g o nl y j o ur n al p u bli c ati o ns
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r el at e d r es e ar c h l a g g e d b e hi n d t h e h ar d w ar e f or al m ost a d e c a d e. O n t h e o n e h a n d,

t his is d u e t o t h e n e c ess ar y al g orit h m r e- d esi g n t o m at c h G P U ’s SI M T or e v e n SI M D

str u ct ur e, o n t h e ot h er h a n d, t h e r el e as e of h et er o g e n e o us c o m p uti n g fr a m e w or ks

e v e nt u all y f a cilit at es t h e a p pli c ati o n of G P U as g e n er al- p ur p os e c o m p uti n g d e vi c e.

N e v ert h el ess, e arl y pr a cti c es still f a c e c h all e n g es s u c h as i n mi ni mi zi n g h ost- d e vi c e

c o m m u ni c ati o ns, et c.

O v er t h e l ast d e c a d e, G P U is g ai ni n g m or e a n d m or e att e nti o n d u e t o its c a p a bilit y

f or m assi v el y p ar all el e x e c uti o n a n d f ast m e m or y a c c ess [Z D 1 7 ; J D 1 0 ; S o n + 1 8 ;

W u + 2 0 ; L D 1 9 ]. A m o n g t h e m, [Z D 1 7 ] us es fi n e- gr ai n e d p ar all eli z ati o n m et h o ds,

w hi c h d e c o m p os e t h e e q u ati o ns of t h e p o w er s yst e m i nt o li n e ar a n d n o nli n e ar

p arts a n d us es G P U t o s ol v e t h e d e c o m p os e d li n e ar s yst e m wit h dir e ct m et h o d,

a n d t h e n o n-li n e ar s yst e m wit h t h e N e wt o n- R a p hs o n m et h o d, i n a p ar all el w a y.

T his d esi g n c a n e ffi ci e ntl y a c hi e v e d at a- p ar all elis m wit hi n t h e li n e ar a n d n o n-li n e ar

s ol v er k er n els. Si mil arl y, i n [ W u + 2 0 ], a fi n e- gr ai n e d m et h o d is a p pli e d t o si m ul at e

p o w er el e ctr o ni c s yst e ms w h er e t h e i nt e gr ati o n of e a c h st at e v ari a bl e is c o m p ut e d i n

p ar all el. H o w e v er, t h e al g orit h m, li k e m a n y E M T a n d tr a nsi e nt st a bilit y si m ul ati o n

a p pr o a c h es, r e q uir es u p d ati n g t h e L U f a ct ori z ati o ns at e a c h ti m e st e p. T his is

a v oi d e d i n t h e p ar all eli z ati o n m et h o d [ B M 1 5 ] e m pl o y e d i n t his w or k s o t o i m pr o v e

s c al a bilit y. T h e a p pr o a c h es s h o w n i n [ J D 1 0 ; L D 1 9 ] d esi g n d e di c at e d k er n els f or

t h e di ff er e nt t y p es of c o m p o n e nts c o nsi d er e d, t h os e a p pr o a c h es s h ar e a si mil ar

a p pr o a c h t o t h e o n e pr es e nt e d i n t his p a p er. [ J D 1 0 ] is o n e of t h e e arli est e x a m pl es

of usi n g G P U f or tr a nsi e nt st a bilit y si m ul ati o n a n d h a d hi g hli g ht e d t h e p ot e nti al of

usi n g G P U t o a c c el er at e d y n a mi c si m ul ati o ns. [ L D 1 9 ] utili z es C U D A’s d y n a mi c

p ar all elis m, t h a n ks t o w hi c h a k er n el c a n l a u n c h n e w k er n els d uri n g e x e c uti o n.

Wit h t his f e at ur e, t h e w h ol e p o w er gri d is i m pl e m e nt e d as a si n gl e k er n el. D uri n g

e a c h si m ul ati o n ti m e st e p, it l a u n c h es s e v er al c o m p o n e nt c o m p ut ati o n k er n els as

c hil d k er n els. Wit hi n t h e c hil d k er n els, t h er e ar e m ulti pl e k er n els f or c o m p o n e nts

wit h d et ail e d m o d els, e. g. k er n els t h at si m ul at e t h e i d e nti c al cir c uit p arts wit hi n

t h e M M C m o d el. T h er ef or e, t his a p pr o a c h c a n si m ul at e s yst e ms c o nt ai ni n g v er y

d et ail e d c o m p o n e nt m o d els e ffi ci e ntl y. O v er all, t h e a p pr o a c h pr o p os e d i n [ L D 1 9 ]

is v er y e ffi ci e nt, h o w e v er, m a n a gi n g t h e w h ol e si m ul ati o n o n t h e d e vi c e m a k es

a p pl yi n g t h e v e n d or’s m at h li br ar y s o m eti m es n ot p ossi bl e as t h e d e vi c e-si d e A PI

is n ot al w a ys a v ail a bl e [C U D A T 1 8 ]. L a u n c hi n g k er n el fr o m t h e d e vi c e si d e is n ot

fr e e, a n d o nl y li mit e d r es o ur c es c a n b e d e di c at e d t o t h e c hil d k er n els [Ta n + 1 7 ],

t h er ef or e, it c a n g e n er at e si g ni fi c a nt o v er h e a ds w h e n t h e n u m b er of c hil d k er n els

i n cr e as es.
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R el at e d w or ks r e g ar di n g f ast er-t h a n-r e al-ti m e ( F T R T ) ar e m ai nl y f o c us e d o n us-

i n g r e c o n fi g ur a bl e d e vi c es [C L D 2 0 ; C L D 2 3 ] as w ell as usi n g hi g h p erf or m a n c e

c o m p uti n g ( H P C ) pl atf or ms [H u a + 1 8 ]. R e c o n fi g ur a bl e d e vi c es us u all y h a v e v er y

li mit e d m e m or y a n d c o m p uti n g r es o ur c es t h at r estri ct t h e a p pli c ati o n t o t h e si m ul a-

ti o n of l ar g e s c al e gri ds. H P C pl atf or ms us u all y d o n ot h a v e t h es e c o nstr ai nts, b ut

t h e c o m m u ni c ati o n b et w e e n p ar all el pr o c ess es as w ell as t h e m e m or y b a n d wi dt h

b e c o m es a b ottl e n e c k.

1. 3 C o nt ri b uti o n

T his t h esis f o c us es o n a p pl yi n g p ar all el-i n-s p a c e m et h o d t o a c c el er at e p o w er s yst e m

si m ul ati o ns wit h hi g hli g ht i n G P U e x e c uti o n. T h e m ai n c o ntri b uti o ns of t his t h esis

ar e s u m m ari z e d as:

• We pr o p os e a n a p pr o a c h t h at e x pl oits d at a- a n d t as k- p ar all elis m i n a n a ut o-

m at e d w a y f or c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns s o t o e ffi ci e ntl y utili z e t h e G P U a n d

t o i n cr e as e t h e p erf or m a n c e, as w ell as m ai nt ai ni n g s c al a bilit y w h e n t h e t y p e

of c o m p o n e nt i n cr e as es wit h f ut ur e d e v el o p m e nts. M or e o v er, as w e s c h e d ul e

k er n el l a u n c h fr o m t h e h ost si d e, v e n d or- o pti mi z e d m at h li br ari es c a n b e us e d.

G P U - b as e d a p pr o a c h es ar e i nt uiti v el y d at a- p ar all el, b ut t h er e w er e f e w st u di es

r e g ar di n g t h e a p pli c ati o n of t as k- p ar all el. I n [S o n + 1 8 ], t as k- p ar all elis m w as

c o nsi d er e d t o cr e at e d at a- p ar all el k er n els s o t h at l o a d b al a n ci n g a m o n g G P U

c or es is i m pr o v e d. I n t h e e n d, a si n gl e c o m p ut e k er n el is cr e at e d vi a a ut o m ati c

c o d e g e n er ati o n t e c h ni q u e. T his i m pl e m e nt ati o n is i m pr o v e d t o r e al-ti m e

e x e c uti o n, b ut it als o li mits t h e c ust o mi z ati o n a n d e xt e nsi o n of t h e k er n el

c o d e, f or e x a m pl e usi n g a n u m eri c al li br ar y f or p art of t h e c o m p ut ati o ns.

A m ulti-str e a m a p pr o a c h is a p pli e d i n [ W u + 2 0 ] b ut is n ot c o m pl et el y t as k-

p ar all el, b e c a us e t h e c o n c urr e ntl y e x e c ut e d t w o L U-s ol v er k er n els ar e t h e

s a m e wit h di ff er e nt i n p ut d at a, t h er ef or e, it is still p ossi bl e t o a c hi e v e si mil ar

p erf or m a n c e vi a a p ur e d at a- p ar all el i m pl e m e nt ati o n. T h e t as k- p ar all elis m

e x pl oit e d i n t his w or k is di ff er e nt t o pr e vi o us st u di es, as it a ff e cts t h e e x e c uti o n

or d er a n d c o n c urr e n c y of di ff er e nt c o m p ut e k er n els.

• We pr o p os e a gr a p h- b as e d a p pr o a c h t o o v er c o m e r a c e c o n diti o n iss u es w hil e

m ai nt ai ni n g hi g h s c al a bilit y. P ar all el e d c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns c a n e asil y

c a us e r a c e c o n diti o ns si n c e e a c h b us c a n h a v e c o n n e cti o ns t o m ulti pl e c o m-

p o n e nts. Pr e vi o us st u di es oft e n us e pr o gr a m mi n g t o ols s u c h as m ut e x, at o mi c
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o p er ati o ns t o a v oi d t his iss u e. H o w e v er, t h es e c a n p ot e nti all y d e gr a d e t h e

p erf or m a n c e l ar g el y [ K H 1 3 ].

• We d e m o nstr at e t h e us e of a fl e xi bilit y l a y er t h at c o ul d tr a nsl at e t h e c o m p ut e

k er n el as w ell as t h e h ost pr o gr a m t o t h e t ar g et h et er o g e n e o us c o m p uti n g

fr a m e w or k d uri n g c o m pil e ti m e. T h e i m pl e m e nt ati o ns of al m ost all pr e vi o us

G P U - ori e nt e d a p pr o a c h es h a d o nl y f o c us e d o n usi n g C U D A as t h e pr o gr a m-

mi n g fr a m e w or k, w hi c h c a n e ffi ci e ntl y utili z e t h e p erf or m a n c e of N vi di a G P U

b ut d o es n ot all o w t h e us e of h ar d w ar e fr o m ot h er v e n d ors. T h e c o m p ati bilit y

of o ur i m pl e m e nt ati o n is e xt e n d e d wit h o ut c o m pr o misi n g o n t h e p erf or m a n c e.

M or e o v er, v e n d or-t u n e d n u m eri c al li br ari es c a n b e us e d w h e n e x e c uti n g o n

G P U s fr o m di ff er e nt v e n d ors, l e a di n g t o e ffi ci e nt utili z ati o n of t h e G P U h ar d-

w ar e.

• T h e pr o p os e d p ar all el-i n-s p a c e m et h o d is c o m bi n e d wit h p ar all el-i n-ti m e t o

a c hi e v e hi g h er s p e e d u p. We i m pl e m e nt e d t h e c o m bi n e d s p a c e-ti m e p ar all el

si m ul ati o n al g orit h m usi n g a h et er o g e n e o us a p pr o a c h w h er e t h e p ar all el-i n-

s p a c e ( Pi n S ) pr o p a g at or is e x e c ut e d o n G P U a n d Pi n T pr o p a g at or o n C P U , t h e

r es ult s h o ws p ositi v e s p e e d u p w h e n t h e t w o al g orit h ms ar e c o m bi n e d. I n or d er

t o i n cr e as e Pi n T c o n v er g e n c e, w e pr o p os e d t h e h y bri d m o d el a n d b u ff er e d

c o ars e ni n g t e c h ni q u e, b ot h t e c h ni q u es h a v e s h o w n i m pr o v e d c o n v er g e n c e.

M or e o v er, a n a n al yti c al m o d el is als o pr o p os e d t o esti m at e t h e p erf or m a n c e,

w hi c h c a n h el p t o d et er mi n e t h e a p pli c a bilit y of Pi n T t o t h e c a n di d at e pr o bl e m

a n d esti m at e t h e n e e d e d r es o ur c es t o g ai n p erf or m a n c e i m pr o v e m e nt.

• We pr o p os e a d at a- ori e nt e d d esi g n t o f a cilit at e si m ul ati o n u n d er s p a c e-ti m e

p ar all el al g orit h ms, as w ell as e x e c uti o n o n h ar d w ar e a c c el er at ors li k e G P U .

C o m p ar e d t o tr a diti o n al o bj e ct- ori e nt e d d esi g n, t h e d at a- ori e nt e d d esi g n c a n

a c hi e v e b ett er e ffi ci e n c y i n m e m or y utili z ati o n, a n d e asi er t o b e m a p p e d i nt o

SI M T m o d el, w hi c h is s uit a bl e f or e x e c uti o n o n G P U .

M or e o v er, w e als o s h o w t h at t h e C + +- b as e d si m ul at or i m pl e m e nt ati o n c a n b e

i nt erf a c e d t o P yt h o n vi a p y b i n d , s o t h at n et w or k m o d els as w ell as si m ul ati o ns

c a n b e c o nstr u ct e d a n d e x e c ut e d dir e ctl y i n a P yt h o n s cri pt, gi vi n g b ett er

fl e xi bilit y i n r e al a p pli c ati o ns.

• T h e n u m eri c al i nt e gr ati o n p erf or m a n c e o n G P U c a n b e a ut o m ati c all y o pti-

mi z e d usi n g t h e a p pr o a c h w e pr o p os e d i n , t h e a p pr o a c h s e ar c h es f or o pti m al

s etti n gs of h y p er p ar a m et ers s u c h as m atri x f or m at, t hr e a d w or k gr o u p si z e et c.,



7

P ar all el-i n- S p a c e
M et h o ds

C h 3.
M assi v el y P ar all el-
i n- S p a c e Si m ul ati o n

C h 4.
C o m bi n e d
S p a c e- Ti m e

P ar all el Si m ul ati o n

C h 5.
D at a- Ori e nt e d

Si m ul at or D esi g n

C h 6.
T o w ar ds Hi g h P erf or m a n c e

Si m ul ati o n o n G P U

Fi g ur e 1. 3: Diss ert ati o n O utli n e

as w ell as e x pl oiti n g v e ct ori z ati o ns. T h e o pti mi z e d i nt e gr ati o n r o uti n es s h o w

b ett er p erf or m a n c e t h a n i m pl e m e nt ati o ns r el yi n g o n st a n d ar d G P U- b as e d li n-

e ar al g e br a li br ari es.

1. 4 O utli n e

T his diss ert ati o n is or g a ni z e d as ill ustr at e d i n Fi g. 1. 3 :

C h a pt er 2 i ntr o d u c es t h e or eti c al f o u n d ati o ns of t his w or k, i n cl u di n g p o w er s yst e m

m o d eli n g a n d si m ul ati o n, p ar all el p ar a di g ms of di ff er e nt si m ul ati o n m et h o ds, as

w ell as b asi cs t o p ar all el pr o gr a m mi n g o n G P U .

C h a pt er 3 d es cri b es t h e m assi v el y p ar all el si m ul ati o n a p pr o a c h usi n g G P U t o a c-

c el er at e t h e si m ul ati o n, i n cl u di n g e xtr a cti o n SI M T p ar all elis m fr o m c o m p ut ati o ns,

as w ell as t h e e x pl oit ati o n of d at a a n d t as k p ar all el.

T h e f o urt h c h a pt er c o m bi n es p ar all el-i n-s p a c e m et h o d wit h p ar all el-i n-ti m e m et h o d

t o a c hi e v e hi g h er s p e e d u p.

T h e fift h c h a pt er i ntr o d u c es o ur d at a- ori e nt e d d esi g n, w hi c h all o ws e ffi ci e nt c o m-

p ut ati o n usi n g s p a c e-ti m e p ar all el m et h o d a n d is n at ur all y s uit a bl e f or c o m p ut ati o ns

o n G P U .

C h a pt er 6 di v es m or e d e e p i nt o o pti mi zi n g p erf or m a n c e o n G P U e x e c uti o n, w e

a n al y z e d t h e c o m p ut ati o n a n d m e m or y p att er ns a n d pr o p os es a n a ut o m ati c o pti-
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mi z ati o n t e c h ni q u e t h at i m pr o v es t h e n u m eri c al i nt e gr ati o n r o uti n es t ar g eti n g o n

G P U s a ut o m ati c all y.
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C h a p t e r 2

F U N D A M E N T A L S

I n t his c h a pt er, t h e b a c k gr o u n d r el at e d t o t his diss ert ati o n is i ntr o d u c e d, i n cl u d-

i n g p o w er s yst e m m o d eli n g a n d si m ul ati o n t e c h ni q u es, p ar all eli z ati o n m et h o ds, as

w ell as p ar all el c o m p uti n g t e c h ni q u es wit h a n e m p h asis o n pr o gr a m mi n g h ar d w ar e

a c c el er at ors li k e G P U .

We first d es cri b e t h e b asi c m at h e m ati c al f or m ul ati o n of t h e p o w er s yst e m si m ul ati o n

pr o bl e m, f oll o w e d b y t h e i ntr o d u cti o n of t h e tr a diti o n al el e ctr o m a g n eti c tr a nsi e nt

si m ul ati o n pr o gr a m. T h e n, t h e c o n c e pt of s hift e d fr e q u e n c y a n al ysis is d es cri b e d, as

w ell as t h e p o w er s yst e m c o m p o n e nt m o d els f or m ul at e d usi n g t h e s hift e d fr e q u e n c y

a n al ysis m et h o d. L at er, di ff er e nt p ar all el p ar a di g ms of p o w er s yst e m si m ul ati o n

m et h o ds ar e i ntr o d u c e d, w hi c h gi v es a n o v er vi e w o n t h e c h ar a ct eristi cs of di ff er e nt

m et h o ds. Fi n all y, w e gi v e a s h ort i ntr o d u cti o n o n p ar all el c o m p uti n g t e c h ni q u es,

i n cl u di n g t h e a bstr a cti o n of c o m p uti n g h ar d w ar e, e x e c uti o n m o d el, as w ell as p ar all el

pr o gr a m mi n g t e c h ni q u es.

2. 1 P o w e r S yst e m Si m ul ati o n

Wit h o ut d el vi n g d e e p i nt o s p e ci fi c m o d eli n g m et h o ds or v ari o us m o d els, i n g e n er al,

p o w er s yst e ms c a n b e f or m ul at e d as a s et of s yst e m of di ff er e nti al- al g e br ai c e q u ati o ns

(D A E ):

𝑑 = 𝑞 (𝑄, 𝑖 ), ( 2. 1)

0 = 𝑁 (𝑣, 𝑁 ) . ( 2. 2)

T h e di ff er e nti al e q u ati o ns, o n t h e o n e h a n d, ar e c o ntri b ut e d b y t h e d y n a mi c c o m-

p o n e nts, s u c h as i n d u ct ors, c a p a cit ors, a n d s o o n. O n t h e ot h er h a n d, t h e al g e br ai c

e q u ati o ns m ostl y c o m e fr o m t h e t o p ol o gi c al c o nstr ai nts of t h e n et w or k. N u m eri c al

si m ul ati o n of p o w er s yst e ms ai ms t o s ol v e t h es e e q u ati o ns as a n i niti al v al u e pr o bl e m

n u m eri c all y o v er ti m e. D uri n g t his pr o c ess, di ff er e nt i nt e gr ati o n m et h o ds, i n cl u di n g

e x pli cit, i m pli cit, or m ulti-st e p m et h o ds, c a n b e a p pli e d t o c o m p ut e t h e a p pr o xi m a-

ti o n of t h e D A E at t h e r e q uir e d ti m e p oi nt b as e d o n t h e gi v e n i niti al c o n diti o n. T h e

a c c ur a c y as w ell as t h e st a bilit y of t h e a p pli e d n u m eri c al m et h o ds ar e t h e k e y crit eri a

t o e v al u at e t h e c o m p ut ati o n al p erf or m a n c e of t h e si m ul ati o n. C o m pr e h e nsi v e a n d

i n- d e pt h dis c ussi o ns a n d c o m p aris o ns of t h es e m et h o ds i n g e n er al ar e b e y o n d t h e
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St art

M atri x F a c-
t ori z ati o n

S ol v e hist or-
i c al t er ms,

u p d at e s o ur c es

S ol v e n et w or k
wit h n o d al
a n al ysis

Fi n al ti m e
r e a c h e d ?

St o p

y es

n o

Fi g ur e 2. 1: E x e c uti o n fl o w- c h art of a t y pi c al E M T P t y p e si m ul at or.

s c o p e of t his w or k. R es e ar c h o n t h es e t o pi cs c a n b e f o u n d i n a v ari et y of p u bli c ati o ns

as w ell as b o o ks o n n u m eri c al m et h o ds [ C K 0 6 ; At k 8 9 ].

O n e of t h e e arli est si m ul at or f or el e ctr o- m a g n eti c tr a nsi e nt si m ul ati o n is t h e E M T P

si m ul at or [ D o m 6 9 ], w hi c h w as d e v el o p e d i n t h e l at e 6 0s a n d h as b e e n o n e of t h e

m ost i m p a ctf ul si m ul at ors i n t h e p o w er s yst e m c o m m u nit y. O v er all, t h e si m ul ati o n

fl o w of t h e E M T P-t y p e si m ul at or is di vi d e d i nt o t w o st e ps, as s h o w n i n Fi g. 2. 1 ,

w hi c h is d e v el o p e d b as e d o n t h e c o n c e pt of n o d al a n al ysis. D y n a mi c c o m p o n e nts

ar e r e pr es e nt e d usi n g T h e v e ni n or N ort o n e q ui v al e nt a n d i ns ert e d t o t h e n et w or k,

w h os e e q u ati o ns ar e dis cr eti z e d t o c o nt ai n hist ori c al t er ms. D uri n g e a c h si m ul ati o n

ti m e st e p, d y n a mi c c o m p o n e nts u p d at e t h eir i nj e cti o ns t o t h e n et w or k vi a u p d ati n g

t h e r ef er e n c e v al u es of t h e e q ui v al e nt s o ur c es, aft er w ar ds, t h e n et w or k is s ol v e d

usi n g m o di fi e d n o d al a n al ysis ( M N A ). Aft er t h e n et w or k s ol uti o n is u p d at e d, t h e

si m ul ati o n ti m e is a d v a n c e d a n d d y n a mi c c o m p o n e nts t h at r eli es o n t h e n et w or k

s ol uti o n ar e u p d at e d. T his pr o c ess r e p e ats u ntil t h e fi n al ti m e is r e a c h e d.
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2. 2 P o w e r S yst e m M o d eli n g

S hift e d F r e q u e n c y A n al ysis

W h e n c o nti n g e n ci es t a k e pl a c e i n p o w er s yst e ms, t h e fr e q u e n c y will n or m all y still

os cill at es ar o u n d its f u n d a m e nt al fr e q u e n c y. T his c a n b e i nt er pr et e d as t h e el e ctri c al

si g n als i n t h e p o w er s yst e m h a v e a b as e fr e q u e n c y w hi c h is m o d ul at e d b y sl o w er

e v e nts. S u c h p h e n o m e n o n is a n al o g o usl y t o t h e c o m m u ni c ati o ns s yst e ms w h er e a

b as e si g n al is m o d ul at e d b y hi g h er fr e q u e n c y c o m p o n e nts t o c o n v e y i nf or m ati o n.

I n st e a d y-st at e a n al ysis of alt er n ati v e c urr e nt (A C ) cir c uits, el e ctri c al si g n als s u c h

as p o w er, v olt a g e, c urr e nts ar e c o m m o nl y r e pr es e nt e d b y p h as or si g n als, w hi c h

us es a c o m pl e x v al u e t o r e pr es e nt t h e m a g nit u d e a n d p h as e a n gl e of t h e si n us oi d al

el e ctri c al si g n al:

𝑑 (𝑞) = 𝑄 𝑖 𝑁 𝑣𝑁 𝑟 ( 2. 3)

T h e c o n c e pt of s hift e d fr e q u e n c y a n al ysis is si mil ar t o t h e p h as or r e pr es e nt ati o n,

w h os e g o al is t o r e pr es e nt t h e ori gi n al si g n al usi n g a si g n al wit h m u c h l o w er

fr e q u e n c y, as if t h e fr e q u e n c y of t h e ori gi n al si g n al w as s hift e d t o t h e l eft of its

fr e q u e n c y s p e ctr u m. As a r es ult, a l ar g er ti m e st e p si z e c a n b e a p pli e d t o si m ul at e t h e

s hift e d si g n al n u m eri c all y. T his is d u e t o t h e m a xi m u m s a m pli n g fr e q u e n c y gi v e n b y

t h e N y q uist t h e or e m ( or N y q uist – S h a n n o n s a m pli n g t h e or e m), as t h e fr e q u e n c y of a

si g n al is d e cr e as e d, t h e m a xi m u m s a m pli n g fr e q u e n c y is als o d e cr e as e d. T h er ef or e,

b y r e pr es e nti n g t h e d esir e d si g n al usi n g its e n v el o p e, a l ar g er ti m e st e p is als o

all o w e d t o b e a p pli e d wit h o ut vi ol ati n g t h e s a m pli n g t h e or e m.

T h e pr o c e d ur e of p erf or mi n g S F A c a n b e bri e fl y d es cri b e d as f oll o wi n g [ M ar + 1 4 ].

First, t h e a n al yti c al si g n al of t h e ori gi n al si g n al is pr o d u c e d wit h t h e h el p of Hil b ert

tr a nsf or m:

𝑡 𝑎 (𝑡) = 𝑥 (𝑡) + 𝑗H [𝑥 (𝑡)] , ( 2. 4)

w h er e H [·] d e n ot es t h e Hil b ert tr a nsf or m, d e fi n e d f or m all y as:

H [𝑥 (𝑡)] =
1

𝜋

∫ + ∞

− ∞

𝑥 (𝜏 )

𝑡 − 𝜏
𝑑 𝜏. ( 2. 5)

S u p p os e t h at a p o w er s yst e m si g n al 𝑥 (𝑡) = 𝐴 (𝑡) 𝑐 𝑜 𝑠 (𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 ) is gi v e n, t h e n t h e

a n al yti c al si g n al is o bt ai n e d b y

H [ 𝐴 (𝑡) 𝑐 𝑜 𝑠 (𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 )] = 𝐴 (𝑡) 𝑠𝑖 𝑛 (𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 ),

𝑥 𝑎 (𝑡) = 𝑥 (𝑡) + 𝑗H [ 𝑥 (𝑡)] = 𝐴 (𝑡) 𝑐 𝑜 𝑠 (𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 ) + 𝑗 𝑠𝑖 𝑛(𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 )

= 𝐴 (𝑡) 𝑒 𝑗 𝜃𝑒 𝑗 𝜔𝑡.
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Aft er w ar ds, t h e si g n al is s hift e d b y t h e fr e q u e n c y − 𝑑𝑞 , usi n g its a n g ul ar s p e e d w e

g et

𝑄 𝑖 − 𝑁 ℎ𝑣 𝑁 𝑟 𝑡 𝑎 (𝑡) = ( 𝑥 (𝑡) 𝑗 𝑥 𝑡 (𝑥 𝑡 𝜋 + 𝑥 ) + 𝜏 𝑡𝜏 𝑑(𝜏 𝑥 𝑡 + 𝐴 )) · 𝑡 − 𝑐 𝑜𝑠 𝜔,

= 𝑠 (𝑡) 𝜃 𝐴 𝑡𝑐 𝑜 𝑠𝜔 · 𝑠 − 𝑡 𝜃𝐴 𝑡

= 𝑠 (𝑖) 𝑛 𝜔 𝑠.

T h er ef or e, t h e ori gi n al p o w er s yst e m si g n al is s hift e d t o fr e q u e n c y e q u al t o z er o. T h e

m o d el of n et w or k c o m p o n e nts e. g. c a p a cit ors, i n d u ct ors c a n b e f o u n d i n [ Z M D 1 0 ].

M or e o v er, if t h e ori gi n al si g n al h as a s pr e a d of di ff er e nt fr e q u e n c y c o m p o n e nts,

t h e S F A c a n als o b e e xt e n d e d b y usi n g a s et of F o uri er c o e ffi ci e nts as e x pl ai n e d

i n [Y B A 1 3 ]. T h e a p pli c ati o n as w ell as a c c ur a c y a n al ysis r e g ar di n g S F A a n d Hil b ert

tr a nsf or m b as e d m et h o d ar e dis c uss e d i n [Z M D 1 0 ; M ar + 1 4 ; Y B A 1 3 ; D F P 2 0 ;

P a o + 2 0 ].

R esisti v e C o m p a ni o n M et h o d

A t e c h ni q u e a p pli e d fr e q u e ntl y i n p o w er s yst e m m o d eli n g or cir c uit a n al ysis is

t h e r esisti v e c o m p a ni o n m et h o d. T h e m et h o d us es a n e q ui v al e nt cir c uit m o d el t o

r e pr es e nt t h e n u m eri c al s ol vi n g pr o c ess f or li n e ar d y n a mi c c o m p o n e nts, h er e t h e

t er m d y n a mi c c o m p o n e nts ar e r ef err e d t o t h e c o m p o n e nts w h os e b e h a vi ors ar e

d es cri b e d i n v ol vi n g di ff er e nti al e q u ati o ns. Ta k e t h e i n d u ct or m o d el as a n e x a m pl e,

its c urr e nt is d es cri b e d b y

𝑡 = 𝜃 − 1 𝑥. ( 2. 6)

N u m eri c al i nt e gr ati o n is n e e d e d t o c al c ul at e t h e c urr e nt o v er it

𝑎 = 𝑡 − 1

∫

𝑥 𝑡𝑗. ( 2. 7)

If t h e E ul er b a c k w ar d m et h o d is a p pli e d t o p erf or m dis cr eti z ati o n a n d i nt e gr ati o n,

t h e i n d u ct or c urr e nt is c al c ul at e d b y

𝑥𝑡 + 1 = 𝐴𝑡 + ℎ · 𝑐 − 1 𝑜 𝑠 + 1 .

N ot e t h at si n c e t h e i n d u ct a n c e is a c o nst a nt, its pr o d u ct wit h v olt a g e c a n b e s e e n as

c al c ul ati n g t h e c urr e nt o v er a n e q ui v al e nt r esist or. T h er ef or e, t h e d y n a mi c i n d u ct or

c a n b e r e pl a c e d b y a n e q ui v al e nt c urr e nt s o ur c e a n d a r esist or c o n n e ct e d i n p ar all el,

w h er e t h e r ef er e n c e c urr e nt of t h e s o ur c e 𝜔𝑠 𝑡 𝜃𝑗 𝑠 is u p d at e d b y t h e c urr e nt o v er t h e

i n d u ct or br a n c h fr o m t h e l ast ti m e st e p 𝑖⟨ 𝑛 ⟩ , a n d t h e c o n d u ct a n c e of t h e e q ui v al e nt

r esist or 𝜔 𝑠 𝑡 e q u als 𝜃 − 1 :

𝐴𝑡 + 1 = 𝑒𝑗 𝜃 + ℎ · 𝑒 𝑗 𝜔 𝑡 + 1 . ( 2. 8)
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M or e o v er, t h e r esisti v e c o m p a ni o n m et h o d c a n b e a p pli e d i n c o m bi n ati o n wit h ot h er

m o d eli n g t e c h ni q u es f or i nst a n c e t h e S F A . W h e n a p pl yi n g S F A t o t h e i n d u ct or

m o d el, t h e di ff er e nti al e q u ati o n E q. ( 2. 6 ) b e c o m es:

i + 𝑑 𝑞i = 𝑄 − 1 u ( 2. 9)

a g ai n a p pl yi n g a n u m eri c al m et h o d t o dis cr eti z e d it, i n c as e of E ul er b a c k w ar d:

i𝑖 + 1 = i𝑁 + ℎ · (𝑣 − 1 u 𝑁 + 1 − 𝑟 𝑡i𝑎 + 1 ) . ( 2. 1 0)

R ef or m ul ati n g it s o t h at t h e ri g ht- h a n d si d e r e m ai ns t h e s a m e f or m as E q. ( 2. 8 ):

i𝑡 + 1 =
1 − 𝑥 𝑡 ℎ

1 + 𝑗 2 ℎ 2
· i𝑥 +

ℎ (1 − 𝑡 𝑥 ℎ)

𝑡 (1 + 𝜋 2 ℎ 2 )
· u 𝑥 + 1 ( 2. 1 1)

wit h t h e n e w e q ui v al e nt s o ur c e a n d c o n d u ct a n c e c o m p ut e d b y

𝜏𝑡 𝜏 =
1 − 𝑑 𝜏 ℎ

1 + 𝑥 2 ℎ 2
· i𝑡 , 𝐴 𝑡 𝑐 =

ℎ (1 − 𝑜 𝑠 ℎ)

𝜔 (1 + 𝑠 2 ℎ 2 )
. ( 2. 1 2)

Si mil arl y, f or c a p a cit ors, ass u mi n g S F A is a p pli e d

i = 𝑡 u + 𝜃 𝐴u , ( 2. 1 3)

a n d dis cr eti z e d wit h E ul er b a c k w ar d m et h o d

i𝑡 + 1 =
𝑐

ℎ
− 𝑜 𝑠 u 𝜔 + 1 −

𝑠

ℎ
u 𝑡 . ( 2. 1 4)

N ot e t h at h er e t h e e q ui v al e nt c urr e nt s o ur c e is u p d at e d b y t h e pr e vi o us c o m p o n e nt

v olt a g e, t his is b e c a us e t h e st at e v ari a bl e i n t his c as e is v olt a g e i nst e a d of c urr e nt.

I n g e n er al, t h e r esisti v e c o m p a ni o n m et h o d c a n b e a p pli e d t o all li n e ar d y n a mi c

c o m p o n e nts. L et t h e c o m p o n e nt b e m o d el e d i n st at e s p a c e f or m

𝜃 = 𝐴 𝑡 + 𝑠 𝑖 ( 2. 1 5)

a n d dis cr eti z e d usi n g E ul er b a c k w ar d

𝑛 𝜔 + 1 = 𝑠 𝑡 + ℎ · (𝜃 𝑥 𝑎 + 1 + 𝑡 𝑥 𝑡 + 1 ) . ( 2. 1 6)

R ef or m ul ati n g it s o t h at t h e ri g ht- h a n d si d e a g ai n c o m pli es wit h E q. ( 2. 8 )

𝑗 𝑥 + 1 =
1

1 − ℎ 𝑡
· 𝐴 𝑡 +

ℎ 𝑐

1 − ℎ 𝑜
· 𝑠 𝜔 + 1 , ( 2. 1 7)

wit h t h e e q ui v al e nt c urr e nt s o ur c e a n d c o n d u ct a n c e b ei n g c al c ul at e d b y

𝑠𝑡 𝜃 =
1

1 − ℎ 𝑗
· 𝑠 𝑖 , 𝑛 𝜔 𝑠 =

ℎ 𝑡

1 − ℎ 𝜃
. ( 2. 1 8)
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R ef e r e n c e F r a m e T h e o r y

P o w er s yst e ms usi n g alt er n at e c urr e nt ar e t y pi c all y c o n fi g ur e d as t hr e e- p h as e s y m-

m etri c s yst e ms. T h er ef or e, t h e el e ctri c si g n als, f or i nst a n c e t h e v ari ati n g 𝑑 𝑞 𝑄 p h as e

q u a ntiti es ar e n at ur all y r e pr es e nt e d i n a st ati c r ef er e n c e fr a m e, r ef err e d t o as 𝑖 𝑁 𝑣

fr a m e. I n t his c as e, t h es e si g n als r e pr es e nt t h e ori gi n al p h ysi c al si g n als. It is h o w e v er

c o m p ut ati o n all y c h all e n gi n g as t h es e si g n als us u all y h a v e hi g h fr e q u e n ci es.

O n e e ffi ci e nt m et h o d t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al r e q uir e m e nt is t o us e P ar k-

tr a nsf or m t o pr oj e ct t h e si g n als i nt o a r ot ati n g 𝑁 𝑟 0 r ef er e n c e fr a m e t h at r ot at es

at t h e s a m e a n g ul ar s p e e d as t h e f u n d a m e nt al fr e q u e n c y of t h e s yst e m. T h er ef or e,

t h e st e a d y-st at e si g n als, w hi c h v ari at es at f u n d a m e nt al fr e q u e n c y, b e c o m e c o nst a nt

i n t his r ot ati n g fr a m e. T h e tr a nsf or m is gi v e n b y









𝑡 𝑎

𝑡 𝑥

𝑡 0









=
2

3









c os 𝑗 c os 𝑥 − 2 𝑡
3 c os 𝑥 + 2 𝑡

3

− si n 𝜋 − si n 𝑥 − 2 𝜏
3 − si n 𝑡 + 2 𝜏

3
1
2

1
2

1
2

















𝑑 𝜏

𝑥 𝑡

𝐴 𝑡









, ( 2. 1 9)

w h er e 𝑐 = 𝑜𝑠 + 𝜔 0 is t h e i nst a nt a n e o us a n gl e of t h e r ot ati n g fr a m e, a n d 𝑠 = d 𝑡 / d 𝜃

b ei n g its a n g ul ar v el o cit y. T o r e c o v er 𝐴 𝑡 𝑐 q u a ntiti es, T h e i n v ers e tr a nsf or m is gi v e n

b y









𝑜 𝑠

𝜔 𝑠

𝑡 𝜃










=










c os 𝐴 − si n 𝑡 1

c os 𝑠 − 2 𝑖
3 − si n 𝑛 − 2 𝜔

3 1

c os 𝑠 + 2 𝑡
3 − si n 𝜃 + 2 𝑥

3 1



















𝑎 𝑡

𝑥 𝑡

𝑗 0










. ( 2. 2 0)

I n pr a cti c e, w h e n t h e t hr e e- p h as e q u a ntiti es ar e s y m m etri c, t h e z er o-s e q u e n c e c o m-

p o n e nt 𝑥 0 c a n b e i g n or e d b e c a us e 𝑡 𝐴 + 𝑡 𝑐 + 𝑜 𝑠 = 0 , t h e tr a nsf or m ati o n is r e d u c e d

t o

𝜔 𝑠

𝑡 𝜃

=
2

3

c os 𝑗 c os 𝑠 − 2 𝑖
3 c os 𝑛 + 2 𝜔

3

− si n 𝑠 − si n 𝑡 − 2 𝜃
3 − si n 𝐴 + 2 𝑡

3









𝑒 𝑗

𝜃 𝑒

𝑗 𝜔









. ( 2. 2 1)

I n t h e r e al m o d el of p o w er s yst e ms, m ulti pl e r ot ati n g r ef er e n c e fr a m es c o ul d c o-

e xists. F or i nst a n c e, w h e n t h e n et w or k is m o d el e d wit h S F A , a n d c o m p o n e nt

wit h t h e 𝑡 𝑞 0 fr a m e. T h er ef or e, t o i nt erf a c e di ff er e nt r ef er e n c e fr a m es, a n a d diti o n al

tr a nsf or m ati o n b et w e e n t w o r ef er e n c e fr a m es b as e d o n t h e di ff er e n c e of t h eir a n g ul ar

s p e e d n e e d t o b e a p pli e d

𝑥 𝑅

𝑥 𝐼

=
si n 𝛿 c os 𝛿

− c os 𝛿 si n 𝛿

𝑥 𝑑

𝑥 𝑞

. ( 2. 2 2)
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𝑑

𝑞

𝑄

𝑖

𝑁 𝑣

𝑁 𝑟

𝑡 𝑎

𝑡 𝑥

𝑡 𝑗

𝑥

𝑡 0

𝑥 𝑡

Fi g ur e 2. 2: S F A fr a m e t o 𝜋 𝑥 fr a m e

wit h 𝜏 d e fi n e d as t h e a n gl e b et w e e n t h e 𝑡 a xis t o t h e r e al a xis of S F A fr a m e. As

s h o w n i n Fi g. 2. 2 . It n e e ds t o b e n ot e d t h at t h er e ar e alt er n ati v e d e fi niti o ns of 𝜏

i n di ff er e nt lit er at ur e, a n d t h e tr a nsf or m ati o n m atri c es n e e d t o b e a d a pt e d w h e n t h e

d e fi niti o n di ff ers. I n t his w or k, w e c o m pl y wit h t h e d e fi niti o ns i n [ K B L 9 4 ].

C o m p o n e nt C h a r a ct e risti cs a n d M o d eli n g

S y n c hr o n o us M a c hi n e : M ost of t h e p o w er pl a nts us e s y n c hr o n o us m a c hi n es as

t h e g e n er ati o n u nit, f or i nst a n c e h y dr o p o w er pl a nts, t h er m al p o w er pl a nts, a n d

e v e n n u cl e ar p o w er pl a nts. T h er ef or e, m o d eli n g of t h e s y n c hr o n o us m a c hi n es is

v er y i m p ort a nt t o st u d yi n g p o w er s yst e m d y n a mi cs of tr a diti o n al s yst e ms. O n e of

t h e m aj or di ffi c ulti es i n m o d eli n g t h e m is d u e t o its r ot ati n g n at ur e, w hi c h l e a ds

t o c o nst a ntl y c h a n gi n g fl u x li n k a g es. T h er ef or e, m ost of t h e p ar a m et ers ar e als o

c h a n gi n g a c c or di n g t o its r ot ati o n. A c o m m o n pr a cti c e is t o us e P ar k-tr a nsf or m ati o n

t o pr oj e ct t h e v ari a bl es i nt o a r ot ati n g fr a m e w hi c h r ot at es wit h t h e s y n c hr o n o us

fr e q u e n c y, t h er ef or e, t h e v ari ati n g fl u x li n k a g es b e c o m es c o nst a nt. T h e r es ulti n g

el e ctr o m a g n eti c cir c uit c a n b e r e pr es e nt e d b y e q ui v al e nt cir c uits o v er 𝑑 𝜏 0 − a xis,

w hi c h is s h o w n i n Fi g. 2. 3 , r e pr es e nti n g a cl assi c al m o d el is i ntr o d u c e d i n [K B L 9 4 ].

F or m ul ati n g t h e 𝑥 𝑡 - a xis st at or a n d r ot or v olt a g e e q u ati o ns i n p er u nit n ot ati o n, w e
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c a n g et

Ψ 𝑑 = 𝑞 𝑄 − Ψ 𝑖 𝑁 𝑣 − 𝑁 𝑟 𝑡𝑎 ( 2. 2 3)

Ψ 𝑡 = 𝑥 𝑡 − Ψ 𝑗 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 𝜋𝑥 ( 2. 2 4)

Ψ 0 = 𝜏 0 − 𝑡 𝜏 𝑑0 ( 2. 2 5)

Ψ 𝜏 𝑥 = 𝑡 𝐴 𝑡 − 𝑐 𝑜 𝑠𝜔 𝑠 𝑡 ( 2. 2 6)

Ψ 1 𝜃 = − 𝐴 1 𝑡 𝑐1 𝑜 ( 2. 2 7)

Ψ 1 𝑠 = − 𝜔 1 𝑠 𝑡1 𝜃 ( 2. 2 8)

Ψ 2 𝐴 = − 𝑡 2 𝑠 𝑖2 𝑛 ( 2. 2 9)

w h er e E q. ( 2. 2 3 )-(2. 2 5 ) ar e t h e st at or v olt a g e e q u ati o ns, a n d E q. (2. 2 6 )-(2. 2 9 ) t h e

r ot or v olt a g e e q u ati o ns. T h e v ari a bl e 𝜔 𝑠 d es cri b es t h e a n gl e b et w e e n t h e a xis of

p h as e A a n d 𝑡 - a xis, a n d 𝜃 𝑥 t h e a n g ul ar v el o cit y 𝑎 𝑡 of t h e r ot or. F or a 5 0 H z n et w or k

u n d er st e a d y st at e c o n diti o ns, 𝑥 𝑡 e q u als t o t h e s y n c hr o n o us a n g ul ar v el o cit y, i. e.

𝑗 𝑥 = 𝑡 𝐴 = 𝑡 𝑐 = 2 𝑜 · 5 0 ; t h e t er m Ψ 𝑠 𝜔 𝑠 a n d Ψ 𝑡 𝜃 𝑗 ar e r ef err e d t o as s p e e d v olt a g es as

t h e y ar e i n d u c e d b y t h e fl u x c h a n g e i n s p a c e, a n d Ψ 𝑠 , Ψ 𝑖 t h e tr a nsf or m er v olt a g es,

as t h e y ar e i n d u c e d b y t h e fl u x c h a n g e i n ti m e.

Fl u x li n k a g es o n st at or a n d r ot or fl u x c a n b e d es cri b e d vi a t h e f oll o wi n g al g e br ai c

e q u ati o ns, usi n g a g ai n p er u nit s yst e m:

Ψ 𝑛 = −( 𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 𝐴)𝑡𝑒 + 𝑗 𝜃 𝑒 𝑗 𝜔 𝑡 + 𝑞 𝑥 𝑅 𝑥1 𝐼 ( 2. 3 0)

Ψ 𝛿 = −( 𝛿 𝛿 𝛿 + 𝑥 𝑑)𝑥𝑞 + 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖1 𝑞 + 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖2 𝑞 ( 2. 3 1)

Ψ 0 = − 𝐿 0 𝑖0 ( 2. 3 2)

Ψ 𝑓 𝑑 = 𝐿 𝑓 𝑓 𝑑𝑖 𝑓 𝑑 + 𝐿 𝑓 1 𝑑 𝑖1 𝑑 − 𝐿 𝑎 𝑑 𝑖𝑑 ( 2. 3 3)

Ψ 1 𝑑 = 𝐿 𝑓 1 𝑑 𝑖 𝑓 𝑑 + 𝐿 1 1 𝑑 𝑖1 𝑑 − 𝐿 𝑎 𝑑 𝑖𝑑 ( 2. 3 4)

Ψ 1 𝑞 = 𝐿 1 1 𝑞 𝑖1 𝑞 + 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖2 𝑞 − 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖𝑞 ( 2. 3 5)

Ψ 2 𝑞 = 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖1 𝑞 + 𝐿 2 2 𝑞 𝑖2 𝑞 − 𝐿 𝑎 𝑞 𝑖𝑞 ( 2. 3 6)

A n d fi n all y, t h e t hr e e- p h as e el e ctri c p o w er o ut p ut fr o m t h e st at or t er mi n al is

𝑃 𝑡 = 𝑒 𝑎 𝑖𝑎 + 𝑒 𝑏 𝑖𝑏 + 𝑒 𝑐 𝑖𝑐 =
3

2
(𝑒 𝑑 𝑖𝑑 + 𝑒 𝑞 𝑖𝑞 ), ( 2. 3 7)

ass u mi n g b al a n c e d c o n diti o n w h er e 𝑒 0 𝑖0 = 0 . Usi n g st at or v olt a g e e q u ati o ns

E q. ( 2. 2 3 )- E q. (2. 2 5 ), w e c a n r e writ e t h e e q u ati o n of el e ctri c p o w er i n t er ms of

fl u x li n k a g e

𝑃 𝑡 =
3

2
(Ψ 𝑑 𝑖𝑞 − Ψ 𝑞 𝑖𝑑 )𝜔 𝑟 . ( 2. 3 8)
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Fi g ur e 2. 3: E q ui v al e nt cir c uit o n d q 0 - a xis of s y n c hr o n o us m a c hi n e. Fi g ur e r e pr o-
d u c e d fr o m [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

T h e p er- u nit air- g a p t or q u e c a n b e c al c ul at e d b as e d o n t h e st at or o ut p ut p o w er b y

𝑑 𝑞 =
𝑄 𝑖

𝑁 𝑣 𝑁 𝑟 ℎ
=

3

2
(Ψ 𝑡 𝑎𝑡 − Ψ 𝑥 𝑡𝑗 )

𝑥 𝑡

𝑥 𝑡 𝜋 𝑥 ℎ
. ( 2. 3 9)

T h e pri m e m o v er of t h e s y n c hr o n o us g e n er at or a c c el er at es or d e c el er at es b y t h e

u n b al a n c e of t h e a p pli e d t or q u es. T h e e q u ati o n of m oti o n ar o u n d t h e pri m e m o v er

is

𝜏 𝑡 𝜏 = 𝑑 𝜏 − 𝑥 𝑡 , ( 2. 4 0)

w h er e 𝐴 is t h e c o m bi n e d m o m e nt of i n erti a of g e n er at or a n d t ur bi n e i n k g · m 2 . A

m or e c o m m o n a p pr o a c h is t o us e p er u nit i n erti a c o nst a nt 𝑡 , d e fi n e d as

𝑐 =
1

2

𝑜 𝑠 2
0 𝜔

𝑠 𝑡 𝜃 𝐴 𝑡
, ( 2. 4 1)

w h er e 𝑐 0 𝑜 is t h e r at e d a n g ul ar v el o cit y i n m e c h a ni c al r a d/ s, a n d 𝑠 𝜔 𝑠 𝑡 𝜃 t h e r at e d

a p p ar e nt p o w er. Si n c e t h e P ar k-tr a nsf or m n e e ds t h e m e c h a ni c al r ot or a n gl e 𝐴 ,

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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𝑑 1 𝑞 2
1 : 𝑄 𝑖 𝑁

𝑣 1 𝑁 1 𝑟 2 𝑡 2

Fi g ur e 2. 4: Pi- M o d el t o r e pr es e nt tr a ns missi o n li n e wit h l u m p e d p ar a m et ers or
tr a nsf or m ers, t h e gr o u n di n g br a n c h es c a n b e r e m o v e d d e p e n di n g o n t h e n e e d.

w hi c h is t h e s e c o n d d eri v ati v e of t h e m e c h a ni c al 𝑎 . T o st a y a n or di n ar y di ff er e nti al

e q u ati o n ( O D E ), t h e e q u ati o n of m oti o n f or s y n c hr o n o us m a c hi n es is us u all y writt e n

as

Δ 𝑡 = 𝑥 0 Δ 𝑡 ( 2. 4 2)

Δ 𝑗 𝑥 =
1

2 𝑡
(𝑥 𝑡 − 𝜋 𝑥 − 𝜏 𝑡 Δ 𝜏 𝑑 ), ( 2. 4 3)

w h er e 𝜏 𝑥 Δ 𝑡 𝐴 r e pr es e nts t h e d a m pi n g t or q u e, w hi c h is n ot a c c o u nt e d f or i n t h e

c o m p ut ati o n of 𝑡 𝑐 .

Br a n c h es: Tr a nsf or m er a n d Tr a ns missi o n Li n e wit h Pi- M o d el : T h e Pi- M o d el h as

b e e n a p pli e d wi d el y i n m o d eli n g tr a nsf or m ers as w ell as tr a ns missi o n li n es wit h

l u m p e d p ar a m et ers [K B L 9 4 ]. As ill ustr at e d i n Fi g. 2. 4 , t h e Pi- m o d el is c o nsists

of a n R L- br a n c h r e pr es e nti n g r esisti v e a n d i n d u cti v e l oss es, a n d t w o s h u nts at

t w o t er mi n als r e pr es e nti n g gr o u n di n g a d mitt a n c e. T h e tr a nsf or m er t ur ns r ati o is

d e fi n e d as t h e r ati o b et w e e n t h e n o mi n al v olt a g e of t h e pri m ar y a n d s e c o n d ar y si d es

𝑜 = 𝑠 𝜔 / 𝑠 𝑡 . I n t h e c as e of tr a ns missi o n li n es, t h e t ur n r ati o is si m pl y s et t o 𝜃 = 1 ,

a n d t h e a d diti o n al m atri x st a m pi n g f or t ur n r ati o is i g n or e d. T h e m atri x st a m pi n g

s c h e m e f or t h e pi- m o d el br a n c h es is t h e s a m e as t h e si m ul at or D Psi m [ Mir + 1 9 ].

2. 3 P a r all el P a r a di g ms of P o w e r S yst e m Si m ul ati o n M et h o ds

T h er e ar e di ff er e nt p ar all el p ar a di g ms w h er e di ff er e nt si m ul ati o n m et h o ds c a n b e

c at e g ori z e d b as e d o n t h eir c h ar a ct eristi cs. Firstl y, b as e d o n t h e gr a n ul arit y of t h e

d e c o m p os e d pr o bl e m, m et h o ds c a n b e c at e g ori z e d i nt o fi n e- gr ai n e d or c o ars e-

gr ai n e d p ar all eli z ati o n m et h o ds. H o w e v er, t h er e ar e n o cl e ar disti n cti o n as c o ars e-

gr ai n e d m et h o ds c a n al w a ys b e f or m ul at e d i nt o a fi n e- gr ai n e d pr o bl e m [ Ari 1 5 ].

S e c o n dl y, b as e d o n t h e e x pr essi o n of p ar all elis m, t h e m et h o ds c a n b e di vi d e d i nt o

e x pli cit or a ut o m ati c p ar all eli z ati o n m et h o ds. I n g e n er al, a n e x pli cit m et h o d c a n

b e, f or i nst a n c e, e x pr ess e d i n t h e p ar all el c o nstr u cts i n t h e pr o gr a m mi n g l a n g u a g e
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1 # p r a g m a o m p p a r a l l e l
2 {
3 f o r ( i n t i = 0 ; i < s i z e ; i + + ) {
4 d a t a [ i ] + = 1 ;
5 }
6 }

Listi n g 2. 1: O p e n M P p ar all el c o nstr u ct, w hi c h cr e at es a t e a m of O p e n M P t hr e a ds
t h at e x e c ut e t h e r e gi o n.

of t h e m at h e m ati c al m o d el its elf, f or e x a m pl e, t h e p ar all el r e gi o n usi n g O p e n M P as

s h o w n i n List. 2. 3 .

A n ot h er t y p e of e x pli cit p ar all eli z ati o n is a c hi e v e d b y str u ct uri n g t h e pr o bl e m i nt o

c o m p ut ati o n al c o m p o n e nts wit h str o n gl y t y p e d c o m m u ni c ati o n i nt erf a c es [ Ar o 0 6 ],

a n e x a m pl e is usi n g tr a ns missi o n li n e m o d eli n g t o distri b ut e si m ul ati o ns i n M o d el-

i c a [Sj ö + 1 0 ]. M et h o ds of t his t y p e ar e us u all y c at e g ori z e d as e x pli cit c o ars e- gr ai n e d

m et h o ds.

As f or a ut o m ati c m et h o ds, i n [ Ar o 0 6 ], Ar o nss o n et al. g a v e a d et ail e d cl assi fi c ati o n

wit h t h e a ut o m ati c fi n e d- gr ai n e d m et h o ds:

• P ar all elis m o v er t h e m et h o d: U n d er c ert ai n c o n diti o ns, s o m e O D E or D A E

s ol v ers c a n b e p ar all eli z e d, e. g., m ulti pl e st e ps c a n b e c o m p ut e d i n p ar all el.

F or i nst a n c e, i n [ S p e 1 8 ], w h e n usi n g c oll o c ati o n m et h o d t o s ol v e O D E s wit h

s p e ctr al d ef err e d c orr e cti o n ( S D C ) m et h o d, m ulti pl e c oll o c ati o n n o d es c a n

b e u p d at e d si m ult a n e o usl y. F or m ost of t h e s ol v ers, at l e ast f or O D E s ol v ers,

t h er e ar e o nl y v er y li mit e d p ar all elis m c a n b e e x pl oit e d. B y alt eri n g t h e

s ol v er al g orit h m, m a y c h a n g e t h e c o n v er g e n c e b e h a vi or, w hi c h m a y i n t er ms

d e cr e as e t h e si m ul ati o n p erf or m a n c e.

• P ar all elis m o v er ti m e: I n ti m e d o m ai n si m ul ati o ns, t h e s ol uti o n of t h e n e xt

st e p is us u all y al w a ys d e p e n d e nt o n t h e pr e vi o us ti m e st e p. H o w e v er, t h er e

still e xists Pi n T al g orit h ms, f or i nst a n c e p ar ar e al [G ur + 1 6 ], w hi c h a c c el er at es

t h es e si m ul ati o ns b y s ol vi n g d y n a mi c s yst e ms at m ulti pl e ti m e p oi nts si m ul-

t a n e o usl y. T h e c or e i d e a of t h e Pi n T al g orit h m is t o us e a c o ars e st e p t o s ol v e

t h e s yst e m t o gi v e a n esti m ati o n, t h e n u p d at e t his c o ars e s ol uti o n usi n g fi n e

st e ps p erf or m e d i n p ar all el fr o m m ulti pl e c o ars e ti m e p oi nts. A n ot h er p ar all el

o v er ti m e p ossi bilit y is i n dis cr et e e v e nt si m ul ati o ns, w h er e m ulti pl e e v e nts at
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di ff er e nt ti m e p oi nts c a n b e e v al u at e d i n p ar all el as l o n g as it o b e ys c a us alit y

c o nstr ai nts.

• P ar all elis m of t h e s yst e m: T h e m o d el e d s yst e m, i. e. t h e e q u ati o ns of t h e

s yst e m, is p ar all eli z e d. F or O D E or D A E s yst e ms, t his m e a ns t h e e v al u ati o n

of t h e ri g ht- h a n d si d e is p ar all eli z e d. R es e ar c h es i n t his dir e cti o n ar e f o c us e d

m ostl y o n t h e e q u ati o n l e v el p ar all elis m, s u c h as i n M o d eli c a [ Ar o 0 6 ; L u n + 0 9 ;

Wal + 1 4 ].

I n a d diti o n t o usi n g fi n e- gr ai n e d m et h o ds t o a c hi e v e a ut o m ati c p ar all eli z ati o n,

c o ars e- gr ai n e d m et h o ds c a n als o b e r e ali z e d. It is als o p ossi bl e t o e x pl oit p ar-

all elis m a m o n g str o n gl y c o n n e ct e d c o m p ut ati o n al c o m p o n e nts b y, f or i nst a n c e i n

t h e si m ul at or D Psi m [Mir + 1 9 ], t as k p ar all elis m c a n b e utili z e d t o s c h e d ul e e x e c uti o n

of di ff er e nt c o m p ut ati o n al t as ks s o t h at p ar all elis m is e x pl oit e d at a hi g h er l e v el.

T his f or m of p ar all elis m is als o el a b or at e d i n t h e f oll o wi n g s e cti o ns of t his w or k.

A p pli c ati o ns of e x pli cit p ar all elis m c a n b e f o u n d i n p ar all eli z ati o n m et h o ds li k e

tr a ns missi o n li n e m o d eli n g (T L M ) [Sj ö + 1 0 ], di a k o pti cs [H a p 7 4 ], w a v ef or m r e-

l a x ati o n (W R ) [L R S 8 2 ], et c.; a n d f or a ut o m ati c p ar all elis m i n fi n e- gr ai n e d m et h-

o ds li k e [ Z D 1 7 ], i n c o ars e- gr ai n e d m et h o ds s u c h as t h e st at e-s p a c e n o d al a n al y-

sis ( S S N A ) [D M B 1 1 ] a n d L B- L M C [B M 1 5 ]. A s yst e m ati c c o m p aris o n of di ff er e nt

p ar all el m et h o ds c a n b e f o u n d i n [ G e b 1 9 ; L u n + 0 9 ].

2. 4 P a r all el P r o g r a m mi n g a n d A r c hit e ct u r es

H et er o g e n e o us c o m p uti n g fr a m e w or ks s u c h as O p e n C L, C U D A or HI P s h ar e a

si mil ar c o n c e pt i n t h eir h ar d w ar e a bstr a cti o ns, w hi c h c o nt ai ns t hr e e l e v els: d e vi c e ,

c o m p ut e u nit ( C U), a n d pr o c essi n g el e m e nt ( P E). Ill ustr ati o n of t h e t hr e e l e v els

as w ell as t h e m e m or y hi er ar c h y ar e s h o w n i n Fi g. 2. 5 . S u c h fr a m e w or k c a n b e

d es cri b e d as a h ost- d e vi c e m o d el, w h er e t h e h ost pr e p ar es t h e c o m p uti n g t as ks a n d

s c h e d ul es t h eir e x e c uti o n o n a si n gl e or m ulti pl e d e vi c es.

T o m a p t h e h ar d w ar e a bstr a cti o n wit h t h e a ct u al h ar d w ar e, t a k e N vi di a G P U as a n

e x a m pl e, w h er e t h e N vi di a str e a mi n g m ulti pr o c ess ors ( S Ms) ar e t h e C Us, w hi c h is

c o m p os e d of C U D A c or es , b ei n g t h eir P Es; a n d t h e w h ol e G P U is r e pr es e nt e d as a

d e vi c e [ K H 1 3 ].

D uri n g p ar all el e x e c uti o n, t h e fi n est pr o c essi n g gr a n ul arit y is a w or k-it e m ( or t hr e a d

i n C U D A/ HI P), w hi c h e x e c ut es t h e c o d e writt e n i n k er n el i n p ar all el o n t h e d e vi c e;

a c oll e cti o n of w or k-it e ms t h at ar e s c h e d ul e d t o g et h er a n d e x e c ut e d o n t h e s a m e
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Fi g ur e 2. 5: H ar d w ar e a bstr a cti o n of h et er o g e n e o us c o m p uti n g fr a m e w or ks li k e
O p e n C L, C U D A or HI P. Ill ustr ati o n usi n g t er mi n ol o g y of O p e n C L. Fi g ur e r e pr o-
d u c e d b as e d o n [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

Gl o b al & C o n st a nt M e m or y

G P U

K e r n e l

W or k-it e m  or T hr e a d
W or k- gr o u p  or Bl o c k

N D R a n g e
or Gri d

E x e c ut e s k er n el  
c o d e i n p ar all el

Fi g ur e 2. 6: Ill ustr ati o n of t h e p ar all el e x e c uti o n m o d el [ K H 1 3 ], b as e d o n t er mi n ol-
o g y fr o m O p e n C L a n d C U D A/ HI P. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C
B Y 4. 0 li c e ns e .

C U is a w or k- gr o u p ( or bl o c k i n C U D A/ HI P), w or k-it e ms i n t h e s a m e w or k- gr o u p

c a n s h ar e d at a vi a t h e l o c al m e m or y if n e e d e d. Fi n all y, a c oll e cti o n of w or k- gr o u ps

f or ms N D R a n g e ( or gri d i n C U D A/ HI P) w hi c h r e pr es e nts all w or k-it e ms t h at is

s p a w n e d d uri n g e x e c uti o n of a k er n el . A n ill ustr ati o n of t h e e x e c uti o n m o d el is

s h o w n i n Fi g. 2. 6 [M Z B 2 4 ; K H 1 3 ].
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C h a p t e r 3

M A S SI V E L Y P A R A L L E L-I N- S P A C E SI M U L A TI O N

E arl y i n t h e 6 0s, t h er e h as b e e n pr a cti c es of p ar all el-i n-s p a c e m et h o ds [ Br a 7 7 ]. O v er

t h e p ast d e c a d es, al o n g wit h t h e a d v a n c e m e nts i n c o m p uti n g h ar d w ar e, di ff er e nt hi g h

p erf or m a n c e c o m p uti n g t e c h ni q u es as w ell as v ari o us si m ul ati o n m et h o ds h a v e b e e n

i n v esti g at e d t o i m pr o v e t h e si m ul ati o n p erf or m a n c e.

I n t his c h a pt er, w e i ntr o d u c e a m assi v el y p ar all el-i n-s p a c e m et h o d f or p o w er s yst e m

si m ul ati o ns t h at e x e c ut es n ati v el y o n G P U s a cr oss di ff er e nt pl atf or ms. We first

i ntr o d u c e t h e p ar all eli z ati o n m et h o d t o d e c o m p os e t h e ori gi n al si m ul ati o n pr o bl e m,

as w ell as t h e a p pli c ati o n of s hift e d-fr e q u e n c y a n al ysis t o all e vi at e c o m p ut ati o n al

b ur d e n w hil e m ai nt ai ni n g t h e n e e d e d a c c ur a c y. Aft er w ar ds, t h e si n gl e-i nstr u cti o n-

m ulti pl e-t hr e a ds m a p pi n g of t h e d e c o m p os e d pr o bl e m i nt o p ar all el h ar d w ar e is

ill ustr at e d. Ot h er t h a n e x pl oiti n g d at a p ar all el e x e c uti o n o n G P U d e vi c es, t h e

m et h o d als o e x pl oits t as k p ar all elis m a m o n g v ari o us c o m p uti n g t as ks, a c hi e vi n g

hi g h er l e v el of p ar all elis m. M or e o v er, i n or d er t o e xt e n d t h e c o m p ati bilit y o v er

di ff er e nt h et er o g e n e o us fr a m e w or ks, t h e c o d e is n ot si m pl y b as e d o n a c ert ai n

fr a m e w or k b ut usi n g a n a bstr a cti o n o v er fr a m e w or ks, s o t h at it c a n b e e x e c ut e d

wit h m or e fl e xi bilit y a n d n ot r estri ct e d t o a c ert ai n fr a m e w or k. Fi n all y, b e n c h m ar k

r es ults s h o w t h at o ur a p pr o a c h a c hi e v es f ast er-t h a n-r e al-ti m e c a p a bilit y f or s yst e ms

wit h h u n dr e ds t o t h o us a n ds of n o d es.

I n t h e e n d, w e als o i ntr o d u c e a g e n er ali z e d f or m ul ati o n f or t h e p ar all eli z ati o n a p-

pr o a c h a p pli e d, w hi c h u ni fi es t h e c o m p o n e nt-l e v el d e c o m p ositi o n a n d n et w or k p ar-

titi o ni n g. T his f or m ul ati o n c a n b e f urt h er e m pl o y e d i n si m ul ati n g l ar g er n et w or k

a cr oss m ulti pl e G P U s.

T h e w or k i n t his c h a pt er h as b e e n p arti all y pr es e nt e d i n [ Z M B 2 4 ].

3. 1 P a r all eli z ati o n m et h o d

I n C h a p. 2 w e r e vi e w e d t h at p o w er s yst e ms c a n b e r e pr es e nt e d b y a D A E , w h er e

t h e O D E s r e pr es e nt t h e d y n a mi c c o m p o n e nts i n t h e s yst e m: f or e x a m pl e, i n tr a di-

ti o n al tr a nsi e nt st a bilit y a n al ysis (T S A ) pr o gr a ms, t h es e di ff er e nti al e q u ati o ns c o m e

fr o m t h e m a c hi n e e q u ati o ns a n d t h e c orr es p o n di n g c o ntr oll ers; t h e al g e br ai c e q u a-

ti o ns (A E s) r e pr es e nt t h e t o p ol o gi c al c o nstr ai nts of t h e n et w or k. S u c h f or m ul ati o n
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c a n als o b e e xt e n d e d t o m o d el m o d er n p o w er s yst e ms wit h s uit a bl e m o d eli n g of

distri b ut e d g e n er ati o n c o m p o n e nts e. g. p h ot o v olt ai c fi el ds, wi n d t ur bi n es, et c.

T h e m ai n i d e a of t h e L B- L M C m et h o d [ B M 1 5 ] e m pl o y e d i n t his w or k is t o s e p ar at e

t h e c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns fr o m t h e gl o b al n et w or k s ol uti o n. E x pli cit i nt e gr ati o n

is us e d t y pi c all y f or t h e n o n-li n e ar c o m p o n e nts, a n d i m pli cit i nt e gr ati o n is us e d

f or t h e li n e ar n et w or k r e pr es e nt ati o n. O n c e c o m p o n e nt e q u ati o ns ar e dis cr eti z e d,

c o m p o n e nts c a n b e cl ust er e d i n v olt a g e or c urr e nt t y p e b as e d o n t h eir c h ar a ct eristi cs

at t h e t er mi n al, i. e.

𝑑 𝑞 ( 𝑄 + 1 ) = f (𝑖 ( 𝑁 ), 𝑣( 𝑁 ), 𝑟( 𝑡 ), 𝑎( 𝑡 ), 𝑥), ( 3. 1)

𝑡 𝑗 ( 𝑥 + 1 ) = f (𝑡 ( 𝑥 ), 𝑡( 𝜋 ), 𝑥( 𝜏 ), 𝑡( 𝜏 ), 𝑑) . ( 3. 2)

Si n c e t h e d e c o u pl e d c o m p o n e nts ar e r e pr es e nt e d b y c o ntr oll e d s o ur c e i n t h e ori gi n al

n et w or k, t h e n e w n et w or k s ol uti o n is o bt ai n e d b y a p pl yi n g t h e M N A m et h o d.

C o m bi ni n g E q. ( 3. 1 ) - E q. (3. 2 ), w e c a n r e pr es e nt t his st e p as

𝜏 𝑥 ( 𝑡 + 1 ) = 𝐴 (𝑡 ( 𝑐 ), 𝑜( 𝑠 ), 𝜔𝑠 ( 𝑡 + 1 ), 𝜃𝐴 ( 𝑡 + 1 ), 𝑐 + 1 ), ( 3. 3)

w h er e 𝑜 is t h e a d mitt a n c e m atri x, 𝑠 is t h e s o ur c e v e ct or, a n d 𝜔 ( 𝑠 + 1 ) is t h e n e w

n et w or k s ol uti o n v e ct or.

B y usi n g e x pli cit i nt e gr at or f or n o nli n e ar c o m p o n e nts w e a c hi e v e hi g h p ar all eli z-

a bilit y of t h e s ol uti o n w hil e b y i m pli citl y i nt e gr at e t h e li n e ar c o m p o n e nts of t h e

n et w or k w e i m pr o v e t h e st a bilit y of t h e o v er all n u m eri c al s ol uti o n. T h e a c c ur a c y

c o n c er n a b o ut usi n g e x pli cit m et h o ds h as alr e a d y b e e n cl ari fi e d vi a st a bilit y a n al ys es

i n [B M 1 5 ].

T h e w h ol e s ol uti o n fl o w c a n b e r o u g hl y di vi d e d i nt o t w o st e ps, n a m el y c o m p o-

n e nt st e p , w h er e E q. (3. 1 )- E q. (3. 2 ) ar e e v al u at e d i n p ar all el, a n d n et w or k st e p ,

w h er e E q. ( 3. 3 ) is s ol v e d wit h t h e h el p of G P U - b as e d b asi c li n e ar al g e br a s u b pr o-

gr a ms ( B L A S ) li br ar y. A n a d diti o n al st e p n a m e d r e d u cti o n is i ntr o d u c e d b et w e e n

t h es e t w o st e ps t o s ol v e t h e r a c e c o n diti o n a m o n g t hr e a ds a n d is dis c uss e d i n S e ct. 3. 2 .

3. 2 C o m p ut ati o n al A p p r o a c h

I n or d er t o e x e c ut e a n d c o or di n at e t h e e x e c uti o n o n G P U d e vi c es, w e i m pl e m e nt e d

t h e pr o gr a m usi n g t h e O p e n C L fr a m e w or k [Gr o 2 3 ]. Li k e m ost of t h e ot h er fr a m e-

w or ks t ar g eti n g h et er o g e n e o us pl atf or m, t h e pr o gr a m mi n g m o d el of t h e O p e n C L

fr a m e w or k a bstr a cts t h e h ar d w ar e i nt o t w o t y p es, n a m el y t h e h ost a n d t h e d e vi c e .

T h e h ost is us e d t o c o or di n at e t h e e x e c uti o n of c o m p uti n g t as ks as w ell as t h e d at a
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W or k Gr o u p / Bl o c k

W or k It e m / T hr e a d

C o m p o n e nt
Ty p e 𝑑 K er n el

Si m ul ati o n D at a

C o m p o n e nt
Ty p e 𝑞 D at a

Fi g ur e 3. 1: SI M T - b as e d c o m p ut e k er n el d esi g n f or di ff er e nt c o m p o n e nts. Fi g ur e
r e pr o d u c e d fr o m [Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

m o v e m e nt a m o n g di ff er e nt m e m or y o bj e cts, w h er e as t h e d e vi c e is r es p o nsi bl e f or

t h e a ct u al c o m p ut ati o n. T h e c o m p ut e k er n els ar e t h e c o d e t h at will b e e x e c ut e d i n

p ar all el o n t h e d e vi c e. I n t his s e cti o n, w e will i ntr o d u c e t h e d esi g n of o ur k er n els

s o t o a c hi e v e d at a- a n d t as k- p ar all elis m.

D at a p a r all elis m

A c o m p ut e k er n el is b y its n at ur e d at a- p ar all el as t h e s a m e c o d e is e x e c ut e d b y

m ulti pl e t hr e a ds, a n d e a c h t hr e a d is us u all y pr o gr a m m e d t o t a k e di ff er e nt d at a b y

its t hr e a d-I D. I n or d er t o utili z e t h e G P U e ffi ci e ntl y, m a n y pr e vi o us w or ks h a v e

m a n a g e d t o m ai nt ai n t h e c o m p ut ati o ns f ull y o n G P U s o t h at t h e c o m m u ni c ati o n

o v er h e a d b et w e e n G P U a n d C P U c a n b e a v oi d e d. T his is als o t h e c as e wit h t his

w or k. Fi n all y, si n c e w e h a v e a c o m p o n e nt st e p a n d n et w or k st e p d uri n g e a c h

si m ul ati o n st e p, o ur G P U k er n els ar e d esi g n e d f or t h e t w o st e ps, r es p e cti v el y. I n

t his w or k, t h e c o m p o n e nt k er n els ar e d esi g n e d f oll o wi n g t h e SI M T m o d el, i. e.

a c o m p ut e k er n el is d esi g n e d f or e a c h t y p e of c o m p o n e nt, a n d e a c h i nst a n c e of

s u c h c o m p o n e nt is c o m p ut e d b y a t hr e a d, as s h o w n i n Fi g. 3. 1 . T h er ef or e, t h e

c o m pl et e r o uti n e of o n e t y p e of c o m p o n e nt —i n cl u di n g t h e n u m eri c al i nt e gr ati o n

as w ell as a u xili ar y tr a nsf or m ati o ns e. g. p ar k tr a nsf or m —is p erf or m e d i nsi d e

t h e c orr es p o n di n g c o m p o n e nt k er n el. As a r es ult, di ff er e nt t hr e a ds f or t h e s a m e

c o m p ut e k er n el f oll o ws a n i d e nti c al e x e c uti o n p at h. T h er ef or e, t hr e a d h o m o g e n eit y

is m ai nt ai n e d f or e a c h t y p e of c o m p o n e nt.

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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T h e n et w or k st e p is f or m ul at e d as a s et of al g e br ai c e q u ati o ns; t h er ef or e, it c a n b e

s ol v e d vi a st a n d ar d B L A S li br ari es or li n e ar s ol v er li br ari es, w hi c h a ut o m ati c all y

g e n er at e c o m p ut e k er n els a n d e x pl oits d at a- p ar all elis m d uri n g e x e c uti o n. T h es e

li br ari es h a v e b e e n e xt e nsi v el y st u di e d a n d d e v el o p e d f or di ff er e nt pl atf or ms, h ar d-

w ar e v e n d ors als o pr o vi d e t h eir o w n i m pl e m e nt ati o ns, e. g. c u B L A S, c u S O L V E R

b y N vi di a, a n d r o c B L A S, r o c S O L V E R b y A M D, et c.

G r a p h- b as e d t h r e a d s af et y d esi g n

W h e n c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns ar e p ar all eli z e d, c oll e cti n g all c o m p o n e nt o ut p uts

i nt o t h e s o ur c e v e ct or 𝑑 will li k el y c a us e r a c e c o n diti o ns . T his is b e c a us e m ost of

t h e n o d es ar e c o n n e ct e d wit h m ulti pl e d y n a mi c c o m p o n e nts, e. g. t w o g e n er at ors, t o

t h e s a m e b us or at a n y b us wit h m or e t h a n a si n gl e li n e c o n n e ct e d t o it. A p art fr o m

m o d eli n g a p pr o a c h es s u c h as a g gr e g at e d c o m p o n e nt m o d els, st ati c n et w or k m o d els,

di ff er e nt pr o gr a m mi n g t e c h ni q u es c a n b e a p pli e d as w ell t o s ol v e t his iss u e, e. g.

m ut e x, at o mi c o p er ati o ns, et c. H o w e v er, si n c e t h es e t e c h ni q u es b asi c all y s eri ali z e

t h e c o n c urr e nt o p er ati o ns, w h e n t h e n et w or k str u ct ur e b e c o m es m or e c o m pli c at e d,

or t h e n u m b er of m ulti-t er mi n al c o m p o n e nts is l ar g e, p erf or m a n c e m a y d e gr a d e

s e v er el y [ K H 1 3 ]. T o m ai nt ai n s c al a bilit y w h e n si m ul ati n g c o m pl e x n et w or ks, w e

pr o p os e a gr a p h- b as e d a p pr o a c h t o o v er c o m e t his iss u e. L et’s ass u m e t h e p o w er

n et w or k is r e pr es e nt e d usi n g a dir e ct e d gr a p h 𝑞 = (𝑄, 𝑖 ), w h er e all b us es ar e

m a p p e d i nt o v erti c es 𝑁 a n d all c o m p o n e nts ar e m a p p e d i nt o e d g es 𝑣 . S el e cti n g all

e d g es m a p p e d fr o m d y n a mi c c o m p o n e nts 𝑁
′

⊆ 𝑟 , a n d ass o ci at e d v erti c es 𝑡
′

⊆ 𝑎 .

L et 𝑡 b e t h e i n ci d e n c e m atri x of 𝑥 ′ = (𝑡 ′, 𝑗′), 𝑥 b e t h e v e ct or of c o m p o n e nt o ut p uts,

t h e n t h e n e w s o ur c e v e ct or 𝑡 f or M N A c a n b e c al c ul at e d usi n g t his i n ci d e n c e m atri x

𝑥 a n d t h e 𝑡 v e ct or as

𝜋 = 𝑥 𝜏 (𝑡 𝜏 ( 𝑑 + 1 ), 𝜏𝑥 ( 𝑡 + 1 )) . ( 3. 4)

T as k p a r all elis m

O p er ati o ns li k e t h e l a u n c h of c o m p ut e k er n els or r e a d- writ e a cti o ns t o/fr o m t h e

d e vi c e’s m e m or y ar e n or m all y r ef err e d t o as t as ks. I n a d diti o n t o t h e d at a p ar all elis m

wit hi n t h e c o m p ut e k er n els, a hi g h l e v el of p ar all elis m is e x pl oit e d vi a t h e t as k

gr a p h w hi c h e n a bl es c o n c urr e nt k er n el e x e c uti o n. T h e t as k gr a p h is c o nstr u ct e d

b y a n al y zi n g t h e d at a d e p e n d e n c y i n e a c h k er n el’s i n p ut d at a; k er n els wit h o ut d at a

r a c es c a n b e l a b el e d as i n d e p e n d e nt t as ks. F or i nst a n c e, w h e n di ff er e nt k er n els ar e

t a ki n g t h e s a m e d at a as i n p ut, n o d at a r a c e e xists if t h er e ar e o nl y r e a d- aft er-r e a d

o p er ati o n.
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Fi g ur e 3. 2: Si m pl e c o n n e ct e d dir e ct e d gr a p h a n d its i n ci d e n c e m atri x. T h e d y n a mi c
e d g es ar e m ar k e d wit h r e d. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0
li c e ns e.

A a

B b

C c

D d

E e

F f

𝑁 0 D at a

( a)

a

b

e

c

d

f

Tas k Gr a p h

A

B C

E D

F

𝑣 0 𝑁 1 𝑟 2

( b)

Fi g ur e 3. 3: A n e x a m pl e e x e c uti o n t as k gr a p h d uri n g o n e ti m e st e p. 𝑡 𝑎 r e pr es e nts
c o m m a n d q u e u e or str e a m. S q u ar es r e pr es e nt t h e t as k a n d r o u n d cir cl es r e pr es e nt
t h e ass o ci at e d d at a, ( a) s h o ws a n i n- or d er e x e c uti o n of t as ks, d at a d e p e n d e n c y is
ill ustr at e d t o t h e ri g ht b ut us u all y h as n o e ff e ct t o t h e e x e c uti o n. ( b) s h o ws t h e t as k
gr a p h b as e d o n t h e d at a d e p e n d e n c y, a n d t h e c o n c urr e nt e x e c uti o n of t h e ori gi n al
t as ks b as e d o n t h e t as k gr a p h. Gr e e n e d g es i n di c at e t h e s y n c hr o ni z ati o n a m o n g
t as ks. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .
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C o m p ut e

K er n els

O p e n C L

K er n els
Ve n d or-s p e cifi c
or t hir d p art y

O p e n C L
I m pl e m e nt ati o n
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C U D A/ HI P
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C o m pil e-ti m e

Tr a nsl ati o n

O p e n C L A PI

HI P/ R O C m

C U D A

Li br ari es

N vi di a/ A M D

G P U

Fi g ur e 3. 4: I m pl e m e nt ati o n of t h e f ull y p ar all el pr o gr a m. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m
[Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

T h e i m pl e m e nt ati o n of a t as k- p ar all el r u nti m e m ostl y r eli es o n t h e c orr es p o n di n g

O p e n C L i m pl e m e nt ati o n. I n O p e n C L, t h e e x e c uti o n or d er of e n q u e u e d t as ks is

d et er mi n e d b y t h e i m pl e m e nt ati o n its elf, e v e n t h e t as ks ( or c o m m a n ds) i n a n i n-

or d er c o m m a n d q u e u e c a n b e r e or d er e d d uri n g e x e c uti o n [ Gr o 2 3 ]. I n o ut- of- or d er

c o m m a n d q u e u es, a t as k gr a p h c a n b e d y n a mi c all y c o nstr u ct e d a c c or di n g t o t h e

e x pli citl y i n di c at e d d at a d e p e n d e n ci es, t h er ef or e, i n d e p e n d e nt t as ks c a n b e e x e c ut e d

c o n c urr e ntl y. I n c o ntr ast, C U D A r e q uir es t h e us er t o l a u n c h k er n els o n di ff er e nt

str e a ms or t o m a n u all y c o nstr u ct a C U D A gr a p h s o t h at c o n c urr e nt k er n el e x e c uti o n

c a n t a k e pl a c e. T o o v er c o m e t his di ff er e n c e, w e d esi g n e d o ur k er n el e x e c uti o n si mil ar

t o t h e C U D A w a y. Si n c e t h e t as ks t o b e e x e c ut e d m ostl y r e m ai ns t h e s a m e d uri n g

t h e si m ul ati o n, w e c o nstr u ct t h e t as k gr a p h o ffli n e a n d l a u n c h i n d e p e n d e nt t as ks f or

di ff er e nt c o m m a n d q u e u es or str e a ms, a n d us e e v e nts t o s y n c hr o ni z e b et w e e n t h e m.

A n e x a m pl e c a n b e f o u n d i n Fi g. 3. 3 , w hi c h is c o nstr u ct e d fr o m t h e d at a d e p e n d e n c y

of t h e ori gi n all y i n- or d er e x e c ut e d k er n els as s h o w n i n Fi g. 3. 3 a .

3. 3 I m pl e m e nt ati o n

Si n gl e- c o r e i m pl e m e nt ati o n f o r C P U: O pti mi z e d s e q u e nti al i m pl e m e nt ati o n

T o e v al u at e t h e p erf or m a n c e of t h e pr o p os e d a p pr o a c h, w e n e e d t h e b est p ossi bl e

s e q u e nti al i m pl e m e nt ati o n of t h e s a m e pr o bl e m. S e q u e nti al si m ul ati o n al g orit h ms

e x e c ut e d o n t h e m o d er n c o m p ut er ar c hit e ct ur e mi g ht n ot a ct u all y b e e x e c ut e d s e-
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R es ult

O p.

𝑡 1 𝑗 2 𝑥 3 𝑡 4 𝑥 5 𝑡 6

Fi g ur e 3. 5: Ill ustr ati o n of SI M D e x e c uti o n o n si n gl e C P U c or e.

q u e nti all y, es p e ci all y f or c o m pil e d l a n g u a g es s u c h as C/ C + +. A ut o m ati c p ar all eli z a-

ti o n t e c h ni q u es of t h e c o m pil ers h as b e e n st u di e d f or m a n y y e ars [F O 0 5 ] a n d ar e

alr e a d y a v ail a bl e o n m ost of t h e c o m pil ers, e. g. t h e a ut o m ati c v e ct ori z ati o n b y

G N U G C C [ G N U G C C ]. Wit h t h es e t e c h ni q u es, i nstr u cti o ns e x e c uti n g o n a si n gl e

C P U c or e c a n f oll o w a SI M D st yl e as s h o w n i n Fi g. 3. 5 , w h er e a v e ct ori z e d 𝜋 ← 𝑥 𝜏

o p er ati o n is e x e c ut e d. T his i nstr u cti o n l e v el p ar all elis m c a n b e a p pli e d t o al m ost all

of t h e m o d er n C P U s si n c e t h e SI M D i nstr u cti o n s ets e. g. S S E, A V X , ar e s u p p ort e d

b y al m ost all of t h e m o d er n C P U s, pr o vi d e d t h at t h e c o d e i m pl e m e nt ati o n f ul fils

c ert ai n r e q uir e m e nts, e. g. m e m or y ali g n m e nt, et c. Si n c e n u m eri c al si m ul ati o ns

ar e oft e n d o mi n at e d b y li n e ar al g e br a o p er ati o ns, t h e c o m pil er o pti mi z ati o n li k e

a ut o- v e ct ori z ati o n h as a si g ni fi c a nt i m p a ct o n t h e o v er all p erf or m a n c e. T h er ef or e,

t h es e f e at ur es s h o ul d b e e n a bl e d i n m ost c as es f or C/ C + + b as e d pr o gr a ms t o a c hi e v e

t h e b est p erf or m a n c e o n C P U . T o e ns ur e a f air c o m p aris o n, w e us e t h e li n e ar al g e br a

li br ar y Ei g e n [GJ + 1 0 ] t o i m pl e m e nt t h e m atri x o p er ati o ns a n d e n a bl e d t h e hi g h est

c o m pil er o pti mi z ati o n. As a r es ult, t h e s e q u e nti al i m pl e m e nt ati o n w e will us e as

r ef er e n c e f or p erf or m a n c e e v al u ati o n alr e a d y h as a c ert ai n l e v el of p ar all eli z ati o n.

F ull y P a r all el I m pl e m e nt ati o n

T h e f ull y p ar all el pr o gr a m a d a pts t h e L B- L M C m et h o d a n d t h e c o m p ut e k er n el

d esi g n i ntr o d u c e d i n S e ct. 3. 1 a n d S e ct. 3. 2 t o e x pl oit d at a- a n d t as k-l e v el p ar-

all elis ms. T h e ar c hit e ct ur e of t h e f ull y p ar all el pr o gr a m is r e p ort e d i n Fi g. 3. 4 .

Usi n g t h e O p e n C L fr a m e w or k l e a ds t o hi g h p ort a bilit y b e c a us e of t h e wi d e r a n g e of

O p e n C L- c o nf or m a nt pr o d u cts [ 2 3 ]. Si n c e t h e fr a m e w or k is o nl y a n o p e n st a n d ar d

a n d a c orr es p o n di n g i m pl e m e nt ati o n n e e ds t o b e pr o vi d e d, eit h er a v e n d or-s u p pli e d

O p e n C L i m pl e m e nt ati o n or a n o p e n-s o ur c e i m pl e m e nt ati o n [ J ä ä + 1 5 ] c a n b e us e d.

T o i n cr e as e t h e p erf or m a n c e w hil e k e e pi n g t h e p ort a bilit y, a tr a nsl ati o n l a y er is a d d e d

s o t h at t h e O p e n C L A p pli c ati o n Pr o gr a m mi n g I nt erf a c es ( A PI s) ar e i nt er n all y tr a ns-
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l at e d t o us e t h e v e n d or-s p e ci fi c pr o gr a m mi n g fr a m e w or k’s A PI, a n d t h e c o m p ut e

k er n els ar e tr a nsl at e d i nt o t h e t ar g et fr a m e w or k’s k er n el as w ell, as s h o w n i n t h e

l o w er p art of Fi g. 3. 4 . T his tr a nsl ati o n is i m pl e m e nt e d f or N vi di a a n d A M D G P U s

vi a o ur o w n e xt e nsi o n of C L C u d a A PI [ C L C U D A ] f or t h e h ost pr o gr a m, a n d f or

t h e c o m p ut e k er n els, a dir e cti v e- b as e d t o ol is i m pl e m e nt e d. T h es e tr a nsl ati o ns t a k e

pl a c e d uri n g t h e c o m pil ati o n, t h er ef or e, t h e y will n ot pr o d u c e e xtr a o v er h e a d d uri n g

t h e e x e c uti o n. F or i nst a n c e, w h e n t h e pr o gr a m is e x e c ut e d o n a n N vi di a G P U a n d

C U D A is s el e ct e d as t h e b a c k- e n d, t h e pr o gr a m c a n a ut o m ati c all y tr a nsl at e t h e ori gi-

n al O p e n C L A PI c alls t o C U D A a n d N vi di a’s j ust-i n-ti m e ( JI T ) c o m pil er N V R T C t o

c o m pil e t h e c o m p ut e k er n els. F or A M D G P U , t h e pr o gr a m us es its HI P fr a m e w or k

a n d s el e cts t h e R O C m fr a m e w or k as t h e c o m p uti n g b a c k- e n d.

A n ot h er a d v a nt a g e f or tr a nsl ati n g t h e O p e n C L A PI t o v e n d or-s p e ci fi c fr a m e w or k’s

A PI is t h at t h e pr o gr a m is all o w e d t o us e v e n d or- o pti mi z e d n u m eri c al li br ari es, e. g.

c u B L A S o n C U D A d e vi c e a n d r o c B L A S o n R O C m d e vi c e, pr o vi di n g m or e e ffi ci e nt

utili z ati o n of t h e h ar d w ar e.

3. 4 St u d y C as es

S yst e m r es p o ns e d u ri n g dist u r b a n c e

B ef or e e v al u ati n g t h e c o m p ut ati o n al p erf or m a n c e of t h e pr o p os e d a p pr o a c h a n d its

i m pl e m e nt ati o n f or F T R T e x e c uti o n, w e first e v al u at e its a c c ur a c y usi n g as r ef er e n c e

t h e c o n v e nti o n al E M T si m ul at or DI g SI L E N T P o w er F a ct or y [P F A C T O R Y ], w hi c h

is wi d el y us e d f or el e ctri c al p o w er s yst e m a n al ysis.

F or t his p ur p os e w e us e d t h e I E E E 1 4 n et w or k ( Fi g. 3. 6 ). A n e x a m pl e pr o vi d e d b y

DI g SI L E N T. T h e m a c hi n es ar e m o d el e d wit h t h e st a n d ar d m o d el i n P o w er F a ct or y.

At t h e ti m e 𝑑 = 0 .1 s , Li n e _ 0 0 0 1 _ 0 0 0 5 is o p e n e d, cr e ati n g a dist ur b a n c e i nt o t h e

s yst e m. T o o bs er v e t h e s yst e m r es p o ns es, t h e E M T si m ul ati o n wit h P o w er F a ct or y is

e x e c ut e d wit h 5 0 µ s ti m e st e p f or 2 0 s . We t h e n c o m p ar e d t h e r es ult o bt ai n e d fr o m

t his si m ul ati o n wit h o ur S F A - b as e d a p pr o a c h wit h t h e s a m e ti m e st e p, as s h o w n

i n Fi g. 3. 7 . E v e n if sli g ht mis m at c h c a n b e o bs er v e d fr o m t h e r es ults, it is cl e ar

t h e d e v el o p e d t o ol b as e d o n S F A pr o vi d e d e q ui v al e nt r es ults t o t h e E M T o n e. We

i m a gi n e t h at t h e sli g ht mis m at c h c a n b e attri b ut e d t o t h e us e of di ff er e nt n u m eri c al

i nt e gr ati o n s c h e m es, as w ell as t o t h e e v e nt h a n dli n g m et h o ds.

A c c u r a c y a n al ysis

T o c o m p ar e t h e S F A si m ul ati o n r es ult wit h t h e E M T si m ul ati o n r es ult as w ell as

t o c o m p ar e S F A si m ul ati o n wit h di ff er e nt ti m e st e ps, w e us e t h e ori gi n al si g n als
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N o d e s

Li n e- Li n e V olt a g e P h a s or, M a g nit u d e [ k V]

V olt a g e P h a s or, M a g nit u d e [ p. u.]

V olt a g e P h a s or, A n gl e [ d e g]

Br a n c h e s

P o w er- P h a s or, A cti v e P o w e

P o w er P h a s or, R e a cti v e P a

C urr e nt P h a s or, M a g nit u d e

I n a cti v e
O ut of C al c ul ati o n
D e- e n er gi s e d

 DI g SI L E N T

 G m b H

 P o w er F a ct or y 2 0 2 2 S P 2 

 1 4 B u s S y st e m

 L 1t o 5 O p e n

 Pr oj e ct:           

 Gr a p hi c: 1 4 B u s S y st e m

 D at e:     1 1/ 8/ 2 0 2 3 

 A n n e x:            

Fi g ur e 3. 6: I E E E 1 4 N et w or k i n DI g SI L E N T P o w er F a ct or y, wit h Li n e _ 0 0 0 1 _ 0 0 0 5
o p e n at 𝑑 = 0 .1 s. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

r e c o nstr u ct e d fr o m t h e S F A si g n al. T his is d o n e b y first i nt er p ol ati n g t h e si g n als

wit h a l ar g er ti m e st e p i nt o t h e ti m e st e p of t h e r ef er e n c e vi a li n e ar i nt er p ol ati o n.

Aft er w ar ds, t h e ori gi n al si g n al is r e c o nstr u ct e d b y s hifti n g t h e S F A si g n al wit h its

c e ntr al a n g ul ar s p e e d 𝑞 𝑄

𝑖 (𝑁) = R e { ⟨𝑣 ⟩ (𝑁) 𝑟 𝑡 𝑎𝑡 𝑥 }

= 𝑡 (𝑗) c os (𝑥 𝑡 𝑥 + 𝑡 (𝜋)),
( 3. 5)

w h er e 𝑥 (𝜏), a n d 𝑡 (𝜏) is t h e a m plit u d e a n d p h as e a n gl e of t h e S F A si g n al, r es p e cti v el y.

Fi n all y, t h e a bs ol ut e r el ati v e err or o v er ti m e 𝑑 (𝜏) is c al c ul at e d vi a

𝑥 (𝑡) =
𝐴 (𝑡) − 𝑐 (𝑜)𝑠 𝜔 𝑠

𝑡 (𝜃)𝐴 𝑡 𝑐
( 3. 6)

w h er e t h e r ef er e n c e 𝑜 (𝑠)𝜔 𝑠 𝑡 is c h os e n as t h e r e c o nstr u ct e d si g n al fr o m S F A si m ul a-

ti o n wit h 5 0 µ s ti m e st e p. T o e v al u at e t h e c a p a bilit y of o ur S F A - b as e d a p pr o a c h wit h

l ar g er ti m e st e ps, t h e S F A si m ul ati o n is e x e c ut e d wit h 1 0 0 µ s, 5 0 0 µ s a n d 1 ms ti m e
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Fi g ur e 3. 7: S yst e m r es p o ns es aft er o p e ni n g Li n e _ 0 0 0 1 _ 0 0 0 5, ( a) C urr e nt o v er
Li n e _ 0 0 0 1 _ 0 0 0 2/ 1, ( b) G e n er at or r ot or s p e e d, ( c) V olt a g e at B us 5, ( d) G e n er at or
el e ctri c t or q u e. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .
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Fi g ur e 3. 8: ( a) V olt a g e m a g nit u d e of B us 5 wit h di ff er e nt si m ul ati o n ti m e st e p, ( b)
E v ol uti o n of a bs ol ut e r el ati v e err or d uri n g si m ul ati o n, c o m p ar e d wit h S F A at 5 0 us
ti m e st e p. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .
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Ta bl e 3. 1: M e a n a n d M e di a n R el ati v e a bs ol ut e err or d uri n g first c y cl e aft er e v e nt
wit h di ff er e nt ti m e st e p. If wit h o ut s p e ci fi c ati o n, list e d c as es ar e c o m p ar e d wit h
5 0 us ti m e st e p si m ul ati o n wit h S F A

1 0 0 us 5 0 0 us 1 ms 5 0 us S F A - E M T ( P o w er F a ct or y)

M e a n 2. 4 6 e- 0 3 9. 0 6 e- 0 3 1. 2 6 e- 0 2 1. 3 8 e- 0 1
M e di a n 1. 0 4 e- 0 4 3. 1 1 e- 0 4 3. 7 5 e- 0 3 8. 8 4 e- 0 2

Ta bl e 3. 2: M e a n a n d M e di a n R el ati v e a bs ol ut e err or aft er 1 0 c y cl es aft er e v e nt wit h
di ff er e nt ti m e st e p. If wit h o ut s p e ci fi c ati o n, list e d c as es ar e c o m p ar e d wit h 5 0 us
ti m e st e p si m ul ati o n wit h S F A

1 0 0 us 5 0 0 us 1 ms 5 0 us S F A - E M T ( P o w er F a ct or y)

M e a n 1. 7 2 e- 0 5 7. 1 1 e- 0 5 1. 5 0 e- 0 4 9. 7 3 e- 0 4
M e di a n 1. 9 4 e- 0 5 7. 8 7 e- 0 5 1. 5 4 e- 0 4 1. 0 8 e- 0 3

st e ps. R es ults ar e s h o w n i n Fi g. 3. 8 , i n cl u di n g t h e e v ol uti o n of v olt a g e m a g nit u d e

as w ell as t h e a bs ol ut e r el ati v e err or. We als o c al c ul at e d t h e err or of S F A wit h 5 0 µ s

c o m p ar e d t o el e ctr o- m a g n eti c tr a nsi e nt ( E M T ) r es ult i n P o w er F a ct or y.

Ta b. 3. 1 a n d Ta b. 3. 2 lists t h e m e a n a n d m e di a n v al u e of t h e a bs ol ut e r el ati v e err or

𝑑 (𝑞) d uri n g t h e first c y cl e, i. e. 𝑄 = [0 .1 , 0 .1 1 6 ] s, as w ell as aft er 1 0 c y cl es, i. e.

𝑖 = [0 .2 6 , 0 .2 7 6 ] s. It c a n b e n oti c e d t h at t h e err or is s m all t hr o u g h o ut t h e p eri o d

a n d gr o ws sl o wl y wit h i n cr e asi n g ti m e st e ps.

3. 5 P e rf o r m a n c e A n al ysis

T o e v al u at e t h e p erf or m a n c e of o ur si m ul at or wit h di ff er e nt si z es of n et w or ks a n d

es p e ci all y l ar g e n et w or ks, w e cr e at e s y nt h esi z e d n et w or ks usi n g c o pi es of t h e I E E E-

1 1 8 t est s yst e m [ Ill] c o n n e ct e d vi a tr a ns missi o n li n es, as s h o w n i n Fi g. 3. 9 , w h er e

t h e B us 2 of t h e c urr e nt c o p y a n d t h e B us 1 1 7 of t h e n e xt c o p y ar e c o n n e ct e d. T h e

b e n c h m ar k is e x e c ut e d f or 2 × u p t o 6 4 × s yst e m c o pi es. As a si n gl e I E E E- 1 1 8 s yst e m

c o nt ai ns 5 2 g e n er at ors, t h e 6 4 × s yst e m c o nt ai ns 3 3 2 8 g e n er at ors, a n d i n t ot al 4 3 4 5 6

d y n a mi c c o m p o n e nts.

Si m ul ati o ns i n t his s e cti o n ar e c o m pil e d a n d e x e c ut e d o n a s er v er wit h t w o A M D

E P Y C 7 H 1 2 C P Us ( 2 .6 G H z b as e cl o c k fr e q u e n c y, 6 4 c or es e a c h, h y p er-t hr e a di n g

dis a bl e d); 2 5 6 G B D D R 4 3 2 0 0 M H z m ai n m e m or y; o n e N vi di a A 1 0 0- 4 0 G B G P U ,

a n d o n e A M D MI 1 0 0 G P U . T h e o p er ati n g s yst e m i nst all e d is U b u n t u 2 0 . 0 4 . 5

L T S , k er n el v ersi o n 5 . 1 5 . 0 - 6 7 - g e n e r i c ; C U D A T o ol kit v ersi o n V 1 1 . 8 . 8 9 ; A M D

HI P v ersi o n 5 . 1 . 2 0 5 3 2 - f 5 9 2 a 7 4 1 , R O C m v ersi o n 5 . 1 . 2 . 5 0 1 0 2 - 5 5 ; pr o gr a ms

wit h A M D R O C m e n a bl e d r e q uir es cl a n g c o m pil er, a n d t h us t h e y ar e c o m pil e d
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B us 2 B us 1 1 7

Fi g ur e 3. 9: S y nt h esi z e d l ar g e-s c al e n et w or k usi n g c o n n e ct e d c o pi es of t h e I E E E-
1 1 8 t est s yst e m. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

usi n g cl a n g wit h v ersi o n 1 0 . 0 . 0 - 4 u b u n t u 1 , t h e r est ar e c o m pil e d wit h G N U g c c

v ersi o n 9 . 4 . 0 .

T h e h ost pr o gr a m w as i m pl e m e nt e d i n C + + usi n g t h e C + + 1 7 st a n d ar d. T h e o pti-

mi z e d s e q u e nti al pr o gr a m us es t h e Ei g e n li br ar y [ GJ + 1 0 ] wit h v ersi o n 3 . 3 . 7 - 2 t o

i m pl e m e nt li n e ar al g e br ai c o p er ati o ns o n t h e h ost si d e, w hi c h is als o c o n fi g ur e d t o

us e O p e n B L A S [ Wa n + 1 3 ] as its b a c k- e n d wit h m a xi m u m t hr e a di n g s et t o o n e.

O pti mi z e d S e q u e nti al

T h e si m ul ati o n al g orit h m t h at t h e s e q u e nti al pr o gr a m us es is t h e s a m e as t h e p ar all el

o n e e x c e pt t h at t h e r e d u cti o n st e p is dis c ar d e d, si n c e it c a n dir e ctl y writ e t o t h e

s o ur c e v e ct or 𝑑 s e q u e nti all y wit h o ut d at a r a c es. T h er ef or e, t h e c o m p ut ati o n al l o a d

f or t h e s e q u e nti al pr o gr a m is li g ht er t h a n t h e p ar all el pr o gr a m. R es ults s h o w t h at t h e

o pti mi z e d s e q u e nti al i m pl e m e nt ati o n c a n alr e a d y m e et F T R T f or 2 × t o 8 × I E E E- 1 1 8

s yst e ms, ass u mi n g a ti m e st e p of 1 ms, as ill ustr at e d l at er i n S e ct. 3. 5 i n Fi g. 3. 1 0 a .

E ff e ct of t as k- p a r all el e x e c uti o n o n d at a- p a r all el p r o g r a m

T h e p erf or m a n c e i n cr e as e wit h t as k- p ar all elis m c o ul d v ar y gr e atl y t o di ff er e nt s ys-

t e ms a n d s c e n ari os. Usi n g t h e 2 × c o n n e ct e d I E E E- 1 1 8 s yst e m c o pi es t est c as e, t h e

t as k- p ar all el e x e c uti o n h as c o ntri b ut e d ar o u n d 2 0 % s p e e d u p o n t o p of p ur e d at a-

p ar all el e x e c uti o n, as s h o w n i n Ta b. 3. 3 . We n e e d t o p oi nt o ut t h at o ur t est c as e

is n e arl y t h e w orst- c as e s c e n ari o f or t h e t as k- p ar all el e x e c uti o n. B e c a us e t h e t as ks

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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Ta bl e 3. 3: S p e e d u p wit h t as k p ar all el e x e c uti o n

C o m p uti n g

fr a m e w or k

A v er a g e e x e c uti o n ti m e p er st e p ( ms)
S p e e d u p

S e q u e nti al t as k

e x e c uti o n

P ar all el t as k

e x e c uti o n

HI P( R O C m) 0. 5 7 6 0. 4 9 3 1. 1 7

C U D A 0. 2 0 3 0. 1 6 9 1. 2

2 4 8 1 6 3 2 6 4

N u m b er of t ot al I E E E- 1 1 8 s yst e m c o pi es

1 0 3

1 0 2

1 0 1

Av
er

ag
e 

ex
ec

ut
io

n 
ti

me
 p

er
 s

te
p 
(s

)

D e n s e B L A S

D e ns e & S p ars e B L A S

O pti mi z e d S e q u e nti al

O C L- A 1 0 0- cl B L A S T

O C L- MI 1 0 0- cl B L A S T

C U D A- A 1 0 0- c u B L A S

C U D A- A 1 0 0- c u B L A S- c u S P A R S E

R O C M- MI 1 0 0-r o c B L A S-r o c S P A R S E

R O C M- MI 1 0 0-r o c B L A S

( a)

2 4 8 1 6 3 2 6 4

N u m b er of t ot al I E E E- 1 1 8 s yst e m c o pi es

1 0 0

1 0 1

1 0 2

Sp
ee

du
p

C U D A- D e ns e & S p ars e

R O C M- D e ns e & S p ars e

C U D A- D e ns e

O C L- D e ns e

( b)

Fi g ur e 3. 1 0: ( a) A v er a g e e x e c uti o n ti m e p er si m ul ati o n st e p, ( b) S p e e d u p of p ar all el
si m ul ati o n o n G P U o v er o pti mi z e d s e q u e nti al si m ul ati o n o n C P U . Fi g ur e r e pr o-
d u c e d fr o m [ Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

i n o ur I E E E- 1 1 8 s yst e m ar e ass o ci at e d wit h s y n c hr o n o us g e n er at ors, i n d u ct ors a n d

c a p a cit ors, w hi c h s h ar e a l ar g e di ff er e n c e i n t h eir c o m p ut ati o n al l o a d.

F ull y P a r all el

T h e p erf or m a n c e of t h e f ull y p ar all el pr o gr a m o n G P U is b e n c h m ar k e d wit h di ff er e nt

n u m b er of I E E E- 1 1 8 s yst e m c o pi es as w ell as o n di ff er e nt h ar d w ar e wit h di ff er e nt

i m pl e m e nt ati o ns. T hr e e gr o u ps of b e n c h m ar ks w er e p erf or m e d o n A M D a n d N vi di a

G P U list e d as f oll o wi n g:

• O p e n C L b a c k- e n d: c o m p ut e k er n els ar e c o m pil e d usi n g O p e n C L, t h e r e d u c-

ti o n a n d n et w or k st e ps ar e e x e c ut e d usi n g d e ns e B L A S li br ar y cl bl ast,

• C U D A/ R O C m b a c k- e n d: c o m p ut e k er n els ar e c o m pil e d usi n g t h e v e n d or-

s p e ci fi c fr a m e w or k, n a m el y C U D A or R O C m, r e d u cti o n a n d n et w or k st e p

ar e als o e x e c ut e d usi n g t h e d e ns e B L A S li br ar y of e a c h fr a m e w or k, n a m el y

c u B L A S or r o c B L A S,

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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Ta bl e 3. 4: Mi ni m u m ti m e st e p all o w e d f or f ast er-t h a n-r e al-ti m e e x e c uti o n 𝑑𝑞 𝑄𝑖 𝑁 , 𝑣 𝑁 𝑟𝑡

at 1 ms st e p, a n d o v er all s p e e d u p o v er s e q u e nti al si m ul ati o n wit h di ff er e nt s yst e ms
si z es ( as I E E E 1 1 8 s yst e m c o pi es)

S yst e m si z e ( × 1 1 8) 𝑎𝑡 𝑥𝑡 𝑗 𝑥 𝑡 𝑥𝑡 at 1 ms st e p S p e e d u p o v er s e q u e nti al
2 0 .1 7 ms 5. 9 1 2. 2 4
4 0 .1 7 ms 5. 8 6 1 2. 1 2
8 0 .2 7 ms 3. 6 6 2 6. 4 4
1 6 0 .5 0 ms 2. 0 0 4 6. 5 3
3 2 1 .3 7 ms 0. 7 3 6 5. 0 3
6 4 4 .8 2 ms 0. 2 1 8 2. 1 6

• C U D A/ R O C m b a c k- e n d wit h d e ns e & s p ars e B L A S : b as e d o n t h e pr e vi o us

b e n c h m ar k, t h e r e d u cti o n st e p is e x e c ut e d usi n g a s p ars e B L A S li br ar y of

e a c h fr a m e w or k, n a m el y c u S P A R S E or r o c S P A R S E, i nst e a d of a d e ns e o n e.

T h e b e n c h m ar k r es ults ar e s h o w n i n Fi g. 3. 1 0 a . It c a n b e n oti c e d t h at t h e e x e c uti o n

o n G P U wit h v e n d or- o pti mi z e d li br ari es h as d e m o nstr at e d t h e b est p erf or m a n c e

a m o n g all i m pl e m e nt ati o ns. T h e MI 1 0 0 G P U h as s h o w n sli g htl y l o w er p erf or m a n c e

t h a n t h e A 1 0 0 G P U , w hi c h c a n b e attri b ut e d t o t h e l o w er m e m or y b a n d wi dt h of

t h e f or m er G P U . N e v ert h el ess, al b eit l o w er p erf or m a n c e t h a n v e n d or-li br ari es,

si m ul ati o ns usi n g t h e O p e n C L fr a m e w or k a n d cl Bl ast li br ar y still d e m o nstr at e d

F T R T c a p a bilit y u p t o ar o u n d 3 2 × I E E E- 1 1 8 s yst e m. T h e s p e e d u p of di ff er e nt

i m pl e m e nt ati o ns o v er s e q u e nti al e x e c uti o n is c al c ul at e d b y

𝜋 𝑥 𝜏 𝑡 𝜏 𝑑 𝜏 𝑥 =
𝑡𝐴 𝑡 𝑐 𝑜𝑠𝜔 𝑠𝑡

𝜃𝐴 𝑡 𝑐 𝑜 𝑠 𝜔𝑠𝑡 𝜃𝐴

a n d ill ustr at e d i n Fi g. 3. 1 0 b . T h e m ost p erf or m a nt i m pl e m e nt ati o n a c hi e v es o v er

8 2 × s p e e d u p c o m p ar e d t o t h e o pti mi z e d s e q u e nti al pr o gr a m. T o s e e t h e F T R T

c a p a bilit y cl e arl y, w e d e fi n e t h e F T R T f a ct or 𝑡 𝑠 𝑖 as

𝑛 𝜔 𝑠 =
ℎ

𝑡𝜃𝑥 𝑎 𝑡
,

w h er e ℎ is t h e si m ul ati o n ti m e st e p, a n d 𝑥𝑡𝑗 𝑥 𝑡 is t h e a v er a g e e x e c uti o n ti m e p er st e p

t a k e n fr o m t h e b e n c h m ar k. B y ass u mi n g a si m ul ati o n ti m e st e p of 1 ms , w e c a n

c al c ul at e t h e f a ct or 𝐴 𝑡 𝑐 f or t h e C U D A c as e wit h d e ns e a n d s p ars e B L A S , t his is

s h o w n t o g et h er wit h mi ni m u m ti m e st e p all o w e d f or F T R T e x e c uti o n, a n d s p e e d u p

o v er s e q u e nti al e x e c uti o n as s h o w n i n Ta b. 3. 4 .
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3. 6 G L B- L M C: A n G e n e r ali z e d f o r m ul ati o n f o r L B- L M C

I n S e ct. 3. 1 w e i ntr o d u c e d t h e L B- L M C m et h o d. We n o w dis c uss a g e n er ali z e d

r e pr es e nt ati o n of t h e L B- L M C m et h o d t o f ull y e x pl oit its p ot e nti al. A si mil ar i d e a

h as als o b e e n dis c uss e d i n [ M B M 1 9 ] t o all o w t h e si m ul ati o n b ei n g e x e c ut e d o n

m ulti pl e d e vi c es. I n t his s e cti o n, w e gi v e a m or e s yst e m ati c f or m ul ati o n of s u c h

i d e a a n d a n al y z e its c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y.

R e c all t h at t h e m ulti- ar e a t h e v e ni n e q ui v al e nt ( M A T E ) m et h o d [Ar m + 0 6 ] c a n b e

a p pli e d t o p ar all eli z e si m ul ati o n vi a p artiti o ni n g t h e n et w or k. I n t h at c as e, t h e

M N A - b as e d n et w or k st e p c a n b e r e arr a n g e d i nt o a bl o c k di a g o n al f or m as





















𝑑 𝑞 1

. . .

𝑄 𝑖 𝑁










𝑣

𝑁 ⊤ − 𝑟 𝑡























𝑎 𝑡 1
...

𝑥 𝑡 𝑗

𝑥𝑡












=












ℎ 𝑥 1
...

ℎ 𝑡 𝜋

− 𝑥 𝜏












, ( 3. 7)

w h er e ℎ 𝑡 𝜏 , 𝑑 𝜏 𝑥 , 𝑡 𝐴 𝑡 f or 𝑐 ∈ { 1 , . . . , 𝑜} r e pr es e nts i n d e p e n d e nt st at e v ari a bl es,

a d mitt a n c e m atri x, n o d al st at es, i n e a c h s u b- n et w or k, r es p e cti v el y. 𝑠 r e pr es e nts

t h e c o n n e cti vit y m atri x of t h e li n k b et w e e n p artiti o ns (r ef err e d t o as t h e c ut i n t h e

f oll o wi n g), a n d 𝜔 𝑠 , 𝑡𝜃 , 𝐴 𝑡 ar e t h e i m p e d a n c e m atri x, c urr e nt a n d v olt a g e v e ct ors

o v er t h e c ut, r es p e cti v el y.

C o nsi d er t h e si m pli fi e d s yst e m of e q u ati o ns

𝑐  𝑜

𝑠 ⊤ − 𝜔 𝑠

𝑡

𝜃 𝐴

=
𝑡

− 𝑠 𝑖

.
1

2

A d di n g − 𝑛 ⊤ 𝜔 − 1 · 1 t o 2 a n d m ulti pl yi n g 1 wit h 𝑠 − 1 fr o m t h e l eft yi el ds

1 𝑡 − 1 𝜃

0 − 𝑥 𝑎 − 𝑡 ⊤ 𝑥 − 1 𝑡

𝑗

𝑥 𝑡

=
𝐴 − 1 𝑡

− 𝑐 𝑜 − 𝑠 ⊤ 𝜔 − 1 𝑠
.

H e n c e, E q. ( 3. 7 ) c a n b e r ef or m ul at e d as















𝑡 · · · 0 𝜃 − 1
𝑗 1 𝑠 𝑖 1

...
. . .

...
...

0 · · · 𝑛 𝜔 − 1
𝑠 𝑡 𝜃 𝐴 𝑡

0 · · · 0
𝑒𝑗

𝜃= 1

𝑒 ⊤
𝑗𝜔 𝑡 − 1

𝑞𝑥 𝑅 𝑥𝐼 + 𝛿 𝛿


























𝛿 𝛿 1
...

𝑥 𝑑 𝑥

𝑞𝐿












=















𝑎 − 1
𝑞 1 ℎ 𝑖 1

...

𝑞 − 1
𝐿 𝑎 ℎ 𝑞 𝑖

𝑞𝐿

𝑖= 1

𝑓 ⊤
𝑑𝐿 𝑓 − 1

𝑓𝑑 ℎ 𝑖𝑓 + 𝑑 𝐿















( 3. 8)
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We c a n n oti c e t h at t h e s ol uti o n of e a c h s u b- n et w or ks d e p e n ds o n t h e c ut, t h er ef or e,

o n c e t h e c ut is s ol v e d, t h e t w o s u b- n et w or ks c a n b e s ol v e d i n d e p e n d e ntl y. N o w if

w e c o nsi d er t h e s ol uti o n of e a c h s u b n et w or k

𝑑 𝑞𝑄 + 𝑖 − 1
𝑁𝑣 𝑁 𝑟𝑡 𝑎𝑡 = 𝑥 − 1

𝑡 1 ℎ 𝑗𝑥 ( 3. 9)

as t h e n e w c o m p o n e nt e q u ati o ns, a n d t h e c ut

𝑡𝑥

𝑡= 1

𝜋 ⊤
𝑥𝜏 𝑡 − 1

𝜏𝑑 𝜏 𝑥𝑡 + 𝐴 𝑡 𝑐𝑜 =
𝑠𝜔

𝑠= 1

𝑡 ⊤
𝜃𝐴 𝑡 − 1

𝑐𝑜 ℎ 𝑠𝜔 + 𝑠 𝑡 ( 3. 1 0)

as t h e n e w n et w or k st e p, w e arri v e at a n e xt e n d e d f or m of t h e ori gi n al L B- L M C .

A n d t h e ori gi n al f or m ul ati o n of L B- L M C is a s p e ci al c as e w h er e 𝜃 𝐴𝑡 is 0 , i. e. a

z er o m atri x.

T h e a d v a nt a g e of t h e n e w f or m ul ati o n is t w of ol d: firstl y, w e c a n a dj ust t h e si z e of

e a c h c o m p o n e nt as w ell as t h e n et w or k wit h o ut c h a n gi n g t h e m o d el of i n di vi d u al

c o m p o n e nts, s o t h at w e c a n b al a n c e t h e c o m p ut ati o n al l o a d b et w e e n c o m p o n e nt

a n d n et w or k st e p if n e e d e d; s e c o n dl y, w e c o ul d r e us e c o d e f or e xisti n g m o d els

b y c o nsi d eri n g t h e m as a s u b n et w or k, w hi c h f a cilit at es t h e d e v el o p m e nt of n e w

c o m p o n e nts i n si m ul at or pr o gr a ms.

C o m p ut ati o n al E ffi ci e n c y A n al ysis

We f oll o w t h e dis c ussi o n b y a n al y zi n g t h e c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y of t his g e n er-

ali z e d f or m. L et t h e c ost 𝑠 𝑖 f or s ol vi n g t h e e q u ati o ns of t h e 𝑛t h c o m p o n e nt, e. g.

a g e n er at or, w hi c h d e p e n ds o n t h e n u m eri c al m et h o d us e d t o i nt e gr at e t h e m o d el

n u m eri c all y. L et 𝜔 𝑠, 𝑡 b e t h e n u m b er of fl o ati n g p oi nt o p er ati o ns ( F L O P s) f or e v al u-

ati n g t h e e q u ati o n g o v er ni n g t h e 𝜃 t h st at e v ari a bl e i n t h e 𝑥t h c o m p o n e nt m o d el. We

h a v e

𝑎 𝑡 = 𝑥
𝑡

𝑗

𝑥 𝑡, 𝐴 + Δ 𝑡,

w h er e 𝑐 r e pr es e nts t h e n u m b er of ti m es t h e d eri v ati v es or t h e J a c o bi a n is e v al u at e d.

T h at is, 𝑜 d e p e n ds o n t h e n u m b er of st a g es or it er ati o ns of t h e i nt e gr ati o n m et h o d.

H er e, Δ 𝑠 d e n ot es t h e a d diti o n al o v er h e a d s u c h as v e ct or a d diti o n, e. g. i n 𝜔 ← 𝑠 + 𝑡 𝜃 .

F or si m pli cit y, w e ass u m e t h e us e of E ul er f or w ar d a n d i g n or e t h es e a d diti o n al

o v er h e a d, w hi c h yi el ds

𝑗 𝑠 ≈
𝑖

𝑛

𝜔 𝑠, 𝑡 .
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As f or t h e n et w or k st e p, si n c e it is a li n e ar al g e br ai c s yst e m, c o n v e nti o n al L U-

d e c o m p ositi o n b as e d tri a n g ul ar s ol v es c a n b e a p pli e d, i n m a n y c as es, it is als o

pr a cti c al t o us e t h e pr e- c o m p ut e d i n v ers e of t h e a d mitt a n c e m atri x a n d a p pl y m atri x-

v e ct or m ulti pli c ati o n. N e v ert h el ess, m ost of t h es e m et h o ds h a v e 𝑑 (𝑞 2 ) c o m pl e x-

it y [G V 1 3 ]. H e n c e, w e t a k e si m pl y t h e F L O P s f or m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n, i. e.

w h e n pr e- c o m p ut e d a d mitt a n c e m atri x is us e d, t o esti m at e t h e c ost. T h er ef or e, t h e

c ost f or n et w or k st e p is c al c ul at e d b y

𝑄 𝑖 𝑁𝑣 = (2 𝑁 − 1 )𝑟. ( 3. 1 1)

Ta k e a s yst e m w hi c h c o nsists of 𝑡 c o m p o n e nts, f or si m pli cit y, ass u m e t h at w e h a v e

h o m o g e n eit y i n t h e t y p e of c o m p o n e nts, i. e. 𝑎 i d e nti c al c o m p o n e nts. T h e t ot al

c o m p ut ati o n al c ost p er ti m e st e p c a n b e esti m at e d b y:

𝑡 t ot al = 𝑥 (
𝑡

𝑗

𝑥 𝑡, 𝑥 )

C o m p o n e nt
C ost

+ ( 2 𝑡 − 1 )𝜋

Gl o b al N et w or k
S ol v e C ost

, ( 3. 1 2)

N o w c o nsi d er w e m o v e 𝑥 n et w or k n o d es t o e a c h c o m p o n e nt, i. e. e a c h c o m p o n e nt

t h er ef or e n e e ds t o s ol v e 𝜏 a d diti o n al al g e br ai c e q u ati o ns l o c all y, w hil e t h e gl o b al

n et w or k s ol v es t h e r e m ai ni n g 𝑡 − 𝜏 𝑑 al g e br ai c e q u ati o ns.

𝜏 t ot al(𝑥 ) = 𝑡
𝐴

𝑡

𝑐 𝑜, 𝑠 + 𝜔 (2 𝑠 − 1 ) + 2 (𝑡 − 𝜃 𝐴 ) 2 − ( 𝑡 − 𝑐 𝑜 ) . ( 3. 1 3)

W h at i nt er est us is t o s e e h o w w e c a n r e d u c e t h e c ost b y m o vi n g w hi c h q u a ntit y of

n et w or k n o d es i nt o c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns, i. e. a dj usti n g 𝑠 s o t h at w e c a n fi n d

a r a n g e w h er e 𝜔 𝑠 𝑡𝜃 𝐴𝑡 (𝑠 ) < 𝑖 𝑛 𝜔𝑠 𝑡𝜃 (0 ), h er e t h e t er m 𝑥 𝑎 𝑡𝑥 𝑡𝑗 (0 ) d e n ot es t h e ori gi n al

𝑥 𝑡 𝐴𝑡 𝑐𝑜 i n E q. (3. 1 2 ). Si n c e t h e n u m b er of c o m p o n e nts as w ell as n et w or k e q u ati o ns

ar e li mit e d, t h e r a n g e of 𝑠 is b o u n d e d b y

0 < 𝜔 < mi n
2 𝑠

(𝑡 + 1 )
,

𝜃

𝑗
. ( 3. 1 4)

T h e o pti m al 𝑠 𝑖 𝑛𝜔 𝑠𝑡 (𝜃 ) c a n b e c al c ul at e d b y a n al y zi n g E q. ( 3. 1 3 ), f or w hi c h w e c o ul d

fi n d t h e p oi nt 𝐴 ∗ w h er e E q. ( 3. 1 3 ) h as its mi ni m u m

𝑡 ∗ = ar g mi n
𝑒

𝑗 t ot al(𝜃 ) =
𝑒

𝑗 + 1
. ( 3. 1 5)
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It s u g g ests t h at r e d u ci n g t h e n o d es i n n et w or k st e p as m u c h as p ossi bl e, a n d p artiti o n

t h e n et w or k c orr es p o n di n g t o t h e n u m b er of d y n a mi c c o m p o n e nts, is b e n e fi ci al t o

t h e o v er all c o m p ut ati o n e ffi ci e n c y.

I nt e r o p e r a bilit y

T h e g e n er ali z e d f or m ul ati o n o ff ers m or e fl e xi bilit y as it all o ws a c o m p o n e nt m o d el,

or e v e n a n e ntir e gri d fr o m a n e xt er n al si m ul at or, t o b e tr e at e d as a c o m p o n e nt .

T his c a p a bilit y e n a bl es s e a ml ess i nt er o p er a bilit y wit h t hir d- p art y s oft w ar e, as w ell

as t o e xt e n d t h e a p pli c ati o n of t h e Pi n S a p pr o a c h t o a c c el er at e si m ul ati o ns. H er e

w e gi v e a n e x a m pl e of m o d eli n g a s m all i n v ert er- b as e d s yst e m usi n g t h e si m ul at or

O R TI S [ M B 2 1 ], as s h o w n i n Fi g. 3. 1 1 b . T h e i nt e gr ati o n m et h o d a p pli e d f or di ff er e nt

c o m p o n e nts ar e m ar k e d wit h di ff er e nt c ol or, gr e e n d e n ot es t h e us e of e x pli cit m et h o d

a n d bl u e t h e i m pli cit m et h o d. I n Fi g. 3. 1 1 a , t h e m o d el e d i n v ert er- b as e d s yst e m is

tr e at e d as a c o m p o n e nt a n d i nt erf a c es t o t h e n et w or k as a N ort o n e q ui v al e nt.

Wit h t h e i n v ert er- b as e d s yst e m m o d el, w e pr es e nt a r e alisti c st u d y c as e usi n g t h e

G er m a n tr a ns missi o n gri d m o d el t a k e n fr o m t h e S ci Gri d pr oj e ct [ M e d + 1 7 ], r e-

f err e d h er e aft er as t h e S ci Gri d- D E m o d el. Si n c e t h er e ar e i n cr e asi n g i nt er est i n t h e

i n v ert er- b as e d z er o-i n erti a s yst e ms, w h os e d y n a mi c b e h a vi ors di ff er si g ni fi c a ntl y

fr o m t h at of c o n v e nti o n al s y n c hr o n o us g e n er at ors. T o s h o w t his, all c o n v e nti o n al

g e n er at ors r e pl a c e d b y t h e i n v ert er- b as e d s yst e m cr e at e d usi n g O R TI S s ol v er, as

s h o w n i n Fi g. 3. 1 2 . F or si m pli cit y, t h e pri m ar y e n er g y r es o ur c es ( e. g. s ol ar, wi n d)

ar e ass u m e d t o b e i n fi nit e, i. e. m o d el e d as c o nst a nt D C s o ur c e, a n d t h e c o ntr oll ers

ar e n e gl e ct e d.

W h e n st u d yi n g t h e tr a nsi e nt b e h a vi ors, t y pi c all y a f a ult or l o a d st e p e v e nt is i n cl u d e d.

Fi g. 3. 1 3 b , Fi g. 3. 1 3 c s h o ws t h e tr a nsi e nt v olt a g e b e h a vi or at t w o ar bitr aril y pi c k e d

b us es w h e n a f a ult is a p pli e d at a n ot h er b us. S u c h si m ul ati o ns ar e n e e d e d f or st u di es

i n v ol vi n g d y n a mi c c h ar a ct eristi cs, s u c h as t h e l o w v olt a g e ri d e t hr o u g h c a p a biliti es,

s yst e m st a bilit y, et c., u n d er a z er o-i n erti a gri d s c e n ari o.

T h e B e n c h m ar k w as p erf or m e d o n t h e A M D MI 1 0 0 G P U a n d A M D E P Y C 7 H 1 2

C P U. P erf or m a n c e r es ults ar e pr es e nt e d i n Ta b. 3. 5 . I n b ot h c as es, si m ul ati o n w as

p erf or m e d f or 4 0 0 0 st e ps, a n d t h e a v er a g e ti m e p er st e p is c al c ul at e d a c c or di n gl y, a n d

t h e si m ul ati o n r es ult i n b ot h c as es is r etri e v e d o n c e p er 1 0 0 0 st e ps. We c a n n oti c e

t h at t h e Pi n S a p pr o a c h o n G P U pr o vi d es n e arl y 4 6 × s p e e d u p t h a n t h e s e q u e nti al

c as e.
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D C +

D C-

s 1

s 2

s 3

s 4

s 5

s 6

s 1 ~ s 6

P W MR ef

ip c c- a

ip c c- b

ip c c- c

V gri d- a

V gri d- b

V gri d- c

V gri d- a

V gri d- b

V gri d- c

ip c c- a

ip c c- b

ip c c- c
N et w o r k

( a)

D C +

D C-

s 1

s 2

s 3

s 4

s 5

s 6

ip c c- a

ip c c- b

ip c c- c

V gri d- a

V gri d- b

V gri d- c

( b)

Fi g ur e 3. 1 1: ( a) T h e i n v ert er s u bs yst e m as a c o m p o n e nt a n d its r e pr es e nt ati o n i n t h e
n et w or k ( b) D e c o u pli n g of c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns wit hi n t h e i n v ert er s u bs yst e m

P o w e r 

el e c t r o ni c 

i n t e rf a c e s

R e n e w a bl e s o u r c e s & 

S t o r a g e s y s t e m s

G ri d

Fi g ur e 3. 1 2: All t h e g e n er at ors ar e r e pl a c e d b y i n v ert er- b as e d r es o ur c es, t h e t hr e e-
p h as e i n v ert er m o d el is t a k e n fr o m [ V y g + 2 1 ].
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U W Gr o h n d e 3 8 0 k V / 1 1 0 k V

St ati o n G üt ersl o h

C o n n ef or d e

( a)

0 .0 2 0 .0 4 0 .0 6 0 .0 8 0 .1 0 0 .1 2 0 .1 4

Ti m e ( s)

− 2 .0

− 1 .5

− 1 .0

− 0 .5

0 .0

0 .5

1 .0

1 .5

B us ” St ati o n G ü t ersl o h ” V olt a g e ( p. u.)

( b)

0 .0 2 0 .0 4 0 .0 6 0 .0 8 0 .1 0 0 .1 2 0 .1 4

Ti m e ( s)

− 2 .0

− 1 .5

− 1 .0

− 0 .5

0 .0

0 .5

1 .0

1 .5

B us ” C o n n ef or d e ” V olt a g e ( p. u.)

( c)

Fi g ur e 3. 1 3: Tr a nsi e nt v olt a g e r es p o ns es aft er a f a ult ( cl e ar e d aft er 0 .0 5 s ) o n b us
" U W Gr o h n d e " u n d er a z er o-i n erti a s c e n ari o. ( a) gri d t o p ol o g y wit h g e n er ati o n
distri b uti o n; ( b) v olt a g e r es p o ns e at b us " St ati o n G üt ersl o h ", ( c) v olt a g e r es p o ns e at
b us " C o n n ef or d e ".
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Ta bl e 3. 5: A v er a g e e x e c uti o n ti m e p er st e p f or t h e p ar all el a n d s e q u e nti al v ersi o n.

A v er a g e e x e c uti o n ti m e
p er st e p [ ms]

S p e e d u p

P ar all el ( G P U) 0. 4 8 9 4 5. 9 x

S e q u e nti al ( C P U) 2 2. 4 4 9 -

3. 7 S u m m a r y

I n t his c h a pt er, w e d e m o nstr at e d o ur a p pr o a c h t o a c c el er at e p o w er s yst e m si m ul ati o n

usi n g G P U a n d a c hi e v es F T R T c a p a bilit y f or s m all a n d l ar g e n et w or ks. T h e ori gi n al

si m ul ati o n pr o bl e m is p ar all eli z e d usi n g t h e L B- L M C m et h o d a n d s e p ar at e d i nt o

t w o st e ps, n a m el y t h e c o m p o n e nt st e p a n d t h e n et w or k st e p . T h e c o m p o n e nt st e p is

m a p p e d i nt o m assi v el y p ar all el e x e c uti o n f oll o wi n g t h e SI M T pr o gr a m mi n g m o d el,

w h er e as t h e n et w or k st e p is e x e c ut e d usi n g a hi g h p erf or m a n c e li n e ar al g e br a li br ar y.

O ur c o n c e pt e x hi bits t w o l e v els of p ar all elis m, n a m el y d at a- p ar all el a n d t as k- p ar all el,

w h er e t h e f or m er is br o u g ht b y t h e SI M T - b as e d d esi g n of c o m p ut e k er n els f or

c o m p o n e nts, a n d t h e l att er b y t h e c o n c urr e nt t as k e x e c uti o n b as e d o n a t as k gr a p h.

M or e o v er, w e als o d e m o nstr at e d t h e i m p ort a n c e of H P C i m pl e m e nt ati o ns o n r e al-

ti m e (R T ) or F T R T si m ul ati o ns: t h e o pti mi z e d s e q u e nti al si m ul ati o n c a n als o

a c hi e v e F T R T f or s m all n et w or ks wit h t h e h el p of SI M D e x e c uti o n; t h e f ull y p ar all el

pr o gr a m g ai ns f urt h er p erf or m a n c e i n cr e as e b y e x pl oiti n g s p ars e m atri x str u ct ur e

i n i m pl e m e nti n g li n e ar al g e br ai c o p er ati o ns. I n t h e e n d, o ur i m pl e m e nt ati o n s h o ws

F T R T c a p a bilit y f or el e ctr o m a g n eti c tr a nsi e nts wit h a d y n a mi c p h as or r e pr es e nt ati o n

f or n et w or ks wit h m or e t h a n si x t h o us a n d b us es.

Li mit ati o ns of o ur a p pr o a c h m ai nl y e xist i n t h e f a ct t h at w e a c hi e v e d at a- p ar all elis m

b as e d o n c o m p o n e nt t y p es. W h e n si m ul ati n g a s yst e m w h er e t h e c o m p o n e nts ar e

hi g hl y di v er g e nt i n t y p es, t h e m assi v el y p ar all el t hr e a d c a p a bilit y will b e li mit e d

a n d t h e o v er all p erf or m a n c e r eli es o n t h e t as k- p ar all el e x e c uti o n, i. e. c o n c urr e nt

e x e c uti o n of di ff er e nt c o m p ut e k er n els. F ut ur e w or k c o ul d b e c o n d u ct e d t o st u d y

t h e p erf or m a n c e a n d i m pr o v e m e nts u n d er s u c h s c e n ari o, w hi c h als o n e e ds t h e

i m pl e m e nt ati o n of m or e c o m pl e x c o m p o n e nts. M or e o v er, a m or e d et ail e d st u d y of

H P C i m pl e m e nt ati o ns f or G P U s is als o i m p ort a nt t o p erf or m a n c e i m pr o v e m e nts,

e. g. a d et ail e d b e n c h m ar k of di ff er e nt B L A S li br ari es o n G P U as w ell as di ff er e nt

n u m eri c al m et h o ds f or li n e ar s yst e ms. F urt h er m or e, t h e p ossi bilit y of m ulti- G P U

e x e c uti o n s h o ul d b e st u di e d i n t h e f ut ur e t o e n a bl e f ast si m ul ati o n f or e v e n l ar g er

n et w or ks.
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C h a p t e r 4

C O M BI N E D S P A C E- TI M E P A R A L L E L SI M U L A TI O N

W h e n t h e s p ati al p ar all eli z ati o n p ot e nti al h as b e e n e x h a ust e d, it b e c o m es c h all e n gi n g

t o a c hi e v e f urt h er i m pr o v e m e nts i n p erf or m a n c e. T h er ef or e, t h e a p pli c ati o n of

p ar all el-i n-ti m e h as g ai n e d i n cr e as e d i nt er est i n r e c e nt y e ars, as it o p er at es o n t h e

t e m p or al di m e nsi o n a n d t h er ef or e e n a bl es its i nt e gr ati o n wit h e xisti n g al g orit h ms

w h er e s p ati al p ar all eli z ati o n is alr e a d y a p pli e d.

T h e e arli est r es e ar c h i nt o p ar all el-i n-ti m e m et h o ds f or di ff er e nti al e q u ati o ns c a n

b e tr a c e d b a c k t o t h e 1 9 6 0s [ Ni e 6 4 ]. Aft er t h at, a v ari et y of m et h o ds h a v e b e e n

d e v el o p e d, i n cl u di n g t h e p ar ar e al m et h o d i ntr o d u c e d i n 2 0 0 1 [ L M T 0 1 ], t o g et h er

wit h t h e p ar all el f ull- a p pr o xi m ati o n s c h e m e i n s p a c e a n d ti m e ( P F A S S T ) [E M 1 2 ]

m et h o d. N e v ert h el ess, t h es e t w o m et h o ds c a n b e s e e n as s p e ci al c as es of t h e M G RI T

m et h o d [ E M 1 2 ]. T h e c o nti n u o us d e v el o p m e nt of Pi n T m et h o ds h as als o s p ar k e d a

v ari et y of a p pli c ati o ns [ F al + 1 4 ; G ur + 1 6 ], a n d es p e ci all y t h e r e c e nt a p pli c ati o ns i n

p o w er s yst e m si m ul ati o ns [ F L W 1 9 ; G u n + 2 0 ; S D B 2 2 ; C L D 2 2 ].

I n t his c h a pt er, w e i ntr o d u c e t h e c o m bi n e d s p a c e-ti m e p ar all el si m ul ati o n a p pr o a c h,

w hi c h c o m bi n es t h e pr o p os e d Pi n S al g orit h m wit h t h e p ar all el-i n-ti m e m et h o d

M G RI T t o e x pl oit s p ati al a n d t e m p or al p ar all eli z ati o n t o g et h er, ai mi n g t o a c hi e v e

hi g h er s p e e d u p t h a n a p pl yi n g Pi n S i n di vi d u all y.

4. 1 M ulti- G ri d R e d u cti o n i n ti m e

M et h o d ol o g y

We st art b y bri e fl y i ntr o d u c e t h e m et h o d ol o g y of M G RI T f oll o wi n g [S D B 2 2 ]

a n d [ F L W 1 9 ]. C o nsi d er a g ai n t h e p o w er s yst e m si m ul ati o n pr o bl e m, it c a n b e

f or m ul at e d i n a g e n er al D A E f or m ul ati o n

F ( 𝑑, 𝑞, 𝑄, 𝑖 ) = 0 , f or 𝑁 ∈ [ 𝑣0 , 𝑁 𝑟 ] ,

w hi c h w e ass u m e is c o nti n u o us a n d di ff er e nti a bl e i n t h e i nt er v al [𝑡0 , 𝑎 𝑡 ] . Dis cr eti zi n g

t h e f u n cti o n wit h a ti m e st e p

𝑥 =
𝑡0 − 𝑗 𝑥

ℎ

f or s o m e v al u e of ℎ , w e t h e n o bt ai n t h e fi n e gri d wit h ℎ p oi nts
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Θ 𝑑 = { 𝑞𝑄 ∈ R | 𝑖𝑁 = 𝑣0 + 𝑁 𝑟, f or 𝑡 = 0 , . . . , ℎ} .

L et 𝑎 t o b e t h e Pi n S pr o p a g at or t h at a p pli es o n 𝑡

𝑥 (𝑡 + 𝑗 ) ≈ 𝑥 𝑡 (𝑥), 𝑡 𝜋 = 0 , . . . , 𝑥 − 1

w hi c h c o m p ut es t h e a p pr o xi m ati o n t o t h e s ol uti o n at n e xt ti m e p oi nt 𝜏 𝑡+ 1 ≈ 𝜏 (𝑑𝜏 + 𝑥 ).

T h er ef or e, b y a p pl yi n g 𝑡 it er ati v el y o n t h e fi n e gri d Θ 𝐴 , w e g et a s e q u e n c e of

a p pr o xi m at e s ol uti o ns

𝑡 (𝑐 𝑜) = 𝑠 𝜔+ 1 , f or 𝑠 = 0 , . . . , 𝑡,

W hi c h is e q ui v al e nt t o p erf or mi n g n u m eri c al i nt e gr ati o n o n F wit h t h e i niti al

c o n diti o n 𝜃 0 . T o ill ustr at e t his m or e cl e ar, ass u m e a tri vi al c as e w h er e t h e pr o p a g at or

is a li n e ar o p er at or, w e c a n r e writ e t h e n u m eri c al i nt e gr ati o n pr o c e d ur e as

𝐴 𝑡 =

𝑐

− 𝑜 𝑠
. . . . . .

− 𝜔 𝑠

𝑡 0

𝜃 1
...

𝐴 𝑡

!
=

𝑠 0

0
...

0

= : 𝑖 . ( 4. 1)

I n t his f or m, s e q u e nti al ti m e st e p pi n g c orr es p o n ds t o p erf or mi n g a f or w ar d tri a n g ul ar

s ol v e t o t his e q u ati o n, w hi c h is us u all y n ot dir e ctl y p ar all eli z a bl e.

We n o w i ntr o d u c e a c o ars e gri d Θ Δ w hi c h is o bt ai n e d si mil arl y t o t h e fi n e gri d b ut

wit h a c o ars e st e p

Δ =
𝑛0 − 𝜔 𝑠

ℎ 𝑡 𝜃
,

w h er e t h e c o e ffi ci e nt 𝑥 𝑎 𝑡 is r ef err e d t o as c o ars e ni n g f a ct or . T h e n t h e c o ars e gri d

c a n b e d e fi n e d as

Θ Δ = { 𝑥𝑡 ∈ R | 𝑗𝑥 = 𝑡0 + 𝐴Δ , f or 𝑡 = 0 , . . . , ℎ 𝑐𝑜 𝑠 } .

A n al o g o usl y t o t h e fi n e pr o p a g at or i n fi n e gri d, t h e pr o p a g at or e m pl o y e d i n c o ars e

gri d is r ef err e d t o as c o ars e pr o p a g at or a n d c a n b e di ff er e nt fr o m t h e o n e i n fi n e

gri d. T o i ntr o d u c e t h e s ol uti o n of c o ars e gri d, w e d e n ot e 𝜔 𝑠 ti m es of s u c c essi v e

a p pli c ati o n of fi n e pr o p a g at or 𝑡 as 𝜃 𝑗 𝑠 , w e c a n r e writ e E q. (4. 1 ) as

𝑖 Δ 𝑛 =

1

− 𝜔 𝑠 𝑡 1
. . . . . .

− 𝜃 𝐴 𝑡 1

𝑒 0

𝑗 1
...

𝜃 𝑒

!
=

𝑗 0

0
...

0

= : 𝜔 Δ . ( 4. 2)
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It is e as y t o v erif y t h at t h e s ol uti o n v e ct or 𝑑 of E q. ( 4. 1 ) at ti m e p oi nts 𝑞 𝑄, f or 𝑖 =

0 , . . . , ℎ 𝑁𝑣 𝑁 , s atis fi es t h e s ol uti o n v e ct or 𝑟 i n E q. (4. 2 ). N o w us e t h e c o ars e

pr o p a g at or Ψ t o r e pl a c e 𝑡 , w e c a n g et

𝑎 𝑡 =

1

− Ψ 1
. . .

. . .

− Ψ 1

𝑥 0

𝑡 1
...

𝑗 𝑥

!
=

𝑡 0

0
...

0

= 𝑥 Δ , ( 4. 3)

w hi c h r e pr es e nts t h e a p pr o xi m ati o n t o t h e c o ars e gri d. T h e a p pr o xi m ati o n is p er-

f or m e d wit h t h e h el p of cl assi c al r esi d u al- c orr e cti o n m et h o ds [B K K 1 7 ], w hi c h is

t h e b asis of t h e m ulti gri d al g orit h m. We gi v e a n e x a m pl e fr o m [S D B 2 2 ] of h o w

s u c h r esi d u al- c orr e cti o n m et h o d is a p pli e d. T h e r esi d u al at C- p oi nts b y 𝑡-t h it er ati o n

𝜋 (𝑥) c a n b e d e fi n e d as

𝜏 (𝑡) := 𝜏 Δ − 𝑑 Δ 𝜏 (𝑥) , ( 4. 4)

a n d t h e c o ars e gri d c orr e cti o n 𝑡 (𝐴) is d e fi n e d as

𝑡 (𝑐) := 𝑜 − 1 𝑠 (𝜔) . ( 4. 5)

T h e c o ars e gri d c orr e cti o n 𝑠 (𝑡) is us e d t o u p d at e t h e st at es i n t h e c o ars e gri d, i. e.

t h e C- p oi nts, it er ati v el y:

𝜃 (𝐴+ 1 ) = 𝑡 (𝑐) + 𝑜 (𝑠) . ( 4. 6)

Pl u g gi n g E q. ( 4. 4 ) a n d (4. 5 ) i nt o (4. 6 ), t h e u p d at e r ul e b e c o m es

𝜔 (𝑠+ 1 ) = 𝑡 (𝜃) + 𝐴 − 1 𝑡 Δ − 𝑠 Δ 𝑖 (𝑛) , ( 4. 7)

w hi c h c a n b e vi e w e d as a pr e- c o n diti o n e d st ati o n ar y it er ati o n. T h e t er m 𝜔 Δ 𝑠 (𝑡)

r e pr es e nts t h e c oll e cti o n of fi n e-s ol uti o ns, w h er e e a c h ti m e p oi nt c a n b e c o m p ut e d

i n p ar all el, usi n g t h e r es ults fr o m t h e pr e c e di n g c o ars e s ol v e as i niti al v al u es. T h e

( 𝜃 + 1 )-t h r o w of E q. (4. 7 ), wit h 𝑥 = 0 , . . . , 𝑎 − 1 , c orr es p o n ds t o a gi v e n C- p oi nt,

a n d m a y b e r ef or m ul at e d b y m ulti pl yi n g E q. ( 4. 7 ) wit h 𝑡 fr o m t h e l eft

𝑥 (𝑡+ 1 )
𝑗+ 1 = Ψ 𝑥 (𝑡+ 1 )

𝐴 − Ψ 𝑡 (𝑐)
𝑜 + 𝑠 cf 𝜔 (𝑠)

𝑡 .

It is e as y t o s e e t h at t h e fi n e- gri d a p pr o xi m ati o n is r e c o v er e d at t h e C- p oi nts if t h e

t er ms Ψ 𝜃 (𝑗+ 1 )
𝑠 a n d Ψ 𝑖 (𝑛)

𝜔 c o n v er g e t o w ar ds e a c h ot h er as 𝑠 gr o ws.
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St art

R e a d
t o p ol o g y
a n d d at a

B uil d i niti al
s yst e m st at e

𝑑 (0 )
0 , s et 𝑞 = 0 ,

𝑄 (0 ) = 0

C al c ul at e v e ct or
of C- p oi nt
st at es 𝑖 (𝑁) ,

c orr e cti n g wit h
r esi d u al 𝑣 (𝑁)

Fi n e s ol v e o n
[𝑟 1 , 𝑡2 ] : 𝑎 cf 𝑡 (𝑥)

1

Fi n e s ol v e o n
[𝑡 0 , 𝑗1 ] : 𝑥 cf 𝑡 (𝑥)

0

Fi n e s ol v e o n
[𝑡 𝜋 − 1 , 𝑥𝜏 ] :

𝑡 cf 𝜏 (𝑑)
𝜏 − 1

C al c ul at e
r esi d u al 𝑥 (𝑡)

2 =

𝐴 (𝑡)
2 − 𝑐 cf 𝑜 (𝑠)

1

C al c ul at e
r esi d u al 𝜔 (𝑠)

1 =

𝑡 (𝜃)
1 − 𝐴 cf 𝑡 (𝑐)

0

C al c ul at e
r esi d u al 𝑜 (𝑠)

𝜔 =

𝑠 (𝑡)
𝜃 − 𝐴 cf 𝑡 (𝑠)

𝑖 − 1

· · ·

· · ·

||𝑛 (𝜔) ||
?
< 𝑠

O ut p ut
si m ul ati o n

d at a

St o p

y es

n o

Fi g ur e 4. 1: E x e c uti o n fl o w- c h art of t h e i m pl e m e nt e d Pi n T al g orit h m i n t w o-l e v els.
Fi g ur e r e pr o d u c e d b as e d o n [ S D B 2 2 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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Fi g ur e 4. 2: Ill ustr ati o n of h y bri d m o d els, di ff er e nt m o d els ar e a p pli e d at di ff er e nt
Pi n T l e v el.

4. 2 I m p r o vi n g t h e C o n v e r g e n c e wit h P a r all el-i n- Ti m e

P a r all el-i n- Ti m e wit h H y b ri d M o d els

T y pi c al s el e cti o n of ti m e pr o p a g at or f or Pi n T s c h e m e ar e t h e L-st a bl e m et h o ds, f or

i nst a n c e i m pli cit E ul er or i m pli cit mi d p oi nt r ul e [F S 2 1 ; S D B 2 2 ], s o t h at M G RI T

m et h o d p erf or m b ett er. It is n ot di ffi c ult t o n oti c e t his c h oi c e i n st u di es of p o w er

s yst e m si m ul ati o n u n d er Pi n T , w h er e a n L-st a bl e m et h o ds, or at l e ast a n A-st a bl e

m et h o ds, ar e us e d. F or i nst a n c e, i n [ F al + 1 4 ; F L W 1 9 ], I m pli cit R u n g e K utt a is us e d,

i n [S D B 2 2 ], E ul er b a c k w ar d, a n d i n [C L D 2 2 ], i m pli cit tr a p e z oi d al r ul e is us e d.

I n t h e Pi n S al g orit h m i ntr o d u c e d i n C h a p. 3 , n o nli n e ar c o m p o n e nts ar e e x pli citl y

i nt e gr at e d. T h er ef or e, i n t h e c as e w h er e c o ars e ni n g f a ct ors ar e l ar g e, t h e c o ars e

gri d c o ul d di v er g e alr e a d y fr o m t h e b e gi n ni n g. T o o v er c o m e t his c o n v er g e n c e

iss u e, w e pr o p os e d a h y bri d m o d eli n g t e c h ni q u e, s o t h at w h e n w e w er e p erf or mi n g

i nt e gr ati o n o n t h e c o ars e gri ds, a di ff er e nt m o d el, a n d pr ef er a bl y a r e d u c e d- or d er

m o d el t h at is e asi er t o c o n v er g e, is a p pli e d. We t h e n i n v esti g at e t hr e e di ff er e nt

m o d el c o m bi n ati o ns f or p erf or mi n g st a bl e i nt e gr ati o n o n t h e c o ars e gri ds:

1. F ull- O d er- F ull- Or d er: T his is t h e m ost str ai g htf or w ar d a p pr o a c h, a d d e d as
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r ef er e n c e, w h er e t h e s a m e m o d el a n d i nt e gr ati o n m et h o d is us e d a cr oss all

l e v els.

2. F ull- O d er- F or c e- St e a d y- St at e: I n t h e c o ars e gri d, w e ass u m e t h e d y n a mi c

m o d el is alr e a d y i n a st e a d y st at e. T h er ef or e, w e c a n s ol v e t h e di ff er e nti al

e q u ati o ns as al g e br ai c e q u ati o ns b y s etti n g t h e d eri v ati v es of all di ff er e nti at e d

v ari a bl es t o z er o. M e a n w hil e, d u e t o t h e st e a d y-st at e ass u m pti o n, s o m e

m o d els c a n b e f urt h er si m pli fi e d, e. g., f or t h e s y n c hr o n o us g e n er at ors, t h e

c o u pli n g of r ot or s p e e d t o d q- a xis fl u x li n k a g e is d e c o u pl e d si n c e t h e st e a d y

st at e s p e e d is 1 ( p. u.).

3. F ull- O d er- R e d u c e d- Or d er: M o d els ar e r e pl a c e d b y a r e d u c e d- or d er m o d el i n

t h e c o ars e gri ds. Ta k e s y n c hr o n o us g e n er at ors a g ai n as a n e x a m pl e, t h er e ar e

m o d els wit h di ff er e nt or d ers [ Mil 1 0 ] b y n e gl e cti n g tr a nsi e nt d y n a mi cs wit h

di ff er e nt or d ers. I n o ur c as e, w e r e d u c e d t h e d y n a mi c m o d el i nt o a st ati c

c urr e nt s o ur c e m o d el i n t h e c o ars e gri d.

T h e r es ult of t h es e t hr e e a p pr o a c h es is s h o w n i n Fi g. 4. 3 . I n g e n er al, b ot h h y bri d

m o d el a p pr o a c h es h a v e s h o w n b ett er c o n v er g e n c e t h a n t h e str ai g htf or w ar d F ull-

O d er- F ull- Or d er, i. e. usi n g t h e f ull- or d er m o d el at all l e v els. I n Fi g. 4. 3 a , t h e

F ull- Or d er- F ull- Or d er c as e alr e a d y di v er g e d fr o m b e gi n ni n g w h e n t h e first l e v el

c o ars e ni n g f a ct or, i. e. C F 0, g ets l ar g e, d u e t o t h e p o or c o n v er g e n c e o n t h e c o ars e

l e v el. H o w e v er, b ot h h y bri d a p pr o a c h es st art t o s h o w b ett er c o n v er g e n c e w h e n

t h e c o ars e gri d is f urt h er a w a y fr o m t h e fi n e gri d. T his mi g ht d u e t o t h e f a ct t h at

t h e st e a d y st at e m o d els us e d i n t h e c o ars e gri d ar e o nl y m or e a c c ur at e aft er t h e

d y n a mi cs fr o m t h e fi n e gri d ar e d a m p e d o ut, t h er ef or e, t h e i nt er v al b et w e e n t w o

C- p oi nts n e e ds t o b e l ar g e e n o u g h. Fi g. 4. 3 b gi v es a m or e d et ail e d c o m p aris o n

of t w o h y bri d a p pr o a c h es, it c a n b e n oti c e t h at t h e F ull- Or d er- F or c e- St e a d y St at e

m o d el w o ul d g o i nt o st a g n ati o n w h e n t h e fi n e gri d st e p si z e g etti n g l ar g er, s u c h

e ff e ct h as als o b e e n o bs er v e d [ D e + 2 3 ] i n ot h er a p pli c ati o ns b y t h e p ar all el-i n-ti m e

c o m m u nit y. T his mi g ht d u e t o t h e f a ct t h at t h e c o ars e s ol uti o n is t o o err o n e o us s o

t h at fi n e gri d a p pr o xi m ati o n c a n n ot i m pr o v e c o n v er g e n c e a n y m or e.

B u ff e r e d C o a rs e ni n g

I n or d er t o i n cr e as e c o n v er g e n c e wit h m ulti-l e v el Pi n T al g orit h m u n d er a g gr essi v e

c o ars e ni n g, w e pr o p os e d a t e c h ni q u e c all e d b u ff er e d c o ars e ni n g , t h e tri c k is t o first

us e a s m all er c o ars e ni n g f a ct or f or t h e first l e v el of c o ars e gri d, t h e n f or t h e c o ars er
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Fi g ur e 4. 3: C o m p aris o n of di ff er e nt h y bri d m o d el a p pr o a c h es o n t h e c o ars e l e v el t o
i m pr o v e c o n v er g e n c e.
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R ef er e n c e

l vls = 3, C F 0 = 5 1 2, C F = 2 

l vls = 3, C F 0 = 1 0 2 4, C F = 2 

l vls = 3, C F 0 = 2 0 4 8, C F = 2 
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It er ati o n
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B uff er e d C o ars e ni n g

l vls = 3, C F 0 = 2, C F = 5 1 2 

l vls = 3, C F 0 = 2, C F = 1 0 2 4 

l vls = 3, C F 0 = 2, C F = 2 0 4 8 

Fi g ur e 4. 4: C o n v er g e n c e p erf or m a n c e usi n g b u ff er e d c o ars e ni n g, w h er e t h e c o ars e
gri d first us es a s m all c o ars e ni n g f a ct or, a n d t h e n a p pl yi n g m or e a g gr essi v e c o ars-
e ni n g

gri ds m or e a g gr essi v e c o ars e ni n g c a n b e a p pli e d. A b e n c h m ar k is p erf or m e d b as e d

o n t h e S ci Gri d- D E c as e a n d s h o w n i n Fi g. 4. 4 .

W h e n usi n g b u ff er e d c o ars e ni n g, w e c o ul d o bs er v e t h at t h e c o n v er g e n c e is i m pr o v e d

c o m p ar e d t o si m pl e m o n ot o ni c c o ars e ni n g w hil e k e e pi n g ti m e p oi nts i n t h e c o ars est

gri d t h e s a m e. T h e r e as o n is t h at w h e n w e p erf or m b u ff er e d c o ars e ni n g, t h e r es ulti n g

c o ars e gri ds ar e i n f a ct m or e cl os e t o t h e fi n e gri d, w h er e as i n t h e c as e wit h i n cr e asi n g

c o ars e ni n g f a ct or m o n ot o ni c all y, es p e ci all y i n t h e c as e wit h a g gr essi v e c o ars e ni n g,

all c o ars e gri ds ar e f ar a w a y fr o m t h e fi n e gri d, w hi c h d et eri or at es t h e q u alit y i n t h e

c o ars e gri ds a n d t h er ef or e p osi n g hi g h er c h all e n g e t o t h e gl o b al c o n v er g e n c e.

4. 3 C o m p ut ati o n al P e rf o r m a n c e A n al ysis

T h e o r eti c al S p e e d u p

L et 𝑑 b e t h e w or k n e e d e d f or c o m p uti n g si n gl e ti m e st e p, t ot al w or k f or t h e s e q u e nti al

ti m e st e p pi n g is

𝑞 𝑄 = 𝑖 𝑁 𝑣 , ( 4. 8)

w h er e 𝑁 𝑟 is t h e t ot al n u m b er of st e ps, si mil arl y, w e c a n f or m ul at e t h e t ot al w or k f or

p erf or mi n g Pi n T , t a k e a t w o-l e v el al g orit h m f or e x a m pl e:

𝑡 𝑎 (1 ) = 𝑡 ·
𝑥 𝑡

𝑗 𝑥

s e q u e nti al

+ 𝑡 · 𝑥 ·
𝑡 𝜋

𝑥 𝜏
· 𝑡 𝜏 + 𝑑 𝜏 (1 )

p ar all eli z a bl e

=
𝑥 𝑡 𝐴

𝑡 𝑐
+ 𝑜 𝑠 𝜔 𝑠 + 𝑡 𝜃 (1 ),

( 4. 9)
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wit h 𝑑 𝑞 b e t h e c o ars e ni n g f a ct or, 𝑄 𝑖 t h e t ot al n u m b er of st e ps at fi n est l e v el, a n d 𝑁

t h e n u m b er of it er ati o ns u ntil c o n v er g e, a n d 𝑣 ( 𝑁 ) t h e a d diti o n al w or k br o u g ht b y

Pi n T al g orit h m i n e a c h it er ati o n, e. g. c o m p uti n g r esi d u al, c o m m u ni c ati o n, et c. L et

𝑟 t o b e t h e n u m b er of pr o c ess ors f or c o m p uti n g t h e p ar all el p art wit h 𝑡 ≤ 𝑎 𝑡

𝑥 𝑡
as

t h e i nt er v als b et w e e n c o ns e c uti v e C- p oi nts ar e p ar all eli z e d, w e c a n f or m ul at e t h e

esti m at e d p ar all el s p e e d u p 𝑗 𝑥 b y

𝑡 𝑥 =
𝑡 𝜋

𝑥 𝜏 ( 𝑡 )
=

𝜏 𝑑 𝜏

𝑥 𝑡 𝐴

𝑡 𝑐
+ 𝑜 𝑠 𝜔 𝑠

𝑡 + 𝜃 𝐴 ( 𝑡 )
𝑐

=
𝑜 𝑠

1 + 𝜔 · 𝑠 𝑡 / 𝜃 + 𝐴 ′ ( 𝑡 )
,

( 4. 1 0)

w h er e

𝑠 ′ ( 𝑖 ) =
𝑛 𝜔 ( 𝑠 ) · 𝑡 𝜃

𝑥 𝑎 𝑡
.

N or m all y w e c o ul d e x p e ct t h at 𝑥 𝑡 ( 𝑗 ) · 𝑥 𝑡 ≪ 𝐴 𝑡 𝑐 , t h er ef or e, b y i g n ori n g 𝑜 ′ ( 𝑠 )

a n d ass u mi n g 𝜔 t a k es its m a xi m u m, w e c a n fi n d a n u p p er- b o u n d

𝑠 𝑡 <
𝜃 𝑗

1 + 𝑠 2
𝑖 / 𝑛 𝜔

. ( 4. 1 1)

I n a m ulti-l e v el Pi n T al g orit h m li k e M G RI T , t h e c o m p ut ati o n f or c o ars e gri d is als o

p ar all eli z e d. D e n ot e t h e w or k a n d s p e e d u p f or a t w o-l e v el al g orit h m as 𝑠 ⟨0 ⟩
𝑡 a n d

𝜃 ⟨0 ⟩
𝐴 , w e c a n f or m ul at e t h e w or k a n d s p e e d u p f or a n 𝑡 + 2 l e v el al g orit h m as

𝑒 ⟨𝑗⟩
𝜃 ( 𝑒 ) = 𝑗 ⟨𝜔− 1 ⟩

𝑡 ( 𝑞 ) +
𝑥 𝑅 𝑥 𝐼

𝛿
+ 𝛿 𝛿 ( 𝛿 ) . ( 4. 1 2)

T his f or m ul ati o n c a n als o b e e x p a n d e d as

𝑥 ⟨𝑑⟩
𝑥 ( 𝑞 ) =

𝐿 𝑎 𝑞

𝑖
𝑞= 0 𝐿

⟨ 𝑎⟩
𝑞

+
𝑖 𝑞 𝐿 𝑖

𝑓− 1
𝑑= 0 𝐿

⟨ 𝑓⟩
𝑓

+ · · · +
𝑑 𝑖 𝑓 𝑑

𝐿 ⟨0 ⟩
𝑓

+ 𝑑 𝑖 𝑑 𝐿 ·
1

𝑎
+ 𝑑 𝑖 ( 𝑑 ), ( 4. 1 3)

w h er e 𝑑
⟨ 𝐿⟩
𝑓 d e n ot es t h e c o ars e ni n g f a ct or at 𝑑-t h l e v el. I n E q. (4. 1 3 ), t h e s e q u e nti al

p art is t h e first t er m, w e c a n n oti c e t h at it is si g ni fi c a ntl y r e d u c e d c o m p ar e d t o t h e

s e q u e nti al p art i n E q. ( 4. 9 ). Ass u m e e a c h l e v el w as p ar all eli z e d b y t h e n u m b er of

c orr es p o n di n g C- p oi nts, w e c a n esti m at e t h e m a x p ar all el s p e e d u p f or m ulti-l e v el

c as e b y

𝑖 𝑓 =
𝑑 𝐿

𝑑 ⟨𝑖⟩
𝑑 ( 𝐿 )

. ( 4. 1 4)
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Pl u g gi n g E q. ( 4. 1 3 ) i nt o E q. (4. 1 4 ), si m plif yi n g it, a n d ass u m e t h at w e h a v e t h e

s a m e n u m b er of pr o c ess ors as t h e p ar all eli z a bl e i nt er v als:

𝑑 𝑞 =

𝑄
𝑖= 0 𝑁

⟨ 𝑣⟩
𝑁

1 + 𝑟 · 𝑡
𝑎= 0

𝑡
𝑥= 𝑡 𝑗 ⟨𝑥⟩

𝑡 · (𝑥 𝑡 · 𝜋 ) − 1 + 𝑥 𝜏 ( 𝑡 ) 𝜏
𝑑= 0 𝜏

⟨ 𝑥⟩
𝑡 · (𝐴 𝑡 𝑐 ) − 1

, ( 4. 1 5)

wit h 𝑜 l ess t h a n t h e n u m b er of p ar all eli z a bl e i nt er v als. If t h e 𝑠 ( 𝜔 ) t er m c a n still b e

i g n or e d, it gi v es

𝑠 𝑡 =

𝜃
𝐴= 0 𝑡

⟨ 𝑐⟩
𝑜

1 + 𝑠 · 𝜔
𝑠= 0

𝑡
𝜃= 𝐴 𝑡 ⟨𝑠⟩

𝑖 · (𝑛 𝜔 · 𝑠 ) − 1
, ( 4. 1 6)

T h e m a xi m u m t h e or eti c al p ar all el s p e e d u p f or p ar all el-i n-ti m e a p pli c ati o n c a n als o

b e d eri v e d usi n g a n ot h er a p pr o a c h, f or w hi c h w e r ef er t o as Pi n T m ar gi n. F or a

t w o-l e v el al g orit h m, t h e Pi n T m ar gi n 𝑡 𝜃 is d e fi n e d as

𝑥 𝑎 = 1 −
1

𝑡 𝑥
−

𝑡 · 𝑗 ⟨0 ⟩
𝑥

𝑡 𝐴
. ( 4. 1 7)

R e c all t h at t h e C- gri d a n d F- gri d st arts fr o m t h e s a m e i niti al v al u es, i. e.

Ψ 𝑡 0 = 𝑐 𝑜
𝑠 𝜔 0 ,

w h er e 𝑠 0 = 𝑡 0 . T h e w orst c as e f or Pi n T is w h er e t h e n u m b er of it er ati o ns e q u als

t o t h e n u m b er of C- p oi nts, i n t his c as e, p ar all el-i n-ti m e e x e c uti o n c oll a ps es t o

s e q u e nti al-i n-ti m e e x e c uti o n. We c o ul d vi e w t h e pr o c ess of Pi n T al g orit h m as if

t h e Pi n T pr o gr ess is " c h asi n g " t h e s e q u e nti al-i n-ti m e pr o gr ess, a n d t h e m ar gi n 𝜃 𝑗

s h o ws w h e n t h e Pi n T al g orit h m c o n v er g es, h o w m u c h ti m e, i n t er ms of C- p oi nts,

is still u n fi nis h e d i n s e q u e nti al-i n-ti m e si m ul ati o n. T h er ef or e, 𝑠 𝑖 i n di c at es t h e

p orti o n of si m ul ati o n r es ult w hi c h w as g ai n e d "f or fr e e " c o m p ar e d t o c o n v e nti o n al

s e q u e nti al-i n-ti m e si m ul ati o n. T h e l ar g er v al u e of t h e m ar gi n t h e n i n di c at es hi g h er

e ff e cti v e n ess i n a p pl yi n g t h e Pi n T o v er s e q u e nti al-i n-ti m e st e p pi n g, a n d i m pli es

p ot e nti all y hi g h er g ai n fr o m o pti mi zi n g t h e p ar all el e x e c uti o n p erf or m a n c e t h a n t h e

c as es wit h l o w er m ar gi ns.

We t est e d t h e c o n v er g e n c e wit h v ari o us c o ars e ni n g f a ct or 𝑛 ⟨0 ⟩
𝜔 , Fi g. 4. 5 a s h o ws

t h e c h a n g e of r esi d u al d uri n g t h e it er ati o ns, a n d Fi g. 4. 5 b s h o ws t h e t h e or eti c al

m a xi m u m s p e e d u p 𝑠 𝑡 c al c ul at e d b as e d o n t h e c o n v er g e n c e. We c a n o bs er v e t h at

t h e c as es wit h s m all er c o ars e ni n g f a ct or yi el ds r el ati v el y l ar g er 𝜃 𝐴 . T his m a y i m pl y
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t h at s m all er c o ars e ni n g f a ct ors l e a d t o b ett er a c c el er ati o n p ot e nti al, h o w e v er, t his

i m pli c ati o n h as t w o m ai n fl a ws. First, si n c e C- p oi nts a n d F- p oi nts ar e r el ati v el y

cl os e t o e a c h ot h er, t h e a c c ur a c y of c o ars e gri d m a y alr e a d y s u ffi c e, a n d p erf or mi n g

Pi n T c o ul d o nl y b e o v er- c o m pli c ati n g t h e pr o bl e m; s e c o n dl y, t h er e ar e n ot m u c h

F- p oi nts t o b e c o m p ut e d b et w e e n t h e C- p oi nts, t h er ef or e, c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y

m a y b e c o m pr o mis e d si n c e t h e s ol v er n e e d t o s wit c h b et w e e n r esi d u al c o m p ut ati o n

a n d fi n e pr o p a g ati o n fr e q u e ntl y. I n f a ct, t his is o n e of t h e w a y t o f o ol t h e m ass w h e n

gi vi n g p ar all el-i n-ti m e r es ult [ G öt + 2 1 ]. M or e o v er, i n Fi g. 4. 5 b w e als o ill ustr at e d

t h e e ff e ct of t h e p ar all el o v er h e a d t er m 𝑑 ( 𝑞 ) a ff e cts t h e t h e or eti c al s p e e d u p li mit, as

t h e o v er h e a d is s c al e d u p b y t h e n u m b er of it er ati o ns 𝑄 , w e c a n n oti c e t h e p e n alti es

f or p o or c o n v er g e n c e o n t h e p erf or m a n c e i n t h e c as e w h er e it t o o k m or e it er ati o ns

t o c o n v er g e.

P e rf o r m a n c e Esti m ati o n

Usi n g t h e p erf or m a n c e m o d el d e v el o p e d i n t h e pr e vi o us s e cti o n, w e c a n esti m at e t h e

si m ul ati o n p erf or m a n c e u n d er Pi n T a c c el er ati o n. T h e p erf or m a n c e m o d el is b as e d

o n p ar a m et ers s u c h as c o ars e ni n g f a ct or at e a c h l e v el 𝑖
⟨ 𝑁⟩
𝑣 , n u m b er of it er ati o ns

t o c o n v er g e 𝑁 , a n d n u m b er of pr o c ess ors 𝑟 . I n a d diti o n, w e als o n e e d a r o u g h

esti m ati o n of 𝑡 ( 𝑎 ) /𝑡 . Si n c e 𝑥 ( 𝑡 ) r e pr es e nts t h e c o m m u ni c ati o n o v er h e a d as w ell

as t h e a d diti o n al c o m p ut ati o n o v er h e a d i n d u c e d b y t h e Pi n T al g orit h m, t h er ef or e, it

d e p e n ds o n b ot h pr o bl e m si z e a n d n u m b er of pr o c ess ors e m pl o y e d. T h e m o d eli n g

of 𝑗 ( 𝑥 ) c a n b e f o u n d i n pr e vi o us st u di es o n Pi n T p erf or m a n c e s u c h as [ F al + 1 4 ]

or i n g e n er al o n p ar all el c o m p uti n g [ Q ui 0 8 ], si n c e t h e s c ali n g o v er h e a d d u e t o

c o m m u ni c ati o n us u all y s c al es O ( l o g(𝑡 )). F or si m pli cit y, w e tr e at t h e fr a cti o n

b et w e e n 𝑥 ( 𝑡 ) a n d 𝜋 as

𝑥 𝜏 ( 𝑡 ) =
𝜏 ( 𝑑 )

𝜏
≈ 𝑥 𝑡 · 𝐴 𝑡 𝑐( 𝑜 ) . ( 4. 1 8)

T h e v al u e of 𝑠 𝜔 c a n b e f urt h er a p pr o xi m at e d b y p erf or mi n g a t est si m ul ati o n a n d

c o m p ari n g t h e m e as ur e d p erf or m a n c e wit h t h e esti m at e d p erf or m a n c e. T h er ef or e,

w e c a n o bt ai n a n e m piri c al esti m ati o n of a d diti o n al p ar all eli z ati o n o v er h e a d o n t h e

t ar g et pl atf or m a n d pr o bl e m.

We c o m p ar e t h e esti m at e d p erf or m a n c e wit h m e as ur e m e nts f or t h e I E E E 1 4 a n d

t h e S ci Gri d- D E c as e, r es ults ar e s h o w n i n Fi g. 4. 6 . I n g e n er al, t h e esti m at e d p er-

f or m a n c e fits wit h t h e a ct u al p erf or m a n c e. H o w e v er, t h er e ar e still a g a p b et w e e n

esti m at e d a n d a ct u al s p e e d u p, w hi c h is d u e t o t h e f a ct t h at w e si m pli fi e d t h e a d di-

ti o n al c osts 𝑠 ( 𝑡 ). B ett er esti m ati o ns c a n b e m a d e b y m o d eli n g 𝜃 ( 𝐴 ) i n a m or e
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F ull Or d er- F ull Or d er/ C S

l vls = 2, C F = 2, C F 0 = 2

l vls = 2, C F = 2, C F 0 = 8

l vls = 2, C F = 2, C F 0 = 3 2

l vls = 2, C F = 2, C F 0 = 1 2 8

l vls = 2, C F = 2, C F 0 = 5 1 2

l vls = 3, C F = 2, C F 0 = 2

l vls = 3, C F = 2, C F 0 = 8

l vls = 3, C F = 2, C F 0 = 3 2

l vls = 3, C F = 2, C F 0 = 1 2 8

l vls = 3, C F = 2, C F 0 = 5 1 2

l vls = 4, C F = 2, C F 0 = 2

l vls = 4, C F = 2, C F 0 = 8

l vls = 4, C F = 2, C F 0 = 3 2

l vls = 4, C F = 2, C F 0 = 1 2 8

l vls = 4, C F = 2, C F 0 = 5 1 2

( a)
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ca
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x 
Sp

ee
du

p

l vl s = 2, C F = 2, ( D( p) ¿  w)

l vls = 3, C F = 2, ( D( p) ¿  w)

l vls = 4, C F = 2, ( D( p) ¿  w)

l vls = 2, C F = 2, ( D( p) ≈ w)

l vls = 3, C F = 2, ( D( p) ≈ w)

l vls = 4, C F = 2, ( D( p) ≈ w)

( b)

Fi g ur e 4. 5: C o m p aris o n of t h e or eti c al m a xi m al Pi n T s p e e d u p f or di ff er e nt M G RI T

l e v els a n d c o ars e ni n g f a ct or 𝑑 ⟨0 ⟩
𝑞 .
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1 0 22 × 1 0 1 3 × 1 0 1 4 × 1 0 1 6 × 1 0 1

N u m b er of T hr e a ds

1 0 − 1

1 0 0

1 0 1

S
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e
d
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p

A ct u al

Esti m at e d

Pi n T P erf or m a n c e wit h S ci Gri d- D E

( b)

Fi g ur e 4. 6: Esti m at e d p ar all el s p e e d u p usi n g t h e p erf or m a n c e m o d el c o m p ar e d wit h
a ct u al m e as ur e m e nt

r e alisti c w a y, f or i nst a n c e m o d eli n g it i n t h e f or m of 𝑑 + 𝑞 · l o g( 𝑄 ) [F al + 1 4 ], wit h

s o m e ass u m pti o ns a n d m e as ur e m e nts t o i nf er t h e v al u e of 𝑖 a n d 𝑁 , w hi c h r e pr es e nts

t h e c o m p ut ati o n r el at e d a n d c o m m u ni c ati o n r el at e d o v er h e a d, r es p e cti v el y.

4. 4 I m pl e m e nt ati o n of t h e C o m bi n e d P a r all el-i n- S p a c e- Ti m e S ol v e r

I n t his s e cti o n, w e pr es e nt a n o n-i ntr usi v e i m pl e m e nt ati o n t o c o m bi n e Pi n T a n d

Pi n S al g orit h ms. T h e Pi n T s ol v er is t a k e n fr o m t h e o p e n-s o ur c e s oft w ar e p a c k a g e

X Br ai d [ X B R AI D ], w hi c h pr o vi d es a n i m pl e m e nt ati o n f or M G RI T ; t h e Pi n S s ol v er

us es t h e i m pl e m e nt ati o n fr o m C h a p. 3 . S p e ci al c o nsi d er ati o ns i n i m pl e m e nti n g t h e

Pi n S i n cl u di n g a d at a- ori e nt e d d esi g n, w hi c h is n ot c o m m o n i n tr a diti o n al p o w er

s yst e m si m ul at ors, will b e dis c uss e d i n m or e d et ail i n l at er c h a pt ers. T h e k e y r e as o n

f or s u c h d at a- ori e nt e d d esi g n is t h at b ot h h et er o g e n e o us c o m p uti n g ori e nt e d Pi n S

i m pl e m e nt ati o n a n d Pi n T al g orit h m n e e d a fl att e n e d ar c hit e ct ur e f or t h e s yst e m

st at es , s o t h at t h es e st at es c a n b e e asil y a c c ess e d a n d pr o p a g at e d. I n tr a diti o n al

o bj e ct- ori e nt e d pr o gr a m d esi g n, t h es e d at a w o ul d h a v e b e e n e n c a ps ul at e d i n di ff er e nt

o bj e cts, f or i nst a n c e t h e o bj e cts t h at r e pr es e nt t h e e ntiti es o w ni n g t h es e d at a. T h e

di ff er e n c e of t h es e t w o pr o gr a m d esi g ns is b e y o n d t h e s c o p e of t his s e cti o n a n d ar e

dis c uss e d l at er.
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G P U

Pi n T  

pr o c e s s or

Pi n S pr o c e s s or Pi n S pr o c e s s or

G P U

x st at es

||r||

l e v el n

l e v el 0

Fi g ur e 4. 7: Pi n T S I m pl e m e nt ati o n

T h e i m pl e m e nt ati o n of t h e c o m bi n e d Pi n T S s ol v er is ill ustr at e d i n Fi g. 4. 7 . W h er e

Pi n T pr o c ess ors ar e e x e c ut e d o n C P U s w hi c h m a n a g es t h e all o c at e d Pi n S s ol v ers

o n G P U s. E a c h Pi n T pr o c ess or c o m m u ni c at es wit h ot h er pr o c ess ors vi a m ess a g e-

p assi n g i nt erf a c e ( M PI ) i n or d er t o c o or di n at e t h e p ar all el e x e c uti o n.

I n a d diti o n, t o i n cr e as e t h e t hr o u g h- p ut fr o m a si n gl e c o m p ut e n o d e, w e als o e n a bl e d

d y n a mi c s c h e d uli n g of m ulti pl e Pi n S s ol v ers o n t h e s a m e G P U. T his is b e c a us e e a c h

Pi n S s ol v er will cr e at e its o w n C U D A c o nt e xt, a n d t h e e x e c uti o n is s c h e d ul e d b y t h e

G P U its elf, w hi c h us u all y t ur ns o ut t o b e i n e ffi ci e nt. T o o v er c o m e t his, o n e s ol uti o n

is t o a p pl y a d y n a mi c s c h e d ul er. I n t his c as e, w e us e t h e s c h e d ul er fr o m N VI DI A b y

e n a bli n g m ulti- pr o c essi n g s er vi c e ( N VI DI A- M P S) o n t h e c o m p uti n g n o d es. A n d

w e k e pt t his c o n fi g ur ati o n i n all l at er b e n c h m ar ks.

C o m bi n e d P a r all el-i n- S p a c e- Ti m e P e rf o r m a n c e

Fi n all y, w e b e n c h m ar k t h e si m ul ati o n p erf or m a n c e u n d er c o m bi n e d Pi n T S al g o-

rit h m. T h e si m ul ati o ns ar e e x e c ut e d o n t h e s u p er c o m p ut er J U R E C A at t h e J üli c h

S u p er c o m uti n g C e nt er. T h e s u p er c o m p ut er J U R E C A h as 4 8 0 st a n d ar d c o m p ut e

n o d es, w h er e e a c h n o d e h as: 2 A M D E P Y C 7 7 4 2 C P Us, i n t ot al 2 × 6 4 c or es p er

n o d e wit h a b as e fr e q u e n c y of 2 .2 5 G H z ; 5 1 2 G B m e m or y wit h b as e fr e q u e n c y of

3 2 0 0 M H z , a n d t h e n et w or k c o n n e cti o n us es I n fi ni B a n d H D R 1 0 0 ( N VI DI A M el-

l a n o x C o n n e ct- X 6). I n a d diti o n, it h as 1 9 2 a c c el er at e d c o m p ut e n o d es, w hi c h
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0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0

N u m b er of T hr e a ds

1 4 0

1 6 0

1 8 0

2 0 0

2 2 0

2 4 0

2 6 0

So
lv
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g 

Ti
me
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s]

S ci gri d- D E gri d wit h Pi n T

Pi n T

S e q u e nti al

( a)

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0

N u m b er of T hr e a ds ( 2 T/ G P U, C U D A- M P S e n a bl e d)

1 2. 5

1 5. 0

1 7. 5

2 0. 0

2 2. 5

2 5. 0

2 7. 5

3 0. 0

3 2. 5

So
lv

in
g 
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me
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s]

S ci gri d- D E gri d wit h Pi n T S

Pi n T S

Pi n S

( b)

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0

N u m b er of Pr o c ess es ( Pi n T)

1. 6 × 1 0 2

1. 8 × 1 0 2

2 × 1 0 2

2. 2 × 1 0 2

2. 4 × 1 0 2

2. 6 × 1 0 2

Ex
ec

ut
io

n 
Ti

me
 [

s]

Pi n T

S e q u e nti al

Pi n T o v er S e q u e nti al

1. 0

1. 2

1. 4

1. 6

1. 8

Sp
ee

du
p

S ci gri d- D E gri d wit h Pi n T

( c)

1 0 0 1 0 1 1 0 2

N u m b er of Pr o c ess es ( 2 T/ G P U, C U D A- M P S e n a bl e d)

1 0 2

Ex
ec

ut
io

n 
Ti

me
 [

s]

Pi n T S

S e q u e nti al

Pi n T S o v er S e q u e nti al

Pi n S o v er S e q u e nti al

8

1 0

1 2

1 4

1 6

1 8

2 0

2 2

Sp
ee

du
p

S ci gri d- D E gri d wit h Pi n T S

( d)

Fi g ur e 4. 8: B e n c h m ar k r es ult o n d y n a mi c S ci Gri d- D E s yst e m. ( a)( c) S ol vi n g ti m e
a n d s p e e d u p wit h Pi n T , ( b)( d) S ol vi n g ti m e a n d s p e e d u p wit h Pi n T S

h as a d diti o n all y 4 N VI DI A A 1 0 0 G P U p er n o d e wit h i n t ot al 4 × 4 0 G B H B M 2 e

m e m or y. T h e c o m p ut e n o d es ar e dis kl ess, wit h a n et w or k c o n n e cti o n of 3 5 0 G B / s

t o t h e J üli c h St or a g e Cl ust er (J U S T). T h e si m ul at or is c o m pil e d wit h I nt el M K L

2 0 2 4 . 2 . 0 , O p e n M PI 5 . 0 . 5 , a n d N V H P C 2 4 . 9 .

T h e r es ult c a n b e f o u n d i n Fi g. 4. 8 , w e c a n g ai n a d diti o n al s p e e d u p o v er a p pl yi n g

Pi n T or Pi n S al o n e aft er ar o u n d 1 2 8 pr o c ess ors. We c a n n oti c e t h at t his br e a k- e v e n

p oi nt n e e ds m u c h m or e pr o c ess ors c o m p ar e d t o a p pl yi n g Pi n T al o n e, w hi c h w as

ar o u n d 3 2 pr o c ess ors. T his is b e c a us e t h e Pi n S al g orit h m is e x e c ut e d o n G P U

w h er e as t h e Pi n T al g orit h m is e x e c ut e d o n t h e C P U , it yi el ds hi g h er c o m m u ni c ati o n

o v er h e a d wit hi n e a c h it er ati o n d u e t o sl o w er d at a tr a nsf ers b et w e e n c hi ps.



5 8

4. 5 S u m m a r y

I n t his c h a pt er, w e i ntr o d u c e d t h e Pi n T al g orit h m a n d t h e c o m bi n e d Pi n T S al g orit h m

t o a c c el er at e p o w er s yst e m si m ul ati o n wit h tr a nsi e nt d y n a mi cs. I n or d er t o i n cr e as e

c o n v er g e n c e u n d er Pi n T , w e e m pl o y e d s e v er al a p pr o a c h es. Firstl y, w e e m pl o y e d

a h y bri d m o d eli n g t e c h ni q u e t h at d y n a mi c all y c h a n g es t h e or d er of t h e m o d el at

di ff er e nt Pi n T gri ds. S e c o n dl y, w e us e b u ff er e d c o ars e ni n g t o r e d u c e t h e n u m b er of

it er ati o ns n e e d e d wit h t h e s a m e t ot al c o ars e ni n g f a ct ors. A p erf or m a n c e m o d el is d e-

ri v e d t o esti m at e t h e a ct u al Pi n T p erf or m a n c e, w hi c h pr o vi d es a n i nsi g ht o n p ot e nti al

c o m p uti n g r es o ur c es n e e d e d t o a c hi e v e d esir e d s p e e d u p. Fi n all y, w e d e m o nstr at e d

t h e p erf or m a n c e usi n g t h e c o m bi n e d Pi n T S a p pr o a c h, s h o wi n g a d diti o n al s p e e d u p

c o m p ar e d t o a p pl yi n g Pi n T or Pi n S i n d e p e n d e ntl y.

S e v er al i m pr o v e m e nts o n m et h o d ol o g y a n d i m pl e m e nt ati o ns c o ul d still b e f urt h er

i n v esti g at e d. F or i nst a n c e, o n e c o ul d c o nsi d er c o m bi ni n g L-st a bl e m et h o d o n t h e

c o ars e l e v el a n d still e m pl o y c h e a p i nt e gr at ors o n t h e fi n e l e v el; m or e o v er, di ff er-

e nt t h e c o m bi n e d s p a c e-ti m e p ar all el a p pr o a c h s u ff ers fr o m c o m m u ni c ati o n d el a ys

si n c e t h e Pi n T al g orit h m is e x e c ut e d o n C P U a n d t h e Pi n S al g orit h m o n G P U. A n

i m pl e m e nt ati o n t h at e xtr a cts SI M D fr o m t h e Pi n T al g orit h m is als o p ossi bl e a n d

c o ul d b e f urt h er st u di e d.
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C h a p t e r 5

D A T A- O RI E N T E D SI M U L A T O R D E SI G N F O R F L E XI B L E
H A R D W A R E A C C E L E R A TI O N A N D C O- SI M U L A TI O N

I n t his c h a pt er, w e i ntr o d u c e a d at a- ori e nt e d d esi g n f or p o w er s yst e m si m ul at or

w hi c h c a n e ffi ci e ntl y c o m bi n e p ar all el-i n-s p a c e a n d p ar all el-i n-ti m e al g orit h ms,

s u p p orti n g m ulti- d o m ai n si m ul ati o ns as w ell as e ffi ci e nt utili z ati o n of h ar d w ar e

a c c el er at ors.

Fr o m C h a p. 3 a n d C h a p. 4 , w e alr e a d y i ntr o d u c e d t h e m et h o d ol o g y of t h e Pi n S as

w ell as c o m bi n e d Pi n T a n d Pi n S s ol v er, a n d es p e ci all y t h e c o n c e pt of m a p pi n g p o w er

s yst e m si m ul ati o n i nt o h et er o g e n e o us c o m p uti n g fr a m e w or k. I n t his c h a pt er, w e g o

m or e i nt o d et ail a b o ut h o w t h e d esi g n of t h e si m ul at or c o ul d p erf or m e x e c uti o n wit h

h ar d w ar e a c c el er at or a n d c o o p er at e wit h Pi n T al g orit h m e ffi ci e ntl y.

Tr a diti o n al si m ul ati o n s oft w ar e us u all y us e o bj e ct- ori e nt e d ( O O ) d esi g ns, as a r e-

s ult of t h e tr e n d of O O pr o gr a m mi n g l a n g u a g es li k e J a v a a n d C + +. F e at ur es i n

o bj e ct- ori e nt e d d esi g n li k e p ol y m or p his m a n d i n h erit a n c e h as i m pr o v e d m o d ul arit y

a n d c o d e r e us a bilit y, t h er ef or e pr o m oti n g t h e wi d e a d o pti o n of t h es e l a n g u a g es.

E x a m pl es c a n b e f o u n d i n o p e n-s o ur c e p o w er s yst e m si m ul ati o n t o ols, f or i nst a n c e

Gri d D y n [ K el + 1 5 ], D Psi m [Mir + 1 9 ], et c.

B esi d es t h e w ell- k n o w n O O d esi g n p att er n, t h e d at a- ori e nt e d ( D O ) d esi g n p att er n

h as als o aris e n dis c ussi o ns. I n t h e f oll o wi n g s e cti o ns, w e dis c uss t h e a d v a nt a g es of

d at a- ori e nt e d d esi g n c o m p ar e d t o t h e tr a diti o n al o bj e ct- ori e nt e d d esi g n a n d e x pl ai n

w h y it is s uit a bl e f or i m pl e m e nti n g hi g h p erf or m a n c e si m ul at ors. R e c e nt st u di es h a v e

als o e x pl or e d t h e p ot e nti al of d at a- ori e nt e d si m ul at ors f or p o w er s yst e m si m ul ati o n.

F or i nst a n c e, i n a v er y r e c e nt w or k [ C D D 2 3 ], C h e n g et al. pr o p os e d d at a- ori e nt e d

si m ul at or d esi g n f or c y b er- p h ysi c al s yst e ms, f o c usi n g t h e i nt er a cti o n of p o w er s yst e m

a n d c o m m u ni c ati o ns s yst e ms, as w ell as t h e si m ul ati o n of c y b er- att a c ks.

5. 1 D at a- O ri e nt e d D esi g n

D at a- ori e nt e d d esi g n h as b e e n wi d el y a d o pt e d i n g a m e e n gi n es, f or i nst a n c e i n

p o p ul ar e n gi n es li k e U nit y [ U NI 2 5 ], U nr e al E n gi n e [U N R 2 5 ]. A d diti o n all y, t h er e

h a v e b e e n o n g oi n g dis c ussi o ns c o n c er ni n g t h e a p pli c ati o n of d at a- ori e nt e d d esi g n

p att er ns i n g e n er al s oft w ar e d e v el o p m e nt i n or d er t o i m pr o v e r u nti m e e ffi ci e n ci es.
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N e v ert h el ess, m ost of t h e o pi ni o ns r e a c h e d c o ns e ns us t h at d at a str u ct ur e is t h e c or e

t o a pr o gr a m [K P 1 0 ]. I n t his w or k, w e will n ot e n g a g e i n d e b at es s u c h as w h et h er

w hi c h p att er n is b ett er [ C P P 1 8 ], i nst e a d, w e will f o c us o n t h e a d v a nt a g es of a p pl yi n g

d at a- ori e nt e d d esi g n i n o ur s p e ci fi c a p pli c ati o n c as e.

I n g e n er al, t h er e ar e s e v er al m ai n a d v a nt a g es of o bj e ct- ori e nt e d d esi g n p att er n:

1. I n h erit a n c e: T h e c o n c e pt of h a vi n g d at a cl ass es t h at r e pr es e nts o bj e cts, a n d

all o ws d e fi niti o n of s u b- cl ass es w hi c h c a n i n h erit m e m b ers a n d m et h o ds of

p ar e nt cl ass es. T his f e at ur e c o ul d r e d u c e d e v el o p m e nt ti m e a n d all o ws m or e

r e us e wit h t h e e xisti n g c o d e.

2. P ol y m or p his m: All o ws di ff er e nt d at a t y p es or cl ass es t o b e a c c ess e d usi n g

t h e s a m e i nt erf a c e. T his a g ai n f a cilit at es c o d e r e us e a n d r e d u c es d e v el o p m e nt

ti m e.

3. E n c a ps ul ati o n: D at a a n d r el at e d b e h a vi ors ar e b u n dl e d a n d hi d d e n i nt o a

si n gl e cl ass, t h er ef or e t h e a c c ess t o a n o bj e ct’s d at a is r estri ct e d, pr o vi di n g

hi g h er s yst e m s e c urit y a n d a v oi ds a c ci d e nt al d at a c orr u pti o ns.

T h es e f e at ur es ar e g e n er all y f a v or a bl e f or t h e m ai nt e n a n c e a n d d e v el o p m e nt of t h e

s oft w ar e. H o w e v er, i n c o m p uti n g-i nt e nsi v e pr o gr a ms, t h e y c a n b e c o m e o bst a cl es t o

p erf or m a n c e, a m ai n iss u e is t h e all o c ati o n of d at a i n t h e m e m or y.

T h e m e m or y s p a c e a v ail a bl e f or pr o gr a m is di vi d e d i nt o t w o s e g m e nts, n a m el y t h e

h e a p a n d t h e st a c k m e m or y. T h e st a c k all o ws d at a t o b e i m pl e m e nt e d i n a l ast-i n, first

o ut or d er, a n d t h e all o c ati o n is p erf or m e d li n e arl y i n t h e m e m or y s p a c e; w h er e as

t h e h e a p i m pl e m e nts a tr e e- b as e d str u ct ur e t h at all o ws d at a t o b e d y n a mi c all y

all o c at e d a n d a c c ess e d d uri n g t h e r u nti m e, a n d r es ults i n a n o n-s e q u e nti al all o c ati o n

i n m e m or y. T h er ef or e, w h e n a pr o gr a m n e e ds t o all o c at e d at a d y n a mi c all y d uri n g

t h e r u nti m e, it will l o o k f or fr e e s p a c es i n h e a p a n d all o c at e t h e d at a, w hi c h will

l e a d t o t h e d at a b ei n g all o c at e d n o n-s e q u e nti all y e v e n t h o u g h t h e y ar e s e q u e nti all y

i nst a nti at e d. T his will c a us e t w o m ai n iss u es: first, if w e o nl y n e e d t o a p pl y c ert ai n

b e h a vi or o n a s m all s et of d at a of a n o bj e ct, t h e pr o c ess or still n e e ds t o f et c h t h e

c o m pl et e o bj e ct fr o m t h e m e m or y, w hi c h l e a ds t o i n e ffi ci e nt us a g e of c a c h e; s e c o n d,

if w e n e e d t o o p er at e o n t h e d at a fr o m m ulti pl e o bj e cts, as t h e y ar e s pr e a d i n t h e

m e m or y, it will r es ult i n hi g h c a c h e miss es, w hi c h, i n t ur n, e v e nt u all y l e a d t o l o w er

p erf or m a n c e.
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Cl ass A
p 1, p 2
v 1, v 2

b e h a vi or()

Cl ass B
p 1, p 2
v 1, v 2

b e h a vi or()

Cl ass C
p 1, p 2
v 1, v 2

b e h a vi or()

( a)

Cl ass A D at a
p 1, p 2

v 1, v 2

Cl ass B D at a
p 1, p 2

v 1, v 2

Cl ass C D at a
p 1, p 2

v 1, v 2

Cl ass P ar a m et ers
p 1 A, p 2 A, p 1 B, p 2 B, ...

Cl ass V ari a bl es
v 1 A, v 2 A, v 1 C, v 2 B, ...

b e h a vi or _ Cl ass A()

b e h a vi or _ Cl ass B()

b e h a vi or _ Cl ass C()

( b)

Fi g ur e 5. 1: E x a m pl e of ( a) o bj e ct- ori e nt e d d esi g n: o bj e cts h as its d at a a n d o w n b e-
h a vi or i nt er n all y i m pl e m e nt e d, e x pli cit i nt er a cti o n a m o n g o bj e cts is n ot n e e d e d; ( b)
d at a- ori e nt e d d esi g n: d at a a n d b e h a vi or of t h e o bj e cts ar e i m pl e m e nt e d s e p ar at el y.

0 x 5 5 6 7 8 6 d cf e b 0

0 x 5 5 6 7 8 6 d d 0 5 9 0

O bj e ct- Ori e nt e d 0 x 5 5 7 5 a 3 8 c 8 e b 0

0 x 5 5 7 5 a 3 8 c 9 0 a 0

D at a- Ori e nt e d

Fi g ur e 5. 2: C o m p aris o n of m e m or y l a y o ut i n d at a- ori e nt e d a n d o bj e ct- ori e nt e d
d esi g n, e a c h c ell r e pr es e nts a m e m or y a d dr ess. A d dr ess es wit h d at a all o c at e d ar e
m ar k e d.
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We d e m o nstr at e t h e di ff er e n c e of t h e O O a n d D O d esi g n p att er n vi a a n e x a m pl e

s h o w n i n Fi g. 5. 1 . We d e fi n e t hr e e o bj e ct cl ass es wit h e a c h of t h e m c o nt ai ni n g

t w o p ar a m et ers a n d t w o v ari a bl es, a n d o w n b e h a vi or as a m e m b er f u n cti o n. I n t h e

O O d esi g n, d at a a n d b e h a vi or ar e e n c a ps ul at e d i n e a c h o bj e ct d e fi niti o ns. T h e D O

d esi g n d e fi n es t w o c e ntr al cl ass es, n a m el y P ar a m et ers a n d V ari a bl es t o s u m m ari z e

all t h e d at a fr o m t h e o bj e cts, a n d i m pl e m e nt t h e b e h a vi or f u n cti o ns f or e a c h o bj e ct

s e p ar at el y. T h e di ff er e n c e of t h eir d at a all o c ati o n i n m e m or y is ill ustr at e d i n Fi g. 5. 2 .

We c a n n oti c e t h at t h e d at a l a y o ut i n D O d esi g n is m or e ali g n e d, w h er e as wit h O O

d esi g n it is m or e s c att er e d i n t h e m e m or y s p a c e. T his h as d e m o nstr at e d t h e c or e

i d e a of usi n g a D O d esi g n p att er n, t h at is t o e ns ur e m or e e ffi ci e nt d at a a c c ess.

T h e D O d esi g n is als o b e n e fi ci al t o p ar all el e x e c uti o n. As ill ustr at e d i n t h e e x a m-

pl e Fi g. 5. 1 , si n c e all d at a ar e e x p os e d a n d st or e d c e ntr all y, o p er ati o ns c a n b e e asil y

p ar all eli z e d b y t h e c o m pil er or vi a i m pl e m e nti n g p ar all el c o nstr u cts e x pli citl y.

O v er all, t h e D O d esi g n p att er n gi v es m or e e m p h asi z e o n t h e d at a r at h er t h a n o n

t h e c o d e. F or c o m p uti n g-i nt e nsi v e t as ks, D O d esi g n pr o vi d es p ot e nti all y hi g h er

p erf or m a n c e a n d e asi er f or o pti mi z ati o ns.

5. 2 D at a- O ri e nt e d D esi g n f o r H et e r o g e n e o us C o m p uti n g F r a m e w o r k

We pr o p os e d a D O d esi g n s o t h at w e c a n utili z e its a d v a nt a g es t o i n cr e as e si m ul ati o n

p erf or m a n c es, m or e o v er, t h e tr a diti o n al O O d esi g n p att er n is still m ai nt ai n e d o n t h e

i niti ali z ati o n p h as e, f or i nst a n c e f or s etti n g u p t h e d at a str u ct ur es, et c. T h e c o m pl et e

si m ul at or i m pl e m e nt ati o n f oll o ws a h y bri d d esi g n p att er n, w h er e as D O is m or e

r es p e ct e d i n t er ms of si m ul ati o n.

O v er all, t h e si m ul at or e x e c uti o n is fit i nt o t hr e e st e ps:

• I niti ali z ati o n: cir c uit s et u p a n d i niti ali zi n g d at a str u ct ur e o n h ost a n d d e vi c e;

m atri x f a ct ori z ati o n or c al c ul ati o n of m atri x i n v ers e

• S ol v e: m ai n c o m p ut ati o n l o o p, c o m p o n e nts a n d n et w or ks ar e s ol v e d

• P ost- S ol v e: e n di n g p h as e, writ e r es ult a n d r el e as e m e m or y

Si n c e t h e n et w or k c a n b e s e e n as i nt er c o n n e cti o n of di ff er e nt c o m p o n e nts s u c h as

li n es, g e n er at ors, t h e i m pl e m e nt ati o n of c o m p o n e nt o bj e cts is t h e criti c al p art of

t h e o v er all str u ct ur e. T w o cl ass es h a v e b e e n i m pl e m e nt e d t o d es cri b e e a c h t y p e of

c o m p o n e nt. T h e first of t h es e is a c o m p o n e nt o bj e ct t o r e pr es e nt a si n gl e i nst a n c e
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M et a-
C o m p o n e nt

c o m p B _ 1 f u n c B ( )

C o m p o n e nt
C o m p o n e nt

B e h a vi or

c o m p A _ 1

f u n c A ( )

D at a A c c e s s or

I n v o k e c o m p o n e nt
b e h a vi or s

A

B

S y st e m St at e ( o n d e vi c e )S y st e m St at e ( o n h o st)

s t a t e B u f f e r *

A c c e s s d at a
(f or i niti ali z ati o n)

All o c at e d at a t o
d e vi c e m e m or y

b uff er s

Fi g ur e 5. 3: D at a- ori e nt e d d esi g n f or e x e c uti o n o n h et er o g e n e o us ar c hit e ct ur e

of a c o m p o n e nt of c ert ai n t y p e. T h e s e c o n d of t h es e is a m et a- c o m p o n e nt o bj e ct

r e pr es e nti n g c o m p o n e nts of c ert ai n t y p e.

T h e c o m p o n e nt o bj e cts i m pl e m e nt m et h o ds t h at c a n i niti ali z e t h e S yst e m St at e o bj e ct

w hi c h i n cl u d es si m ul ati o n-r el at e d m atri c es, p ar a m et ers, v ari a bl es, et c., t his is si m-

il ar t o t h e cl ass es i n Fi g. 5. 1 b . E a c h i nst a n c e of t h e c o m p o n e nt o bj e ct r e pr es e nts a

p h ysi c al c o m p o n e nt i n t h e s yst e m, s u c h as a tr a ns missi o n li n e, a g e n er at or, or e v e n a n

i n d u ct or. E a c h c o m p o n e nt o bj e ct h as a li n k t o t h e m et a- c o m p o n e nt of its t y p e. T h e

m et a- c o m p o n e nt c o nt ai ns t h e m et h o d f or a c c essi n g t h e d at a i n S yst e m St at e as w ell as

t h e c orr es p o n di n g b e h a vi or . T h e b e h a vi ors ar e t h e si m ul ati o n-r el at e d f u n cti o ns of

di ff er e nt t y p es of c o m p o n e nts, s u c h as n u m eri c al i nt e gr ati o n, a n d ar e i m pl e m e nt e d

s e p ar at el y. M or e o v er, e a c h b e h a vi or c a n b e c o nsists of di ff er e nt b asi c b e h a vi ors ,

s u c h as tr a nsf or m ati o n ( e. g. P ar k Tr a nsf or m), v e ct or a d diti o n, et c. T h e o v er all ai m

of t his a p pr o a c h is t w of ol d: firstl y, t o i n cr e as e t h e r e us a bilit y of t h e i m pl e m e nt e d
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D at a𝑑 1 𝑞 2 𝑄 3 𝑖 4 𝑁 5 𝑣 6

𝑁 1 𝑟 2 𝑡 3 𝑎 4 𝑡 5 𝑥 6 𝑡 7 𝑗 8 𝑥 9 𝑡 1 0 𝑥 1 1 𝑡 1 2

𝜋 1 𝑥 2 𝜏 3 𝑡 4 𝜏 5 𝑑 6 𝜏 7 𝑥 1 𝑡 2 𝐴 3 𝑡 4 𝑐 5

R es ult

Val u e

I n d e x

Fi g ur e 5. 4: Ill ustr ati o n of t h e g at h er-s c att er a p pr o a c h f or p ar all el e x e c uti o n o n
d e vi c e.

c o d e, a n d s e c o n dl y, t o r e d u c e t h e di ffi c ulti es i n o pti mi zi n g t h e p erf or m a n c e d uri n g

p ar all el e x e c uti o n.

I n a d diti o n, a D at a A c c ess or o bj e ct is i m pl e m e nt e d t o h el p c o m p o n e nt o bj e cts t o

a c c ess c o m p o n e nt-r el at e d d at a st or e d i n S yst e m St at e . T h e r el ati o ns hi p of t h es e

o bj e cts ar e ill ustr at e d i n Fi g. 5. 3 .

S yst e m St at es

T h e si m ul at or is d esi g n e d ar o u n d t h e d at a str u ct ur e, w hi c h i n o ur c as e is t h e S ys-

t e m St at e cl ass. I n or d er t o s e p ar at e c o m p o n e nt b e h a vi ors fr o m t h e o bj e cts, t h e

d at a is str u ct ur e d i nt o t w o l a y ers: a n i n d e x l a y er a n d a v al u e l a y er, b ot h usi n g a

g e n eri c d at a t y p e, f or e x a m pl e a v e ct or s t d : : v e c t o r fr o m t h e st a n d ar d c o nt ai n ers

of C + +. T h er ef or e, t h e b e h a vi ors ar e e x e c ut e d f oll o wi n g a g at h er-s c att er a p pr o a c h:

all n e c ess ar y i n di c es ar e l o a d e d fr o m m e m or y, i n cl u di n g t h e l o c ati o n of p ar a m et ers,

v ari a bl es i n t h e d at a, a n d t h e m atri x/ v e ct or l o c ati o n i n M N A w h er e e a c h c o m p o n e nt

i nst a n c e s h o ul d r e a d/ writ e i nt o. T h e b e h a vi or f u n cti o n r e a ds d at a fr o m t h es e l o c a-

ti o ns, p erf or m c o m p ut ati o ns, a n d writ es t o t h e r el e v a nt l o c ati o ns aft er c o m p ut ati o ns,

as s h o w n i n Fi g. 5. 4 .

T h e h ost-si d e cl ass S y s t e m S t a t e c o nsists of s e v er al st a n d ar d c o nt ai n ers s u c h as

s t d : : v e c t o r a n d s t d : : m a p , as s h o w n i n Fi g. 5. 5 , w hi c h ar e fill e d b y all t h e c o m-

p o n e nt o bj e cts d uri n g t h e i niti ali z ati o n p h as e. O n t h e d e vi c e si d e, t h e S y s t e m S t a t e

d at a ar e st or e d i n m e m or y b u ff ers , it is i niti ali z e d b ef or e t h e si m ul ati o n a n d r esi d es

o n t h e d e vi c e t hr o u g h o ut its lif eti m e. T h e h ost-si d e S y s t e m S t a t e c o nt ai ns a p oi nt er

t o t h e m e m or y b u ff er o n G P U w h er e t h e G P U-si d e st at es ar e all o c at e d, s o t h at it

c a n o p er at e wit h t his p oi nt er t o a c c ess t h e d at a st or e d o n t h e G P U a n d p erf or m r e a d

o p er ati o ns, f or e x a m pl e t o u p d at e t h e r es ults o n t h e h ost-si d e.
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S yst e m St at e

ti m e: d o u bl e
p ar a m et ers: S yst e m P ar a m et ers
v ari a bl es: St at e

S yst e m P a r a m et e rs

c o m p N o d eI n di c es : m a p <i nt, v e ct or >
c o m p D at a : m a p <i nt, st d:: v e ct or >
i n ci d e n c e M atri x : Ei g e n:: M atri x

St at e

c o m p N o d eI n di c es : m a p <i nt, v e ct or >
c o m p D at a : m a p <i nt, v e ct or >

Fi g ur e 5. 5: Cl ass di a gr a m of S y s t e m S t a t e

B e h a vi o rs

Si m ul ati o n-r el at e d b e h a vi ors ar e f or e x a m pl e n u m eri c al i nt e gr ati o n r o uti n es, w hi c h

ar e i m pl e m e nt e d as s e p ar at e f u n cti o ns t o t h e c o m p o n e nts, a n d w h os e e x e c uti o n is

c o ntr oll e d b y t h e m et a- c o m p o n e nts .

O n t h e d e vi c e, t h es e b e h a vi ors ar e i m pl e m e nt e d as k er n el f u n cti o ns t h at t a k e p oi nt ers

t o t h e m e m or y b u ff ers w h er e t h e S yst e m St at e d at a is all o c at e d. A n e x a m pl e of

d e vi c e-si d e b e h a vi or f u n cti o ns c a n b e f o u n d i n List. 5. 1 , w hi c h s h o ws a pr e-st e p t h at

st a m ps t h e r es ults i nt o t h e ri g ht-si d e v e ct or i n t h e n et w or k st e p ( M N A ), a p ost-st e p

t h at p erf or ms i nt e gr ati o n, as w ell as h el p er f u n cti o ns t h at c a n o nl y b e c all e d b y t h e

d e vi c e-si d e k er n els.

T h e O p e n C L fr a m e w or k a n d t h e fl e xi bilit y l a y er w er e i ntr o d u c e d i n C h a p. 3 , w h er e

w e e x pl oit t h e si mil arit y b et w e e n v e n d or-s p e ci fi c fr a m e w or ks a n d O p e n C L s o t h at

t h e c o d e c a n b e tr a nsl at e d i nt o e a c h ot h er. O n t h e h ost si d e, t h e i m pl e m e nt ati o n of

fl e xi bilit y l a y er r eli es o n a bstr a cti n g t h e A PI of di ff er e nt fr a m e w or ks; o n t h e d e vi c e

si d e, it r eli es o n a s et of pr e d e fi n e d m a cr os as w e w a nt t o k e e p t h e str u ct ur e m or e

fl at a n d t h e f a ct t h at t h e k er n el c o d e is c o m pil e d at t h e r u nti m e.

5. 3 I nt e g r ati o n wit h P a r all el-i n- Ti m e Al g o rit h m

I n C h a p. 4 w e i ntr o d u c e d t h e Pi n T S m et h o d, w hi c h c o m p ut es t h e s ol uti o n of a

c o ars e gri d a n d c o m p ut es fi n er gri ds b as e d o n it t o a c c el er at e t h e c o m p ut ati o n of

gl o b al fi n e gri d s ol uti o n. I m pl e m e nti n g Pi n T i n a p o w er s yst e m si m ul at or usi n g a n



6 6

1 # i n c l u d e < c l c u U t i l s . h >
2

3 / / m a c r o s d e f i n e d f r o m h o s t t o d e t e r m i n e t h e t a r g e t
f r a m e w o r k

4 / / # U S E _ C U D A
5 / / # U S E _ H I P
6 / / # U S E _ O P E N C L
7

8 H E L P E R v o i d t r a n s f o r m ( R E A L * v a r s _ i n , R e a l * v a r s _ o u t )
{

9 / / h e l p e r f u n c t i o n t h a t o n l y c a l l e d o n t h e d e v i c e
1 0 }
1 1

1 2 / / k e r n e l f u n c t i o n
1 3 K E R N E L v o i d p r e S t e p ( c o n s t G L O B A L R E A L * p a r a m s ,

G L O B A L R E A L * v a r i a b l e s , i n t * i n d i c i e s ) {
1 4 i n t i d = G E T _ G L O B A L _ I D ;
1 5 R E A L p a r a m s _ l o c a l [ N U M _ P A R A M S ] , v a r i a b l e s _ l o c a l [

N U M _ V A R S ] ;
1 6 a r r l o a d n ( p a r a m s , p a r a m s _ l o c a l , N U M _ P A R A M S ) ;
1 7 a r r l o a d n ( v a r i a b l e s , v a r i a b l e s _ l o c a l , N U M _ V A R S ) ;
1 8 w r i t e T o C o m p o n e n t O u t p u t V e c t o r ( v a r i a b l e s _ l o c a l ,

p a r a m a s _ l o c a l ) ;
1 9 }
2 0

2 1 / / k e r n e l f u n c t i o n
2 2 K E R N E L v o i d p o s t S t e p ( c o n s t G L O B A L R E A L * p a r a m s ,

G L O B A L R E A L * v a r i a b l e s , i n t * i n d i c i e s ) {
2 3 i n t i d = G E T _ G L O B A L _ I D ;
2 4 R E A L p a r a m s _ l o c a l [ N U M _ P A R A M S ] , v a r i a b l e s _ l o c a l [

N U M _ V A R S ] ;
2 5 a r r l o a d n ( p a r a m s , p a r a m s _ l o c a l , N U M _ P A R A M S ) ;
2 6 a r r l o a d n ( v a r i a b l e s , v a r i a b l e s _ l o c a l , N U M _ V A R S ) ;
2 7 i n t e g r a t e ( v a r i a b l e s _ l o c a l , p a r a m a s _ l o c a l ) ;
2 8 a r r s t o r e n ( v a r i a b l e s _ l o c a l , v a r i a b l e s , N U M _ V A R S ) ;
2 9 }

Listi n g 5. 1: Ill ustr ati o n of b e h a vi or c o d e f or k er n els
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C + + C o d e Bi n di n gs

S h ar e d Li br ar y P yt h o n C o d e

C o m pil ati o n

I m p ort

Fi g ur e 5. 6: C o n c e pt of t h e P yt h o n I nt erf a c e t o t h e I m pl e m e nt e d C + + Si m ul at or

o bj e ct- ori e nt e d d esi g n is c h all e n gi n g, b e c a us e it r e q uir es a s et of s yst e m st at es t o b e

s el e ct e d a n d e x p os e d t o t h e Pi n T s ol v er t o o p er at e, w hi c h c o n fli cts wit h t h e d esi g n

of o bj e ct a bstr a cti o ns a n d e n c a ps ul at e d v ari a bl es. H o w e v er, d at a- ori e nt e d d esi g n is

n at ur all y s uit e d t o t his r e q uir e m e nt, as t h e v e ct or of st at es is n at ur all y e x p os e d a n d

t h er ef or e is dir e ctl y m a ni p ul a bl e. D uri n g e x e c uti o n, t h e st at e v e ct or c a n b e a c c ess e d

a n d distri b ut e d b y t h e p ar all el-i n-ti m e pr o c ess ors.

5. 4 P yt h o n I nt e rf a c e

P yt h o n h as b e e n o n e of t h e m ost p o p ul ar pr o gr a m mi n g l a n g u a g es f or y e ars. I n t h e

r e c e nt r a n ki n gs, it is still at t h e t o p of t h e l a n g u a g es list e d [C as 2 4 ]. T his s cri pti n g

l a n g u a g e f e at ur es cl e ar s y nt a x, a n d a ut o m ati c m e m or y m a n a g e m e nt, w hi c h l e a ds

t o r e d u c e d pr o gr a m d e v el o p m e nt ti m e. I n a d diti o n, P yt h o n pr o gr a ms ar e us u all y

i nt er pr et e d wit h o ut t h e n e e d f or c o m pil ati o n, a n d t h e p yt h o n i m pl e m e nt ati o n ( or

P yt h o n i nt er pr et er) is als o v er y p ort a bl e, s o t h at a p yt h o n pr o gr a m c a n b e e asil y

d e pl o y e d o n di ff er e nt pl atf or m. As a r es ult, P yt h o n is e as y t o l e ar n a n d f a v or e d i n

m a n y fi el ds, i n cl u di n g t h e e n gi n e eri n g fi el d.

T o i n cr e as e t h e us a bilit y of t h e i m pl e m e nt e d si m ul at or, w e i m pl e m e nt e d a P yt h o n

i nt erf a c e usi n g P y bi n d [2 5 ], s o t h at t h e si m ul ati o ns c a n b e cr e at e d a n d e x e c ut e d

fr o m a P yt h o n s cri pt. T h e c o n c e pt is ill ustr at e d i n Fi g. 5. 6 , aft er i m pl e m e nti n g

bi n di n gs f or r el at e d o bj e cts a n d f u n cti o ns, t h e ori gi n al pr o gr a m c a n b e c o m pil e d

wit h t h e bi n di n gs t o g et h er a n d cr e at e a s h ar e d li br ar y, w hi c h c a n t h e n b e i m p ort e d

i nt o P yt h o n s cri pts a n d t h e bi n di n gs c a n b e i n v o k e d.
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C h a p t e r 6

T O W A R D S HI G H P E R F O R M A N C E SI M U L A TI O N O N G P U

I n C h a pt er 3 , 4 , w e i ntr o d u c e d t h e p ar all el al g orit h ms a n d a n al y z e d t h eir t h e or eti c al

s p e e d u p, as w ell as t h e d at a- a n d t as k- p ar all el d esi g n f or e ffi ci e nt e x e c uti o n o n

G P U , i n C h a pt er 5 w e i ntr o d u c e d t h e d at a- ori e nt e d d esi g n t o i n cr e as e t h e o v er all

p erf or m a n c e of t h e si m ul at or. I n t his c h a pt er, w e l o o k i n m or e d et ail at h o w t o

o pti mi z e t h e G P U - b as e d c o m p ut ati o ns i n o ur si m ul ati o n.

O pti mi zi n g t h e p erf or m a n c e of s oft w ar e, a n d i n p arti c ul ar s ci e nti fi c c o m p uti n g

pr o gr a ms, h as b e e n st u di e d f or d e c a d es. T y pi c al t u ni n g t e c h ni q u es s u c h as l o o p

u nr olli n g, v e ct ori z ati o n, et c. c a n us u all y b e a p pli e d t o i m pr o v e c o d e p erf or m a n c e.

I n a d diti o n, t o t u n e t h e p erf or m a n c e o v er di ff er e nt e n vir o n m e nts or pl atf or ms, t h e

c o n fi g ur ati o n of t h es e t e c h ni q u es, e. g. l o o p u nr oll f a ct or, til e si z es [ K K O 0 3 ], n e e ds

als o t o b e a n al y z e d a n d a d a pt e d. I n or d er t o s e e h o w t h e a p pli e d t e c h ni q u es a n d

its p ar a m et ers i m p a ct t h e p erf or m a n c e, t h e si m pl est w a y is t o i m pl e m e nt t h e m i n

a s e p ar at e pr o gr a m a n d r u n b e n c h m ar ks f or c o m p aris o n. Of c o urs e, t his a p pr o a c h

c a n b e v er y ti m e- c o ns u mi n g a n d c h all e n gi n g: t e c h ni c al i nsi g ht, e x p ert k n o wl e d g e

of t h e al g orit h m a p pli e d, h ar d w ar e ar c hit e ct ur e, et c. ar e als o r e q uir e d i n or d er t o

t u n e t h e p erf or m a n c e m or e e ff e cti v el y. I n t h e e n d, t his l e a ds t o a ti m e- c o ns u mi n g

pr o c ess a n d n e e ds t o b e p erf or m e d r e p e at e dl y f or e v ol vi n g h ar d w ar e. O b vi o usl y,

t h e a bilit y t o t u n e t h e p erf or m a n c e a ut o m ati c all y a cr oss di v ers e pl atf or ms w o ul d b e

hi g hl y a d v a nt a g e o us.

Hist ori c all y, t h er e h a v e b e e n t w o s e p ar at e p at h w a ys t o t u n e t h e c o d e a ut o m ati c all y.

T h e first w a y is t o i m pr o v e t h e c o m pil ers s o t h at t h e y c a n g e n er at e hi g h p erf or m a n c e

m a c hi n e c o d e f or di ff er e nt pl atf or ms [ H P P 0 9 ] wit h mi ni m al a dj ust m e nts i n t h e c o d e,

t his is t h e p at h t h e c o m pil er c o m m u nit y is c o nst a ntl y w or ki n g. T h e s e c o n d w a y is t o

e xtr a ct t h e p art wit h t h e d o mi n a nt c ost, a n d t h e n e v e nt u all y pr o d u c e p a c k a g e d t o ols

wit h hi g hl y o pti mi z e d c o d e b y gr o u ps of e x p erts. M a n y li n e ar al g e br a li br ari es or

n u m eri c al f u n cti o ns ar e of e x a m pl es of t h e s e c o n d w a y [ C P D 0 1 ], e. g. B L A S , F F T,

et c. Si n c e o ur o bj e cti v e is n ot t o b uil d a c o m pil er, i n t his w or k, w e ai m t o s e e t h e

e xt e nt t o w hi c h t h e o v er all p erf or m a n c e c a n b e i m pr o v e d vi a t h e s e c o n d a p pr o a c h,

w h er e w e e xtr a ct a n d p a c k a g e t h e c o m p ut ati o n-i nt e nsi v e r o uti n es, a n d e v e nt u all y

o pti mi z e t h os e r o uti n es s p e ci fi c all y.
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T h er e e xist a p pr o a c h es t o b uil d a ut o-t u n ers t h at c a n p erf or m s u c h o pti mi z ati o ns

a ut o m ati c all y. F a m o us e x a m pl es c a n b e f o u n d i n B L A S li br ari es, s u c h as i n t h e

A ut o m ati c all y T u n e d Li n e ar Al g e br a S oft w ar e ( A T L A S ) pr oj e ct [C P D 0 1 ], w h er e

t h e a ut o m ati c e m piri c al o pti mi z ati o n of s oft w ar e (A E O S ) a p pr o a c h w as e m pl o y e d

t o a ut o m ati c all y t u n e t h e p erf or m a n c e.

I n or d er t o i m pr o v e t h e p erf or m a n c e of o ur p o w er s yst e m si m ul ati o n k er n els o n G P U,

a n d i d e all y a cr oss m ulti pl e pl atf or ms, t h e a ut ot u ni n g fr a m e w or k wit h t h e A E O S

a p pr o a c h is e m pl o y e d. As pr o p os e d i n [ M Z B 2 4 ], t h e f u n d a m e nt al c o n c e pt of t h e

t o ol is t o g e n er at e t h e e ntir e n u m eri c al i nt e gr ati o n k er n el f or s p e ci fi c c o m p o n e nts,

i nst e a d of i m pl e m e nti n g k er n els t h at i n v o k es B L A S li br ari es, wit h t h e o bj e cti v e of

a c hi e vi n g b ett er p erf or m a n c e.

I n t his c h a pt er, w e a n al y z e t h e t e c h ni q u es t o t u n e o ur c o d e f or G P U e x e c uti o n, a n d

i ntr o d u c e a n a ut o m at e d o pti mi z ati o n t e c h ni q u e t o i m pr o v e t h e p erf or m a n c e of o ur

s ol v er o n di ff er e nt h ar d w ar e.

T h e w or k i n t his c h a pt er h as b e e n p arti all y pr es e nt e d i n [ Z M B 2 4 ] a n d [M Z B 2 4 ].

6. 1 B ottl e n e c ks

Ta ki n g t h e Pi n S f or m ul ati o n fr o m C h a pt er 3 , w e a p pl y t h e R o o fli n e m o d el [W W P 0 9 a ]

t o i d e ntif y t h e p erf or m a n c e c o nstr ai nts wit h r es p e ct t o di ff er e nt h ar d w ar e. T h e m o d el

us es t h e or eti c al p e a k p erf or m a n c e t o vis u ali z e t h e “ c eili n g ” of t h e c o m p uti n g h ar d-

w ar e, a n d t h er ef or e e v al u at e t h e p erf or m a n c e of t h e pr o gr a m e x e c uti o n o n t h e m

b as e d o n t h e o p er ati o n al i nt e nsit y 𝑑 a n d a c hi e v e d p erf or m a n c e 𝑞 . T h e o p er ati o n al

i nt e nsit y 𝑄 is d e fi n e d b y

𝑖 =
𝑁

𝑣

F L O P

b yt e
, ( 6. 1)

w h er e 𝑁 r e pr es e nts t h e n u m b er of t ot al fl o ati n g- p oi nt o p er ati o ns p erf or m e d, a n d

𝑟 t h e t ot al b yt es fr o m r e a d a n d writ e o p er ati o ns d uri n g t h e e x e c uti o n. Ass u mi n g

e x pli cit F o urt h or d er R u n g e K utt a ( R K 4 ) m et h o d is us e d t o i nt e gr at e n o nli n e ar

c o m p o n e nts, a n d E ul er B a c k w or d ( E B ) f or t h e li n e ar c o m p o n e nts, t h e W or k 𝑡

n e e d e d b y e a c h si m ul ati o n st e p c a n b e e asil y c al c ul at e d b y

𝑎 = 𝑡 𝑥 𝑡 𝑗 𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 𝜋𝑥 + 𝜏 𝑡 𝜏 𝑑 𝜏𝑥𝑡 𝐴𝑡𝑐 𝑜 𝑠𝜔𝑠 𝑡 𝜃 + 𝐴 𝑡 𝑐𝑜 𝑠 𝜔 𝑠 𝑡 ( 6. 2)

=
𝜃𝐴

𝑡

𝑠 𝑖𝑛 𝜔 𝑠 4 ,𝑡 +
𝜃𝑥

𝑎

𝑡 𝑥𝑡 𝑗 𝑥, 𝑡 + 𝐴 𝑡 𝑐 𝑜 𝑠𝜔𝑠 𝑡𝜃𝑗 𝑠 𝑖𝑛𝜔 𝑠 𝑡 + 𝜃 𝐴 𝑡𝑒 𝑗 𝜃 𝑒 𝑗 , ( 6. 3)

w h er e 𝜔 𝑡 𝑞 𝑥 𝑅 𝑥 𝐼 𝛿 𝛿𝛿 r e pr es e nts t h e c o m p ut ati o n c ost of c o m p o n e nts, 𝛿 𝑥 𝑑 𝑥 𝑞𝐿𝑎 𝑞𝑖𝑞 𝐿 𝑎𝑞𝑖 𝑞 𝐿

a d diti o n al o v er h e a d i n d u c e d b y p ar all el e x e c uti o n, a n d 𝑖 𝑓 𝑑𝐿 𝑓 𝑓 𝑑 𝑖 b y s ol vi n g t h e li n e ar
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Ta bl e 6. 1: O p er ati o n al i nt e nsit y a n al ysis f or b asi c n u m eri c al o p er ati o ns wit h F P 6 4

O p er ati o n W 𝑑 𝑞 𝑄 𝑖

C o m pl e x m ulti pli c ati o n 6 4 · 8 2 · 8
C o m pl e x a d d/s u b 2 4 · 8 2 · 8

Si n e 1 ≥ 1 0 8 8

C osi n e 1 ≥ 1 0 8 8

Ta bl e 6. 2: O p er ati o n al i nt e nsit y a n al ysis f or m ai n si m ul ati o n st e ps

M ai n si m ul ati o n f u n cti o ns i nt er n al st a g es 𝑁 (𝑣 ) 𝑁 𝑟 (𝑡 ) 𝑎 𝑡 (𝑥 )
C a p a cit or / I n d u ct or - ≥ 1 6 𝑡 𝑗 ≥ 8 · 6 𝑥 𝑡 · 2 ≥ 8 · 6 𝑥 𝑡 · 2

S y n c hr o n o us M a c hi n e

r ot ati n g Fr a m e Tr a nsf or m ≥ 4 4 𝜋 𝑥 0 0
e v al u at e Dir e v ati v e ≥ 5 1 8 𝜏 𝑡 0 0
c al c ul at e O ut p ut ≥ 1 0 1 𝜏 𝑑 0 0
m e m or y R W - ≥ 8 · 1 8 0 𝜏 𝑥 ≥ 8 · 1 7 𝑡 𝐴

R e d u cti o n (s p ars e B L A S) - ≈ 2 · 𝑡 𝑐 𝑜 · 2 ≈ 8 · 3 · 𝑠 𝜔 𝑠 + 2 · 8 · 𝑡 𝜃 ≈ 2 · 8 · 𝐴 𝑡

N et w or k - 8 𝑐 2
𝑜 + 8 𝑠 𝜔 ≥ 2 · 8 · (𝑠 2

𝑡 + 2 𝜃 𝐴 ) ≥ 2 · 8 · 𝑡 𝑠

al g e br ai c e q u ati o ns of t h e n et w or k. Si mil arl y, m e m or y tr a ffi c 𝑖 c a n b e r e pr es e nt e d

b y

𝑛 𝜔 =
𝑠𝑡

𝜃

𝑥 𝑎𝑡 𝑥 𝑡 𝑗 𝑥 𝑡 𝐴 𝑡 𝑐𝑜 + 𝑠 𝜔 𝑠 𝑡 𝜃𝑗𝑠 𝑖𝑛𝜔 𝑠 𝑡𝜃𝐴 𝑡 𝑒 + 𝑗 𝜃 𝑒𝑗 𝜔 𝑡 𝑞 𝑥 , ( 6. 4)

w h er e e a c h 𝑅 ··· t er m i n cl u d es r e a d a n d writ e tr a ffi c

𝑥 = 𝐼 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 + 𝑥 𝑑 𝑥𝑞𝐿 𝑎 .

Ta b. 6. 1 c al c ul at es t h e 𝑞 a n d 𝑖 f or b asi c n u m eri c al o p er ati o ns wit h F P 6 4, i. e.

d o u bl e- pr e cisi o n fl o ati n g- p oi nt. T h e o p er ati o n al i nt e nsit y of t h e o v er all si m ul ati o n

is t h e n a n al y z e d a n d list e d i n Ta b. 6. 2 , w h er e 𝑞 𝐿 d e n ot es t h e n u m b er of c orr es p o n di n g

c o m p o n e nt, 𝑎 𝑞 𝑖 d e n ot es t h e n u m b er of n o n- z er os i n t h e i n ci d e n c e m atri x, 𝑞 𝐿 t h e

t ot al n u m b er of d y n a mi c br a n c h es, a n d fi n all y 𝑖 𝑓 t h e n u m b er of t ot al si m ul ati o n

n o d es.

F or si m ul ati n g t h e c o m p o n e nts, a ct u al 𝑑 a n d 𝐿 will v ar y b as e d o n di ff er e nt n u-

m eri c al i nt e gr ati o n m et h o ds a n d i m pl e m e nt ati o ns, as w ell as f or t h e r e d u cti o n st e p,

a ct u al 𝑓 a n d 𝑓 als o v ari es f or di ff er e nt s p ars e m atri x f or m ats. T h er ef or e, t h e y ar e

b ot h di ffi c ult t o esti m at e, a n d h er e w e gi v e o nl y r o u g h esti m at es. I n a d diti o n, i n

s e q u e nti al si m ul ati o n t h e r e d u cti o n st e p is n ot n e e d e d si n c e t h er e will b e n o r a c e

c o n diti o ns.

1 I m pl e m e nt ati o n of b asi c n o nli n e ar m at h f u n cti o ns s u c h as tri g o n o m etri c f u n cti o ns ar e hi g hl y
s yst e m-s p e ci fi c, a n d c o ul d e v e nt u all y b e b uilt-i n i n c o m pil er, f or i nst a n c e i n G N U G C C [ G M A 2 5 ].
H er e is o nl y a r o u g h esti m ati o n b as e d o n its Ta yl or s eri es.
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1 0 − 3 1 0 − 1 1 0 1 1 0 3 1 0 5

I nt e n sit y ( F L O P / B yt e)

1 0 9

1 0 1 0

1 0 1 1

1 0 1 2

1 0 1 3

1 0 1 4

1 0 1 5

Pe
rf

or
ma

nc
e

(
F

L
O

P
S)

N vi di a A 1 0 0 G P U
p e a k F P 6 4 F L O P S

A M D 7 H 1 2 C P U p e a k
F P 6 4 F L O P S ( si n gl e c or e)

@ 3. 3 G H z
H B

M

D
D
R

2 x I E E E 1 1 8

6 4 x I E E E 1 1 8

P ar all el c a s e s o n G P U

S e q u e nti al c a s e s o n C P U

Fi g ur e 6. 1: R o o fli n e m o d el of t h e p ar all el a n d s e q u e nti al c as es, l ar g er m ar k er
r e pr es e nt l ar g er n et w or k si z es. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [Z M B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y
4. 0 li c e ns e .

T h e p erf or m a n c e 𝑑 is c al c ul at e d b y

𝑞 =
𝑄

𝑖

F L O P

s e c o n d
,

w h er e 𝑁 is t h e e x e c uti o n ti m e of t h e pr o gr a m. Fi n all y, t h e r o o fli n e m o d el is b uilt

b as e d o n t h e t h e or eti c al a n al ysis of n u m eri c al i nt e nsit y a n d e x e c uti o n b e n c h m ar ks as

s h o w n i n Fi g. 6. 1 . It c a n b e n oti c e d t h at t h e F L O P S a c hi e v e d vi a p ar all el si m ul ati o n

o n G P U alr e a d y e x c e e ds t h e t h e or eti c al p e a k F L O P S of t h e C P U wit h 4 x I E E E 1 1 8

c as es. M or e o v er, t h e p erf or m a n c e o bs er v e d wit h o ur a p pr o a c h o n t h e A 1 0 0 G P U

is c o n v er gi n g t o its m e m or y b a n d wi dt h b o u n d w h e n si m ul ati n g l ar g er n et w or ks a n d

a c hi e vi n g n e arl y 1 T F L O P S. T his h as d e m o nstr at e d t h e p erf or m a n c e a n d e ffi ci e n c y

of o ur p ar all el si m ul ati o n a p pr o a c h.

We c a n als o n oti c e fr o m Fi g. 6. 1 t h at t h e o p er ati o n al i nt e nsit y of t h e si m ul ati o n

i n di c at es t h at o ur pr o bl e m is m e m or y- b o u n d e d. B e c a us e t h e l ar g e p orti o n of t h e

c o m p ut ati o n i n v ol v e d ar e li n e ar al g e br ai c o p er ati o ns, w hi c h is t h e o ut c o m e w h e n w e

w a nt t o m a p c o m p ut ati o ns o n G P U e ffi ci e ntl y. T h e m e m or y- b o u n d e d c h ar a ct eristi c

s u g g ests t h at if t h e s a m e si m ul ati o n al g orit h m is m ai nt ai n e d, i m pr o vi n g m e m or y

a c c ess e ffi ci e n ci es c o ul d l e a d t o a s u bst a nti al e n h a n c e m e nt i n p erf or m a n c e. I n t h e

f oll o wi n g s e cti o ns, w e i ntr o d u c e t h e a p pr o a c h es t h at w er e a p pli e d t o i m pr o v e t h e

o v er all si m ul ati o n p erf or m a n c e.

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


7 2

6. 2 R es o u r c e C o nt e nti o ns a n d C o n c u r r e n c y M o d el

I n S e ct. 3. 2 w e pr o p os e d t o us e i n ci d e n c e m atri x t o p erf or m t h e r e d u cti o n st e p.

As i ntr o d u c e d i n C h a pt er 3 , t his is n e e d e d t o s ol v e t h e r es o ur c e c o nt e nti o n d uri n g

c o n c urr e nt e x e c uti o n of c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns. Tr a diti o n al a p pr o a c h es us u all y

r el y o n e x pli cit s y n c hr o ni z ati o ns or li n e ari z ati o n of o p er ati o ns. E arl y dis c ussi o ns

c a n b e tr a c e d b a c k t o t h e 6 0s w h er e E. W. Dij kstr a pr o p os e d a n al g orit h m t o s ol v e r e-

s o ur c e c o nt e nti o ns [ Dij 6 5 ], m o d er n pr o gr a m mi n g l a n g u a g es a n d p ar all el e x e c uti o n

li br ari es als o pr o vi d es A PI s f or m ut u al e x cl usi o n l o c k a n d ot h er s y n c hr o ni z ati o n

t e c h ni q u es t o r es ol v e r es o ur c e c o nt e nti o ns. A t y pi c al l o c k- b as e d a p pr o a c h is ill us-

tr at e d i n Fi g. 6. 2 .

Ti m e
2 4 6 8

T hr e a d 1 L o c k O p A U nl o c k

T hr e a d 2 Att e m pt Waiti n g L o c k O p B

L P 𝑑 L P 𝑞

T 1 T 2

Fi g ur e 6. 2: Tr a diti o n al l o c k- b as e d a p pr o a c h f or r es o ur c e c o nt e nti o n. S y n c hr o ni z a-
ti o n ti m eli n e wit h criti c al s e cti o ns ( c ol or e d r e gi o ns) a n d li n e ari z ati o n p oi nts. T h e
d as h e d arr o w s h o ws l o c k h a n d o ff.

I n r e c e nt y e ars, r es e ar c h h as s hift e d t o c o m bi n e l o c k-fr e e a p pr o a c h es wit h h ar d w ar e

s u p p ort t o a c hi e v e e ffi ci e nt h a n dli n g of r es o ur c e c o nt e nti o ns, f or i nst a n c e t h e st u di es

i n tr a ns a cti o n al m e m ori es [H S 1 2 ] as w ell as h ar d w ar e s u p p ort b y v e n d ors [C hr + 1 0 ;

N a k + 1 5 ] w hi c h e n a bl es h ar d w ar e-l e v el r e ali z ati o n of at o mi c o p er ati o ns t o r es ol v e

r es o ur c e c o nt e nti o ns.

A L o c k- F r e e A p p r o a c h a n d Its Al g e b r ai c C o n c u r r e n c y M o d el

Usi n g al g e br ai c m o d els t o st u d y t h e c o n c urr e n c y h as als o g ai n e d i nt er ests [ W N 9 5 ].

B esi d es s ol vi n g r es o ur c e c o nt e nti o n, it is als o a p pli e d t o ot h er pr a cti c al d o m ai ns,

s u c h as i n [ N T 1 2 ], w h er e a n al g e br ai c m o d el f or c o n c urr e n c y is us e d t o r o uti n g

of c o n c urr e nt pr o c ess es. I n t his s e cti o n, w e gi v e h er e a m or e g e n er al f or m ul ati o n

r e g ar di n g t h e gr a p h- b as e d t hr e a d s af et y d esi g n i ntr o d u c e d i n C h a pt er 3 .
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V 1

V 2

T 1

T 2

T 3

T hr e a d

𝑑1

𝑞2

𝑄3

𝑖3

M e m or y

( a)

S 1 V 2

𝑁1

V 1
𝑣3

S 2
𝑁2

S 3

𝑟3

( b)

Fi g ur e 6. 3: ( a) T hr e a ds a c c essi n g m e m or y c o n c urr e ntl y; ( b) Its r e pr es e nt ati o n vi a
gr a p h

Ass u mi n g 𝑡 t hr e a ds ar e a c c essi n g t h e el e m e nts i n a v e ct or wit h a r a n d o m m a n n er,

i. e., di ff er e nt t hr e a ds c a n a c c ess t h e s a m e el e m e nts c o n c urr e ntl y, as s h o w n i n

Fi g. 6. 3 .

As i ntr o d u c e d i n S e ct. 3. 2 , t h e gr a p h b as e d a p pr o a c h tr e ats t h e t hr e a ds as e d g es a n d

m e m or y l o c ati o ns as v erti c es, t h e o p er ati o n c a n b e f or m ul at e d as

𝑎 ′ = 𝑡 + 𝑥 𝑡 ( 6. 5)

w h er e 𝑗 is t h e ori gi n al v e ct or, 𝑥 is t h e i n ci d e n c e m atri x, 𝑡 is t h e v e ct or of d at a c o n-

t ai n e d i n all t hr e a ds, a n d 𝑥 ′ t h e v e ct or h ol di n g n e w d at a aft er all m o di fi c ati o ns. T h e

o p er ati o n b et w e e n 𝑡 a n d 𝜋 𝑥 is a d diti o n, m e a ni n g t h at e v er y t hr e a d is p erf or mi n g

a n a d diti o n at t h e a c c ess e d l o c ati o n. E a c h r o w i n 𝜏 ′ is

𝑡 ′
𝜏 = 𝑑 𝜏 +

𝑥
𝑡 𝐴 · 𝑡𝑐, 𝑜𝑠 ∈ { 0 , 1 } ( 6. 6)

c orr es p o n ds t o t h e o p er ati o ns p erf or m e d b y t h e t hr e a ds at o n e a d dr ess.

Si n c e w e tr y t o g e n er ali z e t his a p pr o a c h, w e n o w e x a mi n e t h e c as es f or di ff er e nt

o p er ati o ns i n g e n er al. C o nsi d er a gr o u p ( 𝜔, ⊕) w h er e ⊕ : 𝑠 × 𝑡 → 𝜃 is a bi n ar y

o p er ati o n r e pr es e nti n g m o di fi c ati o ns p erf or m e d b y t hr e a ds. T h e m o di fi c ati o n b y

t hr e a ds o n t h e d at a c a n b e d e fi n e d as

𝐴 ′
𝑡 = 𝑐 𝑜 ⊕

𝑠

𝜔= 1

B ( 𝑠𝑡), 𝜃𝐴 ∈ { 0 , 1 } , ( 6. 7)

w h er e r e pr es e nts a s eri es of ⊕ o p er ati o ns: ( B (𝑡1 )) ⊕ ( B (𝑠2 )) ⊕ · · · ⊕ ( B (𝑖𝑛 )),

a n d B ( 𝜔𝑠) is a "st at e m a c hi n e " d e fi n e d as

B ( 𝑡𝜃) =






𝑥𝑎 if 𝑡-t h t hr e a d c o ntri b ut es

𝑥 ot h er wis e
( 6. 8)
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w h er e 𝑑 is t h e i d e ntit y el e m e nt i n ( 𝑞, ⊕) . It s el e cts t h e t hr e a ds t h at ar e c o ntri b uti n g

t o t h e 𝑄-t h a d dr ess. Alt er n ati v el y, t h e st at e m a c hi n e B ( 𝑖𝑁) c a n b e r e pr es e nt e d b y

𝑣 𝑁 ⊙ 𝑟𝑡 =






𝑎𝑡 if 𝑥 𝑡 = 1

𝑗 if 𝑥 𝑡 = 0
( 6. 9)

T o d et er mi n e w h et h er t hr e a d’s c o ntri b uti o n i n t h e f or m of ⊕ o p er ati o n c a n b e tr a ns-

f or m e d i nt o t h e gr a p h r e pr es e nt ati o n, t h e o p er at ors m ust s atisf y al g e br ai c pr o p erti es

t o all o w t h e s yst e m t o b e e x pr ess e d as a li n e ar c o m bi n ati o n i n a n a d diti v e gr o u p.

T h er e ar e f oll o wi n g pr o p erti es:

P r o p e rt y 1. ( 𝑥, ⊕) m ust f or m a n A b eli a n gr o u p, e ns uri n g c o m m ut ati vit y, i. e.:

𝑡 ⊕ 𝜋 = 𝑥 ⊕ 𝜏 ∀ 𝑡, 𝜏 ∈ 𝑑, ( 6. 1 0)

P r o p e rt y 2. T h er e e xists a m a p 𝜏 : 𝑥 → 𝑡 t o a n a d diti v e A b eli a n gr o u p ( 𝐴, +)

s atisf yi n g:

𝑡 (𝑐 ⊕ 𝑜 ) = 𝑠 (𝜔 ) + 𝑠 ( 𝑡 ) ∀𝜃, 𝐴 ∈ 𝑡, ( 6. 1 1)

𝑐 ( 𝑜 ⊙ 𝑠 ) = 𝜔 · 𝑠 (𝑡 ) ∀𝜃 ∈ { 0 , 1 } . ( 6. 1 2)

We n o w e x pl ai n t h es e pr o p erti es. First, ( 𝐴, ⊕) m ust f or m a n A b eli a n gr o u p, b e c a us e

m o di fi c ati o ns p erf or m e d b y t hr e a ds h a v e t o b e c o m m ut ati v e, ot h er wis e c o n c urr e nt

m o di fi c ati o ns will l e a d t o n o n- d et er mi nisti c r es ult.

T h e s e c o n d pr o p ert y us es h o m o m or p his m 𝑡 t o e ns ur e al g e br ai c c o nsist e n c y b et w e e n

𝑠 a n d 𝑖 . It tr a nsl at es t h e ⊕ o p er ati o n i n 𝑛 t o t h e a d diti v e o p er ati o n + i n 𝜔 , a n d t h e

s c al ar o p er ati o n ⊙ i n 𝑠 t o s c al ar m ulti pli c ati o n i n 𝑡 . I n t his w a y, w e c a n m a k e s ur e

t h at t h e ⊕ o p er ati o n c a n b e tr a nsl at e d t o s atisf y t h e al g e br ai c pr o p erti es i n gr a p h

r e pr es e nt ati o ns w h er e e d g e c o ntri b uti o ns ar e s u m m e d u p at t h e a dj a c e nt v erti c es. It

als o e ns ur es t h at t h e a g gr e g at e d t hr e a d u p d at es ar e m a p p e d t o a li n e ar c o m bi n ati o n i n

𝜃 , e n a bli n g m atri x- v e ct or c o m p ut ati o ns li k e 𝑥 · 𝑎 (𝑡 ). C o nsi d eri n g t h es e pr o p erti es,

w e c a n n oti c e t h at t h e ori gi n al f or m ul ati o n E q. ( 6. 7 ) c a n b e tr a nsf or m e d i nt o

𝑥
𝑡

𝑗= 1

( 𝑥 𝑡 ⊙ 𝐴 𝑡) =
𝑐𝑜

𝑠= 1

𝜔 𝑠 · 𝑡 (𝜃 𝑗) ( 6. 1 3)

b y a p pl yi n g its h o m o m or p his m m a p 𝑠 .

We c a n n o w a n al y z e t h e a p pli c a bilit y of o ur a p pr o a c h f or c o n v e nti o n al o p er at ors:
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1. M ulti pli c ati o n: W h e n ⊕ is a m ulti pli c ati o n, si n c e m ulti pli c ati v e gr o u ps ar e

A b eli a n gr o u ps, w e o nl y n e e d t o fi n d a h o m o m or p his m t o tr a nsl at e ( 𝑑, ×)

i nt o ( 𝑞, +) . F or t his p ur p os e, o n e wi d el y us e d h o m o m or p his m is l o g arit h m,

w hi c h c a n b e f o u n d i n v ari o us a p pli c ati o ns s u c h as h o m o m or p his m e n cr y p-

ti o n [A c a + 1 8 ]. T hr e a d u p d at e is f or m ul at e d as i n t h e c as e of m ulti pli c ati o n

𝑄 ′ = 𝑖 ·
𝑁

𝑣= 1

𝑁𝑟 𝑡

𝑎 . ( 6. 1 4)

A p pl yi n g 𝑡 = l o g w e o bt ai n

l o g 𝑥 ′ = l o g(𝑡 ·
𝑗

𝑥= 1

𝑡𝑥 𝑡

𝜋 )

= l o g 𝑥 +
𝜏𝑡

𝜏= 1

𝑑 𝜏 l o g(𝑥𝑡) .

( 6. 1 5)

W hi c h n at ur all y s atis fi es pr o p ert y 2 a n d 3. T h er ef or e, w h e n t h e t hr e a ds ar e

m ulti pl yi n g t h e d at a c o n c urr e ntl y, w e c a n a p pl y l o g as h o m o m or p his m a n d

a p pl y o ur l o c k-fr e e a p pr o a c h.

2. Di visi o n: W h e n t hr e a ds ar e p erf or mi n g di visi o ns, it will b e pr o bl e m ati c.

B e c a us e ( 𝐴, ÷) is n ot a n A b eli a n gr o u p si n c e di visi o n is n ot c o m m ut ati v e:

𝑡 ÷ 𝑐 ≠ 𝑜 ÷ 𝑠. ( 6. 1 6)

T h er ef or e, it d o es n ot s atisf y pr o p ert y 1 a n d o ur a p pr o a c h c a n n ot b e a p pli e d.

H o w e v er, i n a s p e ci al c as e w h er e all t hr e a ds ar e si m pl y p erf or mi n g di visi o n

w h er e t h eir c o ntri b uti o ns ar e t h e d e n o mi n at ors, t h e n t h e o p er ati o ns is e q ui v-

al e nt t o m ulti pl yi n g a 𝜔− 1
𝑠 . T h er ef or e, it c a n b e tr e at e d as m ulti pli c ati o n c as e

a n d o ur a p pr o a c h c a n a p pl y.

3. S u btr a cti o n: Si mil ar t o di visi o n, ( 𝑡, −) is als o n ot a n A b eli a n gr o u p d u e t o

l a c k of c o m m ut ati vit y:

𝜃 − 𝐴 ≠ 𝑡 − 𝑐. ( 6. 1 7)

A n d o ur a p pr o a c h c o ul d o nl y b e a p pli e d i n t h e c as e w h er e t h e s u btr a cti o n c a n

b e tr e at e d as a d diti o n, i. e. c o ntri b uti o n of all t hr e a ds c a n b e r e writt e n as − 𝑜𝑠

a n d a d d e d t o t h e v e ct or.
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Fi g ur e 6. 4: C o m p aris o n of e x e c uti o n ti m e f or usi n g at o mi c o p er ati o n a n d i n ci d e n c e
m atri x wit h r es p e ct t o di ff er e nt n et w or k si z e a n d di ff er e nt d e gr e es

B e n c h m a r k

As a n al y z e d b ef or e, t h e l o c k-fr e e m et h o d s h o ul d b e m or e s uit a bl e w h e n t h e n et w or k

is m or e l ar g e a n d c o m pl e x, b ut it is n ot y et cl e ar wit h w hi c h si z e or c o m pl e xit y

t his m et h o d is m or e pr ef err e d o v er t h e m u t e x ( m ut u al e x cl usi o n) or at o mi c o p er a-

ti o n [H W 9 0 ]. T h er ef or e, w e b e n c h m ar k t h e p erf or m a n c e b et w e e n t h e t w o m et h o ds

wit h di ff er e nt gr a p h si z es a n d c o m pl e xit y. H er e, c o m pl e xit y is d es cri b e d usi n g t h e

a v er a g e d e gr e e of v erti c es. T h e tri c k h er e t o us e t h e a v er a g e d e gr e e is b e c a us e of

t h e d e gr e e s u m f or m ul a, w h er e t h e s u m of d e gr e e i n a n u n dir e ct e d gr a p h e q u als t o

2 𝑑 , i. e., 𝑞
𝑄= 1 𝑖 𝑁 = 2 |𝑣 |, t h er ef or e, t h e a v er a g e d e gr e e 𝑁 𝑟 𝑡 c a n b e c al c ul at e d b y

𝑎 𝑡 𝑥 =
2 |𝑡 |

|𝑗 |
, ( 6. 1 8)

as a r es ult, w e c a n e asil y d et er mi n e t h e n u m b er of e d g es of a gr a p h o n c e 𝑥 𝑡 𝑥 a n d

|𝑡 | ar e s el e ct e d. T his si m pli fi es t h e e ff ort t o cr e at e o ur c as es.

T h e b e n c h m ar k is p erf or m e d wit h A M D MI 1 0 0 G P U , usi n g HI P v ersi o n 5 . 1 . 2 0 5 3 ,

A M D c l a n g v ersi o n 1 4 . 0 . 0 . T h e r es ult is s h o w n i n Fi g. 6. 4 , w e c a n n oti c e t h at

w h e n t h e gr a p h si z e a n d d e gr e e ar e r el ati v el y s m all, at o mi c o p er ati o ns ar e m or e

e ffi ci e nt, a n d t h e l o c k-fr e e a p pr o a c h is b e n e fi ci al w h e n t h e gr a p h is g etti n g l ar g er

a n d m or e c o m pl e x. T his fits o ur e x p e ct ati o ns, as t h e l o c k-fr e e a p pr o a c h i ntr o d u c es

n e w k er n els, t h us bri n gi n g a d diti o n al k er n el l a u n c h o v er h e a d.

Li mit ati o ns a n d R e m a r ks

T h e l o c k-fr e e a p pr o a c h i n g e n er al gi v es b ett er s c al a bilit y w h e n t h e pr o bl e m si z e

is l ar g e a n d m or e c o m pl e x o p er ati o ns. T h e g o al is t o tr a nsf or m t h e c o n c urr e nt
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o p er ati o n i nt o a li n e ar al g e br a pr o bl e m s u c h t h at it c a n b e p ar all eli z e d c o n v e ni e ntl y

a n d e ffi ci e ntl y usi n g c o n v e nti o n al B L A S li br ari es. F or s m all er pr o bl e m s c al es,

t h e l o c k- b as e d or at o mi c- o p er ati o n- b as e d s ol uti o n c a n o ff er b ett er p erf or m a n c e,

si n c e t h e n e e d e d k er n els ar e r e d u c e d. M or e o v er, r e c e nt a d v a n c es i n pr o c ess or

ar c hit e ct ur e h a v e i n cr e asi n gl y i n c or p or at e d s u p p ort f or si m pl e at o mi c o p er ati o ns at

t h e i nstr u cti o n l e v el [N a k + 1 5 ], all e vi ati n g t h e o v er h e a d t y pi c all y ass o ci at e d wit h

t h es e o p er ati o ns.

6. 3 A ut o m ati c O pti mi z ati o n of N u m e ri c al I nt e g r ati o n R o uti n es

Ta k e t h e D A E f or m ul ati o n of ar bitr ar y p o w er s yst e m c o m p o n e nt:

𝑑 (𝑞, 𝑄, 𝑖, 𝑁 ) = 0 , ( 6. 1 9)

si n c e t h er e e xists tr a nsf or m ati o ns [ K M 9 8 ] t o c o n v ert t h at li n e ar or n o nli n e ar D A E

i nt o str a n g e n ess-fr e e f or m:

𝑣 = 𝑁 ′ (𝑟, 𝑡, 𝑎 ), ( 6. 2 0)

t h er ef or e, w e c a n us e a g e n er al r e pr es e nt ati o n f or ar bitr ar y n o nli n e ar D A E of d y-

n a mi c c o m p o n e nts as

𝑡 (𝑥) = 𝑡 (𝑗)𝑥 (𝑡) + 𝑥 (𝑡)𝜋 (𝑥) + 𝜏 𝑡 (𝜏, 𝑑(𝜏), 𝑥(𝑡)), ( 6. 2 1)

𝐴 (𝑡) = 𝑐 (𝑜)𝑠 (𝜔) + 𝑠 (𝑡)𝜃 (𝐴) + 𝑡 𝑐 (𝑜, 𝑠(𝜔), 𝑠(𝑡)), ( 6. 2 2)

wit h ti m e- d e p e n d a nt i n p ut 𝜃 ∈ R 𝐴 𝑡 , st at e 𝑠 ∈ R 𝑖 𝑛 , o ut p ut 𝜔 ∈ R 𝑠 𝑡 , a n d p ot e nti all y

als o ti m e- d e p e n d e nt c o e ffi ci e nt m atri c es 𝜃 ∈ R 𝑥 𝑎 × 𝑡 𝑥 , 𝑡 ∈ R 𝑗 𝑥 × 𝑡 𝐴 , 𝑡 ∈ R 𝑐 𝑜 × 𝑠 𝜔 ,

𝑠 ∈ R 𝑡 𝜃 × 𝑗 𝑠 f or m ul at e d usi n g a st at e-s p a c e f or m ul ati o n, l e a vi n g t h e n o nli n e ariti es

𝑖 𝑛 , 𝜔 𝑠 u nt o u c h e d. Ass u mi n g e x pli cit i nt e gr at or is us e d, t h e i nt e gr ati o n c a n b e s e e n

as a li n e ar o p er at or a p pli e d o n E q. ( 6. 2 0 ), t h e e x pli cit i nt e gr ati o n r o uti n e c a n b e

f or m ul at e d as

𝑡 𝜃 + 1 = 𝐴 𝑡 + Γ (𝑒 𝑗 ) . ( 6. 2 3)

o b vi o usl y, t h e p erf or m a n c e i n e v al u ati n g Γ (𝜃 𝑒 ) is criti c al t o o v er all p erf or m a n c e.

I n pr a cti c e, w e c a n i m pl e m e nt a f u n cti o n f or e v al u ati n g t h e d eri v ati v es 𝑗 w hi c h will

b e i n v o k e d b y t h e i nt e gr ati o n r o uti n e d uri n g e x e c uti o n.

O v e r all A p p r o a c h

T h e o v er all o pti mi z ati o n pr o c ess c o nsists of a t w o-l e v els: t h e first l e v el c o nsi d ers

t h e p ossi bilit y of v e ct ori z ati o n i nsi d e c o m p o n e nt k er n els a n d a p pli es mi x e d m atri x
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Al g o rit h m 1 Ps e u d o c o d e f or li n e ar p art of c o m p o n e nt k er n els. N o nli n e ar p art c a n
b e a d d e d as a d diti o n al c all b a c ks a n y w h er e.

1: P r e C a l l b a c k (𝑑, 𝑞, 𝑄, 𝑖, ... 𝑁 𝑣 𝑁 𝑟)
2: 𝑡 ← 𝑎 𝑡 + 𝑥 𝑡
3: D e ri v a ti v e C a l l b a c k (𝑗, 𝑥, 𝑡, 𝑥, 𝑡, ... 𝜋 𝑥 𝜏 𝑡 )
4: 𝜏 ← I n t e g r a t e(𝑑, 𝜏, 𝑥, 𝑡𝐴 𝑡 𝑐 )
5: N e x t S t a t e C a l l b a c k (𝑜, 𝑠, 𝜔, 𝑠, ... 𝑡 𝜃 𝐴 𝑡)
6: 𝑐 ← 𝑜 𝑠 + 𝜔 𝑠
7: O u t p u t C a l l b a c k (𝑡, 𝜃, 𝐴, 𝑡, ... 𝑠 𝑖 𝑛 𝜔)

C o m p o n e nt
C o m p ut ati o n s

Li n e ar
O p er ati o n s

N o n-li n e ar
O p er ati o n s

M e m or y A c c e s s
O pti mi z ati o n

A ut o m ati c C o d e
G e n er ati o n

V e ct ori z ati o n

E x pl or ati o n S p a c e
R e d u cti o n

O p t i m i z e d  

K e r n e l  C o d e

A ut o m ati c
B e n c h m ar ki n g

C o ar s e O pti mi z ati o n

Fi n e O pti mi z ati o n

L o w  
S el e cti o n

E x pl or ati o n
S p a c e

R e d u cti o n

W or k- gr o u p l a y o ut
O pti mi z ati o n

A ut o m ati c
B e n c h m ar ki n g

O pti mi z e d
E x e c uti o n

P ar a m et er s

K e r n e l
C o d e

C a n d i d a t e s

K e r n e l
C o d e

C a n d i d a t e s

K e r n e l
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K e r n e l
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C a n d i d a t e s

Fi g ur e 6. 5: Ill ustr ati o n of t h e o v er all o pti mi z ati o n pr o c ess. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m
[M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

f or m ats wit h di ff er e nt m atri x st or a g e str at e gi es t o i n cr e as e t h e c o m p uti n g t hr o u g h-

p ut; t h e s e c o n d l e v el tr e ats t h e c o m bi n ati o n of li n e ar a n d n o nli n e ar p arts as a bl a c k

b o x a n d s e ar c h es f or t h e o pti m al c o n fi g ur ati o n of p ar a m et ers s u c h as t h e d e gr e e of

v e ct ori z ati o n, t h e c o m bi n ati o n of m atri x f or m ats, a n d t h e gr o u p si z es d uri n g p ar all el

e x e c uti o n o n t h e G P U.

T o p erf or m v e ct ori z ati o n i nsi d e c o m p o n e nt k er n els, w e t a k e t h e dis cr eti z e d O D E

of t h e c o m p o n e nts a n d s e p ar at e t h e m i nt o li n e ar a n d n o nli n e ar c o ntri b uti o ns. T h e

c o m p ut ati o n of t h e m o d el’s li n e ar p art is b as e d o n m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n

(m v ) o p er ati o ns. A first o pti mi z ati o n l e v el c a n alr e a d y b e a c hi e v e d b y a p pl yi n g

v e ct ori z ati o n o n t h e m v o p er ati o ns. M or e o v er, si n c e t h e m v o p er ati o n is li mit e d b y

m e m or y tr a nsf er s p e e d, a p pl yi n g s p ars e m atri x f or m ats b o osts t h e p erf or m a n c e w h e n

t h e ass o ci at e d m atri c es ar e s p ars e [B G 0 8 ]. T h e n o nli n e ar p art i n cl u d es a n y ot h er

o p er ati o ns t h at ar e n ot or di ffi c ult t o b e tr e at e d as li n e ar al g e br ai c. B y c o m bi ni n g t h e
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7 9

t w o o pti mi z ati o n l e v els, o ur i m pl e m e nt ati o n pr o vi d es a fr a m e w or k t h at a ut o m ati c all y

b e n c h m ar ks di ff er e nt p ar a m et ers a n d s el e cts t h e b est- p erf or mi n g o n e. F urt h er m or e,

w e als o i ntr o d u c e a n al g orit h m i n S e ct. 6. 3 t o r e d u c e t h e e x pl or ati o n s p a c e d uri n g

a ut o m ati c b e n c h m ar ki n g b y c o nstr ai ni n g t h e p ossi bl e p ar a m et ers.

T h e n o nli n e ar p art i n cl u d es a n y ot h er o p er ati o ns t h at ar e n ot or di ffi c ult t o b e tr e at e d

as li n e ar al g e br ai c. B y c o m bi ni n g t h e t w o o pti mi z ati o n l e v els, o ur i m pl e m e n-

t ati o n pr o vi d es a fr a m e w or k t h at a ut o m ati c all y b e n c h m ar ks di ff er e nt p ar a m et ers

a n d s el e cts t h e b est- p erf or mi n g o n e. F urt h er m or e, w e als o i ntr o d u c e a n al g orit h m

i n S e ct. 6. 3 t o r e d u c e t h e e x pl or ati o n s p a c e d uri n g a ut o m ati c b e n c h m ar ki n g b y

c o nstr ai ni n g t h e p ossi bl e p ar a m et ers.

Ve ct o ri z ati o n

E ffi ci e nt v e ct ori z ati o n r e q uir es a r e g ul ar str u ct ur e i n c o m p ut ati o ns t o b e e ffi ci e nt. A

t y pi c al e x a m pl e of s u c h a r e g ul ar str u ct ur e is li n e ar al g e br a o p er ati o ns. I n f a ct, G P Us

ar e m ostl y d esi g n e d a n d o pti mi z e d f or t h es e o p er ati o ns, a n d a ut o m ati c v e ct ori z ati o n

c a n b e e asil y a c hi e v e d b y pr o c essi n g e a c h di m e nsi o n wit h a di ff er e nt t hr e a d.

A ut o m ati c v e ct ori z ati o n is di ffi c ult t o a p pl y t o p o w er s yst e m c o m p o n e nts, as t h e y

m ostl y c o nt ai n n o nli n e ariti es. Us u all y, aft er dis cr eti z ati o n, a l ar g e p orti o n of t h e

r e q uir e d c o m p ut ati o ns c a n b e f or m ul at e d i nt o li n e ar al g e br a o p er ati o ns wit h a s m all

n o nli n e ar p art r e m ai ni n g. T h er ef or e, pr o c essi n g a v ast p art of t h e n o nli n e ar c o m-

p o n e nt i n p ar all el is p ossi bl e, w hilst a r esi d u al p art is c o m p ut e d s e q u e nti all y.

T o p erf or m v e ct ori z ati o n i nsi d e c o m p o n e nt k er n els, t h e O D E of t h e c o m p o n e nts ar e

r ef or m ul at e d si mil arl y t o a st at e-s p a c e r e pr es e nt ati o n as

𝑑 (𝑞) = 𝑄 (𝑖)𝑁 (𝑣) + 𝑁 (𝑟)𝑡 (𝑎) + 𝑡 𝑥 (𝑡, 𝑗(𝑥), 𝑡(𝑥)) ( 6. 2 4)

𝑡 (𝜋) = 𝑥 (𝜏)𝑡 (𝜏) + 𝑑 (𝜏)𝑥 (𝑡) + 𝐴 𝑡 (𝑐, 𝑜(𝑠), 𝜔(𝑠)) . ( 6. 2 5)

wit h ti m e- d e p e n d a nt i n p ut 𝑡 ∈ R 𝜃 𝐴 , st at e 𝑡 ∈ R 𝑐 𝑜 , o ut p ut 𝑠 ∈ R 𝜔 𝑠 , c o m p o n e nt

m atri c es 𝑡 ∈ R 𝜃 𝐴 × 𝑡 𝑠 , 𝑖 ∈ R 𝑛 𝜔 × 𝑠 𝑡 , 𝜃 ∈ R 𝑥 𝑎 × 𝑡 𝑥 , 𝑡 ∈ R 𝑗 𝑥 × 𝑡 𝐴 , a n d n o nli n e ariti es

𝑡 𝑐 a n d 𝑜 𝑠 . Fi g. 6. 6 vis u ali z es t h e i nt er a cti o ns of t h e li n e ar c o ntri b uti o ns i n a

bl o c k di a gr a m. E ff e cti v el y, t his s plits t h e c o m p o n e nt c o m p ut ati o n i nt o li n e ar a n d

n o nli n e ar c o ntri b uti o ns, w h er e t h e li n e ar c o ntri b uti o n c a n b e s e e n as a st at e s p a c e

m o d el.
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𝑑 B +
∫

C + 𝑞

D

A

𝑄 𝑖
𝑁𝑣 𝑁

Fi g ur e 6. 6: Bl o c k di a gr a m of t h e m o d el d es cri b e d b y E q. ( 6. 2 4 ) a n d E q. (6. 2 5 ) w h e n
s etti n g t h e n o nli n e ariti es 𝑟 𝑡 = 𝑎 𝑡 = 0 . Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e
C C B Y 4. 0 li c e ns e .

M e m o r y A c c ess O pti mi z ati o n

T h e m ai n c o m p ut ati o n of t h e li n e ar p art of c o m p o n e nts is m atri x- v e ct or m ulti pli c a-

ti o n w hi c h is l ar g el y li mit e d b y t h e b a n d wi dt h of t h e d e vi c e [G o u + 0 9 ]. B y r e d u ci n g

t h e a m o u nt of d at a t h at h as t o b e tr a nsf err e d, t h e o v er all c o m p ut ati o n c a n b e a c c el-

er at e d. M or e o v er, r e d u ci n g m e m or y r e q uir e m e nts all o ws st ori n g m or e c o m p o n e nts

i n m e m or y, t h er e b y e n a bli n g t h e si m ul ati o n of l ar g er s yst e ms.

A m ultit u d e of di ff er e nt s p ars e f or m ats h a v e b e e n e x pl or e d i n t h e p ast wit h v ari o us

k er n el i m pl e m e nt ati o ns [ S K 1 2 ; D F M 0 5 ; B G 0 8 ; Gr e + 1 6 ; N a u + 1 0 ]. All f or m ats

h a v e i n c o m m o n t h at t h e y tr y t o mi ni mi z e t h e n u m b er of st or e d z er o el e m e nts. T h e

m ai n di ff er e n c e is t h e m et h o d us e d t o st or e t h e p ositi o ns of t h e r e m ai ni n g n o n- z er o

el e m e nts. E a c h f or m at p erf or ms di ff er e ntl y d e p e n di n g o n t h e s p arsit y p att er n of t h e

m atri x a n d t h e ar c hit e ct ur e of t h e G P U .

Of c o urs e, t h e n o n z er o str u ct ur e of t h e c o m p o n e nt m atri c es c a n v ar y v astl y, alt h o u g h

t h e y ar e f or t h e s a m e c o m p o n e nt. T h us, e a c h m atri x c a n h a v e its o w n f or m at i n

o ur i m pl e m e nt e d k er n els. M or e o v er, w e als o c o n v ert m atri c es t h at ar e z er o or t h e

i d e ntit y m atri x t o a s c al ar, s o t h at t h e y d o n ot n e c ess aril y t o b e st or e d as m atri c es.

W h e n c o nsi d eri n g m atri x st or a g e, e x c e pt utili zi n g di ff er e nt s p ars e f or m ats li k e

E L L P A C K f or m at ( E L L ) [K O Y 8 9 ], C o m pr ess e d s p ars e r o w (C S R ) [L V 1 5 ], C o or di n at e

list (C O O ), et c., w e pr o p os e d f oll o wi n g str at e gi es t o st or e t h e m atri c es of m ulti pl e

c o m p o n e nt i nst a n c es. N e v ert h el ess, n e w s p ars e f or m ats a n d str at e gi es c a n b e e asil y

i nt e gr at e d.

Bl o c k- Di a g o n al st o r a g e : T h e st at e s p a c e e q u ati o ns ar e d e c o u pl e d; t h er ef or e, t h e

e q u ati o ns f or all c o m p o n e nt i nst a n c es c a n b e c o m bi n e d i nt o o n e. T his r es ults i n

bl o c k di a g o n al c o e ffi ci e nt m atri c es t h at c a n b e e ffi ci e ntl y st or e d usi n g s p ars e f or m ats.

E a c h t hr e a d c a n t h e n c o m p ut e t h e r e q uir e d r o ws of t h e m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n.

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


8 1

C o n c at e n at e d st o r a g e : N ot all f or m ats c a n b e st or e d e ffi ci e ntl y i n a bl o c k di a g o n al

f or m. F or e x a m pl e, st ori n g a bl o c k di a g o n al m atri x i n a d e ns e f or m at is i n e ffi ci e nt.

M or e o v er, s o m e ot h er f or m ats als o p erf or m b ett er, or e v e n r e q uir e ( e. g., C O O), t o

st or e i nst a n c e i n di vi d u all y. I n t his c as e, t h e m atri c es f or e a c h i nst a n c e ar e e n c o d e d

i nt o c ert ai n m atri x f or m at ( d e ns e or s p ars e f or m at) a n d t h e n c o n c at e n at e d i nt o o n e

b u ff er, a n a d diti o n al b u ff er is us e d t o l o c at e t h e i n di vi d u al i nst a n c es.

P att e r n st o r a g e : T h e n o n z er o p att er n of t h e c o m p o n e nt m atri c es is us u all y d e-

t er mi n e d b y t h e al g e br ai c d es cri pti o n of t h e c o m p o n e nt’s b e h a vi or, i m pl yi n g t h at

it s u ffi c es t o st or e t his p att er n o n c e a n d r e us e it f or all i nst a n c es of t h at c o m p o-

n e nt. B y j ust st ori n g t h e p att er n, a n d all o wi n g i nst a n c es t o h a v e di ff er e nt v al u es,

t his r e d u c es m e m or y tr a nsf ers si g ni fi c a ntl y as o nl y t h e v al u es of t h e c o m p o n e nt

m atri c es ar e tr a nsf err e d, n ot t h e p att er n. T h e d o w nsi d e of t his a p pr o a c h is t h at t h e

c o m p o n e nt m ust h a v e a k n o w n a n d fi x e d n o n z er o p att er n t h at c a n b e d et er mi n e d

d uri n g o pti mi z ati o n a n d r e m ai ns fi x e d i n si m ul ati o n, b ut it is us u all y t h e c as e.

E x pl o r ati o n s p a c e r e d u cti o n a n d o pti mi z ati o n

T h e li n e ar p art is v e ct ori z e d, all o wi n g m ulti pl e t hr e a ds e x e c uti n g t h e s a m e m v

o p er ati o n. N or m all y, o n e t hr e a d is assi g n e d t o pr o c ess e a c h r o w, h o w e v er, w h e n

t h er e ar e still r es o ur c e a v ail a bl e, i. e., if t h er e ar e m or e t hr e a ds a v ail a bl e t h a n t h e

n u m b er of r o ws, t h e n m ulti pl e t hr e a ds pr o c ess e a c h r o w si m ult a n e o usl y. I n t his

c as e, t h e el e m e nt- wis e pr o d u cts i n e a c h r o w ar e s u m m e d usi n g a bi n ar y r e d u cti o n.

T o q u a ntif y t h e c o nstr ai nt f or e x pl or ati o n s p a c e r e d u cti o n, w e first li mit t h e n u m b er

of t hr e a ds p er r o w t o b e a p o w er of t w o. T h e n w e i ntr o d u c e t h e n u m b er of r o ws p er

t hr e a d 𝑑 𝑞 a n d t h e n u m b er of t hr e a ds p er r o w d uri n g v e ct ori z e d m v e x e c uti o n 𝑄 𝑖 , as

s h o w n i n Fi g. 6. 7 as

𝑁 𝑣 =
𝑁 𝑟 𝑡 𝑎

𝑡 𝑥
,

𝑡 𝑗 = 2
l o g2

𝑥 𝑡
𝑥 𝑡 𝜋 𝑥 ,

wit h 𝜏 𝑡 r o ws p er m atri x, a gr o u p si z e of 𝜏 𝑑 , a n d 𝜏 𝑥 c o m p o n e nts p er gr o u p.

F urt h er m or e, t h e m a xi m al n u m b er of t hr e a ds p er r o w ˆ𝑡 𝐴 f or a m atri x wit h 𝑡 𝑐

c ol u m ns is

ˆ𝑜 𝑠 = 2 ⌈ 𝜔 𝑠 ⌉ .
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Fi g ur e 6. 7: Ill ustr ati o n of t w o of t h e v e ct ori z ati o n p ar a m et ers 𝑑 𝑞 a n d 𝑄 𝑖 o n t h e
m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n ( m v ). W h e n m or e t h a n o n e t hr e a d w or k o n t h e s a m e
r o w, a p ar all el bi n ar y r e d u cti o n is us e d t o c oll e ct t h e s u m f or e a c h r o w. Fi g ur e
r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

T h e o pti mi z ati o n f or c o m p o n e nt k er n els h a v e si x d e gr e es of fr e e d o m. T h e m atri x

f or m at c h oi c e f or t h e c o m p o n e nt m atri c es i ntr o d u c es f o ur p ar a m et ers. I n a d diti o n,

a k er n el s h o ul d b e b uilt f or a c ert ai n gr o u p si z e 𝑁 𝑣 o n t h e G P U , i. e., t h e n u m b er of

SI M T t hr e a ds w or ki n g i n s y n c. Fi n all y, t h e n u m b er of i nst a n c es pr o c ess e d b y o n e

gr o u p 𝑁 𝑟 m ust b e s el e ct e d.

B y d esi g n, t h e d e vi c e li mits t h e gr o u p si z e 𝑡 𝑎 t o 1 ≤ 𝑡 𝑥 ≤ ˆ𝑡 𝑗 wit h t h e u p p er li mit

gr o u p si z e ˆ𝑥 𝑡 . F urt h er m or e, t h e gr o u p si z e s h o ul d b e a m ulti pl e of t w o f or e ffi ci e nt

s c h e d uli n g. F or e x a m pl e, t h e N VI DI A A 1 0 0 s u p p orts gr o u p si z es of u p t o 1 0 2 4

t hr e a ds, r es ulti n g i n j ust 1 0 e ffi ci e ntl y us a bl e gr o u p si z es. Als o, w e ass u m e t h at

1 ≤ 𝑥 𝑡 ≤ 𝜋 𝑥 – i. e., e a c h t hr e a d c o m p ut es at m ost o n e c o m p o n e nt – t o st a y wit hi n

t h e r e gi m e of t hi n t hr e a ds f or b ett er w or k distri b uti o n a n d l ess m e m or y c o ns u m pti o n

[Kli + 1 1 ].

O ur g o al is t o mi ni mi z e i dl e ti m e a m o n g t hr e a ds, as t his c a n i n cr e as e c o m p ut ati o n

ti m es. T h us, w e m a xi mi z e t h e n u m b er of c o m p o n e nts p er gr o u p 𝜏 𝑡 s o t h at t h e w or k

p erf or m e d p er t hr e a d st a ys c o nst a nt. E ff e cti v el y, t his s h o ul d r e m o v e i n e ffi ci e nt

p ar a m et er s ets. I n pr a cti c e, w e l o o p o v er all 𝜏 𝑑 f or a gi v e n gr o u p si z e 𝜏 𝑥 a n d o nl y
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b e n c h m ar k t h os e w h er e 𝑑 𝑞 + 1 r es ults i n a di ff er e nt 𝑄 𝑖 or 𝑁 𝑣 .

Wit h t h es e pr er e q uisit es, w e c a n d e fi n e a f u n cti o n 𝑁

𝑟 : ( 𝑡 𝑎 , 𝑡𝑥 , ˆ𝑡 𝑗 ) → { ( 𝑥 𝑡 , 𝑥 𝑡 ) } ( 6. 2 6)

wit h 𝜋 𝑥 r o ws a n d 𝜏 𝑡 c ol u m ns of t h e c o nsi d er e d m atri x t h at m a ps t h e e xt er n al

p ar a m et ers gi v e n b y t h e m atri x di m e nsi o ns a n d t h e G P U t o a s et of p ar a m et ers f ul-

filli n g t h e a b o v e- m e nti o n e d c o nstr ai nts. As f o ur m atri c es d es cri b e e a c h c o m p o n e nt,

t h e s et of s uit a bl e p ar a m et ers P is gi v e n b y

P =
𝜏 ∈ { 𝑑, 𝜏, 𝑥, 𝑡 }

𝐴 ( 𝑡 (𝑐 )
𝑜 , 𝑠 (𝜔 )

𝑠 , ˆ𝑡 𝜃 ) . ( 6. 2 7)

F or t h e p ar a m et er s el e cti o n, w e s plit t h e o pti mi z ati o n i nt o a c o ars e o pti mi z ati o n

t h at b e n c h m ar ks o n e p art at a ti m e a n d a fi n e- gr ai n e d o pti mi z ati o n t o s el e ct t h e b est

c o m bi n ati o n of p ar a m et ers as s h o w n i n Fi g. 6. 8 . T his t w o-st e p pr o c ess si g ni fi c a ntl y

l o w ers t h e r e q uir e d o pti mi z ati o n ti m e.

𝐴 ( 𝑡 ) 𝑐 ( 𝑜 ) 𝑠 (𝜔 ) 𝑠 ( 𝑡 ) 𝜃 ( 𝐴 𝑡 ) 𝑠 ( 𝑖 𝑛 )

+

𝜔

B e n c h m ar k l o w est 𝑠s

Ste
p

1
Ste

p
2

Fi g ur e 6. 8: Vis u ali z ati o n of t h e o pti mi z ati o n fl o w. T h e first p h as e b e n c h m ar ks e a c h
p art is ol at e d. T h e s e c o n d p art t h e n c o m bi n es t h e r es ults t o pr e di ct r u nti m es f or
c o m bi n ati o ns a n d b e n c h m ar ks t h e o n es wit h t h e l o w est pr e di ct e d r u nti m es. Fi g ur e
r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

C o a rs e O pti mi z ati o n : F or t h e c o ars e o pti mi z ati o n, w e b e n c h m ar k e a c h c o m p o n e nt

of Al g. 1 i n di vi d u all y t o tr y o ut e a c h f or m at f or e a c h m atri x. Ass u m e 𝑡 is t h e

m atri x f or m at, a n d 𝜃 i d e nti fi es t h e m atri x, t h e n t h e r u nti m e f or t h e m atri x- v e ct or

m ulti pli c ati o n is 𝑥 (𝑎 )
𝑡 a n d d e p e n ds o n t h e t ot al n u m b er of i nst a n c es 𝑥 𝑡, as w ell as t h e

gr o u p si z e 𝑗 𝑥 , a n d t h e n u m b er of c o m p o n e nts p er gr o u p 𝑡 𝐴 . We d et er mi n e t his b y

r u n ni n g a b e n c h m ar k, as r u nti m e pr e di cti o n is g e n er all y a h ar d pr o bl e m [C S V 1 0 ;

G W C 1 3 ; L e e + 0 4 ]. T h e s a m e b e n c h m ar k is p erf or m e d o nl y wit h t h e n o nli n e ariti es

t o g et 𝑡 ( 𝑐 𝑜 ) a n d 𝑠 ( 𝜔 𝑠 ) .
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Fi n e O pti mi z ati o n : I n g e n er al, t h e o pti mi z ati o n g o al is t o mi ni mi z e t h e k er n el’s

r u nti m e. T his c a n b e esti m at e d b y ass u mi n g t h e r u nti m e 𝑑 of t h e c o m bi n e d k er n el

c o nsists of t h e r u nti m es of t h e p arts b e n c h m ar k e d i n t h e c o ars e o pti mi z ati o n as

𝑞 ≡ 𝑄 ( 𝑖 ) + 𝑁 ( 𝑣 ) + 𝑁 (𝑟 ) + 𝑡 ( 𝑎 ) + 𝑡 ( 𝑥 𝑡 ) + 𝑗 ( 𝑥 𝑡 ) . ( 6. 2 8)

Usi n g t his, w e fi n d t h e p ar a m et er c o n fi g ur ati o ns e x p e ct e d t o p erf or m b est. N e v ert h e-

l ess, t his is o nl y a n a p pr o xi m ati o n, as s o m e ot h er i n fl u e n c es fr o m t h e c o m bi n ati o n

m a y c h a n g e t h e r u nti m e sli g htl y. M or e o v er, pr e di cti n g r u nti m es o n G P U is g e n er all y

di ffi c ult, i m pr e cis e, or c o m p ut ati o n all y e x p e nsi v e. T h er ef or e, w e b e n c h m ar k s o m e

of t h e pr e di ct e d c o n fi g ur ati o ns a n d s el e ct t h e o n e wit h t h e l o w est r u nti m e.

P e rf o r m a n c e E v al u ati o n

We e v al u at e o ur a p pr o a c h usi n g t hr e e r e pr es e nt ati v e c o m p o n e nts wit h di ff er e nt m o d-

els – i n p arti c ul ar, w e c o nsi d er a distri b ut e d g e n er at or ( D G ) i n v ert er, a n el e ctr ol y z er,

a n d a s y n c hr o n o us m a c hi n e. T h e ti m e i nt e gr ati o n of E q. ( 6. 2 4 ) us es t h e e x pli cit

E ul er m et h o d; h o w e v er, a n i m pl e m e nt ati o n f or R K- 4 als o e xists. T h e c orr e ct n ess

of o ur k er n els f or all m atri x f or m ats, gr o u p si z es, a n d c o m p o n e nts p er gr o u p w as

v eri fi e d wit h n e gli gi bl e c o m p ut ati o n err ors.

Si m ul ati o ns i n t his s e cti o n ar e c o m pil e d a n d e x e c ut e d o n a s er v er wit h t w o A M D

E P Y C 7 H 1 2 C P Us ( 2 .6 G H z b as e cl o c k fr e q u e n c y, 6 4 c or es e a c h, h y p er-t hr e a di n g

dis a bl e d); 2 5 6 G B D D R 4 m ai n m e m or y; o n e N vi di a A 1 0 0- 4 0 G B G P U wit h 4 0 G B

H B M 2 gl o b al m e m or y, a n d o n e A M D MI 1 0 0 G P U wit h 3 2 G B gl o b al m e m or y.

T o e v al u at e t h e p erf or m a n c e of t h e o pti mi z e d k er n els, w e pr e p ar e t w o alt er n ati v e

i m pl e m e nt ati o ns t o c o m p ar e:

Li b r a r y i m pl e m e nt ati o n : Pr e vi o us w or ks o n p o w er s yst e m si m ul ati o n wit h G P U

s h o w t h at c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns c a n b e tr a nsf or m e d a n d a g gr e g at e d i nt o a u ni-

fi e d k er n el. M or e o v er, g e n er al p ur p os e n u m eri c al s ol v er li br ari es [ A b h + 1 8 ; B al + 2 1 ]

will us u all y als o a g gr e g at e all di ff er e nti al e q u ati o ns a n d s ol v e si m ult a n e o usl y, e. g.,

b y c al c ul ati n g t h e J a c o bi a n, a n d c o m p ut e d wit h t h e h el p of a B L A S li br ar y. A n

e x a m pl e of t his is t h e S U N DI A L S li br ar y wit h G P U a c c el er ati o n [ B al + 2 1 ]. T h e

b e n e fit of usi n g g e n er al s ol v ers is t h at t h e us er, or m o d ell er, n e e ds l ess c o n c er n

r e g ar di n g c o m p ut ati o n al p erf or m a n c e, si n c e t h e c o m p ut ati o ns ar e r el yi n g o n ot h er

li n e ar al g e br a li br ari es. H o w e v er, t his p os es di ffi c ult y i n i m pl e m e nti n g n e w m o d els

or p o w er s yst e m s p e ci fi c m o d els t h at ar e ess e nti all y a n al g orit h m, e. g., s p e ci fi c

c o ntr oll ers, a ut o m ati o n s yst e ms, et c. T h er ef or e, t o r e pr es e nt t h e c o m p ut ati o n r e-

s ult e d fr o m t his a p pr o a c h, t h e li n e ar p art of t h e c o nsi d er e d c o m p o n e nt m o d els ar e
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C o m p o n e n t 1

C o m p o n e n t 2

C o m p o n e n t n

Fi g ur e 6. 9: Ill ustr ati o n of t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n t o r e pr es e nt c o m p ut ati o ns i n
g e n eri c s ol v ers, e. g. i n [ B al + 2 1 ]. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C
B Y 4. 0 li c e ns e .

a g gr e g at e d i nt o a si n gl e st at e-s p a c e r e pr es e nt ati o n, w h er e t h e c o e ffi ci e nt m atri c es of

e a c h c o m p o n e nt ar e pl a c e d al o n g t h e di a g o n al of t h e a g gr e g at e d c o e ffi ci e nt m atri x,

as s h o w n i n Fi g. 6. 9 . T h e n u m eri c al i nt e gr ati o n will t h e n b e pr o c ess e d b y a v e n d or-

s u p pli e d s p ars e B L A S li br ar y – s o t h at t h e m a n y o ff- di a g o n al z er os d o n ot a ff e ct t h e

c o m p ut ati o n – s u c h as c u S p ars e or hi p S p ars e. T h es e li br ari es ar e hi g hl y o pti mi z e d

as t h e y ar e utili z e d i n m a n y si m ul ati o n e n vir o n m e nts. It n e e ds t o b e p oi nt e d o ut t h at

f or si m pli cit y, t h e n o nli n e ar p art of e a c h m o d el is i g n or e d f or t his i m pl e m e nt ati o n.

I n a d diti o n, t o e ns ur e a f air c o m p aris o n, si n c e t h e t est e d s p ars e li br ari es o nl y s u p p ort

fi x e d s p ars e m atri x f or m at t hr o u g h o ut t h e c o m p ut ati o n, pri or t o e a c h b e n c h m ar k,

w e t est e d a m o n g di ff er e nt m atri x f or m ats t o fi n d t h e m ost p erf or m a nt f or m at f or

e a c h li br ar y a n d us e it i n t h at b e n c h m ar k.

B as eli n e i m pl e m e nt ati o n : We t a k e t h e k er n el i m pl e m e nt ati o ns wit h t h e f or m ul ati o n

i n S e ct. 6. 3 , i. e., t h e r ef or m ul ati o n i nt o a li n e ar a n d n o nli n e ar p art, wit h o ut a p pl yi n g

a n y o pti mi z ati o n. T h e gr o u p si z e a n d c o m p o n e nts p er gr o u p ar e s et t o 𝑑 𝑞 = 3 2 a n d
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𝑑 𝑞 = 3 2 , r es p e cti v el y. S u c h gr o u p si z e m at c h es t h e r e c o m m e n d e d d ef a ult gr o u p

si z e o n t h e c o nsi d er e d d e vi c es, as it m at c h es t h e SI M T wi dt h of o n e c o m p ut e u nit.

T his is a v ers atil e c o n fi g ur ati o n t h at s h o ul d w or k w ell i n m a n y c as es.

T h e k er n els f or t h e b as eli n e i m pl e m e nt ati o n as w ell as t h e o pti mi z e d c o d e us es

O p e n C L C; li br ar y i m pl e m e nt ati o ns o nl y n e e d t o i n v o k e t h e r el at e d A PI c alls fr o m

t h e h ost, w hi c h is i m pl e m e nt e d i n C + + i n o ur c as e.

B e n c h m a r k e d C o m p o n e nt M o d els

Dist ri b ut e d g e n e r ati o n i n v e rt e r : We t a k e t h e D G i n v ert er i ntr o d u c e d i n [P P G 0 7 ];

it is m o d el e d b y a n a v er a g e d i n v ert er m o d el wit h a gri d f oll o wi n g c o ntr ol a n d

n e gl e cts t h e s wit c hi n g d y n a mi cs. T h e k er n el is als o i m pl e m e nt e d i n o ur pr e vi o us

w or k [ Z h a + 2 2 b ]. S u c h m o d el d e pt h is alr e a d y s u ffi ci e nt f or a m aj orit y of t est

c as es [ D e + 2 2 ] i n v ol vi n g p o w er el e ctr o ni cs. T h e c o ntr oll er a n d cir c uit r e pr es e nt ati o n

of t h e i n v ert er m o d el is s h o w n i n Fi g. 6. 1 0 . T h e i n p ut t hr e e- p h as e A C si g n al t o

t h e c o ntr oll ers is first tr a nsf or m e d i nt o t h e 𝑄 𝑖 d o m ai n vi a a P ar k tr a nsf or m. T h e

c o ntr oll er c a n b e di vi d e d i nt o t hr e e m ai n p arts: a p h as e-l o c k e d l o o p ( P L L ) tr a c ks

t h e s yst e m’s a n g ul ar fr e q u e n c y; a n a v er a g e p o w er c al c ul ati o n bl o c k t h at c al c ul at es

t h e c urr e nt o ut p ut p o w er, a n d t w o PI c o ntr oll ers t h at tr a c k r ef er e n c e p o w er s et p oi nts

b y c o ntr olli n g t h e o ut p ut v olt a g e of t h e c o n v ert er.

v s

v c- d q

ig- d q

P o w er
C o ntr oll er v s- d q

C urr e nt
C o ntr oll er

A v er a g e P o w er
C al c ul ati o n

θ
P L L v c , ig

d q

a b c
v c

ig

C o ntr oll ers

C o ntr oll e d
Volt a g e S o ur c e

A C filt er

P ar k Tr a nsf or m

v c- d q , ig- d q

Fi g ur e 6. 1 0: Distri b ut e d g e n er ati o n i n v ert er m o d el [ P P G 0 7 ; Z h a + 2 2 b ]. Fi g ur e
r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

T h e c o n v ert er c o ntr oll ers, e x cl u di n g t h e P ar k tr a nsf or m bl o c k, c a n b e f or m ul at e d
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S 1 S 2 S 3

D 1 3 D 1 4 D 1 5

b u c kC

b u c kL mR

ctR

dlC

1  dc  C 2  dc  C

1  dr  R 2  dr  R

r e vV

D
C 

bu
s

+

-

3- p h a s e i n t e rl e a v e d b u c k c o n v e r t e r

R a n dl e s- W a r b u r g c ell m o d el

Fi g ur e 6. 1 1: El e ctr ol y z er wit h t hr e e- p h as e i nt erl e a v e d b u c k c o n v ert er [ Z h a + 2 2 a ;
A E 2 0 ]. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

vi a t h e f oll o wi n g st at e-s p a c e f or m ul ati o n:

𝑑 = 𝑞 𝑄 + 𝑖 (𝑁 )𝑣, ( 6. 2 9)

𝑁 = 𝑟 𝑡 + 𝑎 𝑡, ( 6. 3 0)

w h er e t h e 𝑥 m atri x is d e p e n d e nt o n t h e st at e 𝑡 . T his is d u e t o t h e a v er a g e p o w er

c al c ul ati o n bl o c k t h at p erf or ms m ulti pli c ati o ns o v er st at es ( 𝑗 𝑥 − 𝑡 𝑥 a n d 𝑡𝜋 − 𝑥 𝜏 ) t o

c al c ul at e t h e p o w er, t h us i ntr o d u ci n g n o n-li n e arit y i n t h e st at e-s p a c e r e pr es e nt ati o n.

El e ct r ol y z e r : We us e t h e el e ctr ol y z er m o d el i n [Z h a + 2 2 a ], w h er e t h e el e ctr ol y z er is

c o nsi d er e d t o b e c o n n e ct e d wit h a t hr e e- p h as e i nt erl e a v e d b u c k c o n v ert er. T h e el e c-

tr ol y z er is m o d el e d wit h R a n dl es- War b ur g ( R W) c ell m o d el, a n d t h e b u c k c o n v ert er

us es t h e g e n er ali z e d st at e-s p a c e a v er a g e m o d el i ntr o d u c e d i n [ A E 2 0 ]. T h e r e as o n

f or s el e cti n g a n el e ctr ol y z er m o d el f or t h e b e n c h m ar k is t w of ol d: first, el e ctr ol y z ers

ar e g ai ni n g m or e att e nti o n d u e t o t h e i n cr e asi n g i nt er est i n h y dr o g e n; s e c o n d, t h e

m ai n c o m p ut ati o n al l o a d i n t his m o d el w e s el e ct e d is t h e i nt erl e a v e d b u c k c o n-

v ert er, t h er ef or e, it c o ul d b e us e d t o p artl y r e pr es e nt t h e c o m p ut ati o n al t as ks w h e n

si m ul ati n g a p o w er- el e ctr o ni cs- b as e d s yst e m wit h s wit c hi n g d y n a mi cs.

S y n c h r o n o us M a c hi n e : We t a k e t h e m a c hi n e m o d el i n [K B L 9 4 ] wit h s at ur ati o n

i g n or e d, a n d its d q 0- a xis e q ui v al e nt cir c uits ar e s h o w n i n Fi g. 2. 3 . Si mil ar t o t h e

pr e vi o us i n v ert er m o d el, t h e m a c hi n e is m o d el e d i n t h e 𝑡 𝜏 fr a m e as w ell. T h e
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m a c hi n e m o d el als o i ntr o d u c es n o n-li n e arit y d u e t o t h e c o u pli n g of 𝑑 − a n d 𝑞 − a xis

a n d b et w e e n el e ctr o m a g n eti c a n d m e c h a ni c al e q u ati o ns. T h e o v er all e q u ati o n s et

c a n b e r e pr es e nt e d b y:

Ψ = 𝑄 (Ψ , 𝑖𝑁 , 𝑣), ( 6. 3 1)

𝑁 𝑟 = 𝑡 (𝑎 𝑡 ), ( 6. 3 2)

𝑥 𝑡 = 𝑗 (Ψ , 𝑥, 𝑡𝑥 ), ( 6. 3 3)

0 = 𝑡 (Ψ , 𝜋) . ( 6. 3 4)

W h er e Ψ is a 7 × 1 v e ct or of fl u x li n k a g e; 𝑥 , 𝜏 ar e v e ct ors of st at or a n d r ot or

v olt a g es a n d c urr e nts wit h t h e s a m e l e n gt h, r es p e cti v el y. 𝑡 𝜏 is t h e m e c h a ni c al

a n g ul ar fr e q u e n c y of t h e r ot or.

We b e n c h m ar k e d o ur o pti mi z e d c o m p o n e nt k er n els a g ai nst t h e li br ar y a n d t h e

b as eli n e i m pl e m e nt ati o n b y p erf or mi n g n u m eri c al i nt e gr ati o n wit h a si m pl e E ul er

f or w ar d m et h o d. T h e m e as ur e d e x e c uti o n ti m e f or di ff er e nt c o m p o n e nt t y p es a n d

di ff er e nt c o m p o n e nt c o u nts ar e s h o w n i n Fi g. 6. 1 2 , i n cl u di n g a b e n c h m ar k of si m u-

l ati n g a c o m bi n ati o n wit h t hr e e t y p es of c o m p o n e nts t o g et h er wit h a n e q u al n u m b er

of e a c h t y p e. T h e s p e e d u p of o ur o pti mi z e d k er n els t o t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n is

b et w e e n 1 .3 a n d 6 .7 ti m es a n d t o t h e b as eli n es b y u p t o 1 0 .2 ti m es, w hi c h s h o ws t h at

t h e o pti mi z e d k er n els o ut p erf or m t h e c o m p ar e d i m pl e m e nt ati o ns b y s o m e m ar gi n.

C o m p ar e d wit h t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n, t h e c ust o mi z e d c o m p o n e nt k er n els,

i. e. t h e b as eli n e a n d o pti mi z e d, h a v e a r e d u c e d n u m b er of k er n el l a u n c h es, as

o ur k er n els p erf or m t h e w h ol e c o m p ut ati o n i n a si n gl e k er n el l a u n c h alt h o u g h wit h

p art of c o m p ut ati o ns b ei n g c o m p ut e d s e q u e nti all y, i. e. n o nli n e ar c o ntri b uti o ns,

w h er e as t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n r e q uir es s e p ar at e d l a u n c h es e. g. f or u p d ati n g

t h e st at es a n d o ut p uts. T his r es ults i n b ett er c a c h e c o h er e n c e a n d l ess o v er h e a d i n

o ur i m pl e m e nt ati o ns. N e v ert h el ess, t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n still o ut p erf or ms t h e

b as eli n es w h e n t h e pr o bl e m si z e is l ar g e e n o u g h.

I n all t est c as es of t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n, t h e N VI DI A A 1 0 0 o ut p erf or m e d

t h e A M D MI 1 0 0. It c a n b e attri b ut e d t o t h e b ett er o pti mi z ati o n wit h t h e c u S p ars e

li br ar y t h a n t h e hi p S p ars e li br ar y. H o w e v er, it n e e ds t o b e n ot e d t h at t h e A 1 0 0

G P U h as hi g h er m e m or y b a n d wi dt h, t h er ef or e, it g ai ns m or e a d v a nt a g e i n t h e li n e ar

al g e br a r el at e d b e n c h m ar ks w hi c h ar e m ai nl y m e m or y- b o u n d e d o p er ati o ns.

Fi n all y, w e p erf or m e d a r o o fli n e a n al ysis [ W W P 0 9 b ] wit h t h e o pti mi z e d k er n els.

T his r el at es t h e c o m p ut ati o n al i nt e nsit y, gi v e n b y t h e F L O P p er b yt e tr a nsf err e d,
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Fi g ur e 6. 1 2: E x e c uti o n ti m e f or p erf or mi n g n u m eri c al i nt e gr ati o n wit h di ff er e nt
c o m p o n e nt m o d els a n d c o m p o n e nt c o u nts, wit h si m ul ati n g e a c h t y p e of c o m p o n e nt
al o n g or wit h all t y p es c o m bi n e d. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C
B Y 4. 0 li c e ns e .

t o t h e a c hi e v a bl e p erf or m a n c e. T h e pl ot is s h o w n i n Fi g. 6. 1 3 a n d s h o ws t h at

es p e ci all y hi g h c o m p o n e nt c o u nts l e a d t o e ffi ci e nt utili z ati o n of t h e h ar d w ar e a n d

cl os e t o t h e p e a k p erf or m a n c e. T h e d e vi c es ar e li k el y n ot f ull y utili z e d f or l o w er

c o m p o n e nt c o u nts. T his is b e c a us e r u nti m e o v er h e a ds, s u c h as s c h e d uli n g ti m e,

b e c o m e a si g ni fi c a nt f a ct or c o m p ar e d t o li g ht c o m p ut ati o n al l o a d, l e a di n g t o a l ar g e

g a p b et w e e n p e a k a n d a ct u al p erf or m a n c e.
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I nt e n sit y ( F L O P / B yt e)

1 0 1

1 0 2

Pe
rf

or
ma

nc
e

(
G

F
L

O
P
/s

)

N VI DI A A 1 0 0

A M D MI 1 0 0

P e a k p e rf.

5 1 2 c o m p.

2 0 4 8 c o m p.

8 1 9 2 c o m p.

3 2 7 6 8 c o m p.

1 3 1 0 7 2 c o m p.

5 2 4 2 8 8 c o m p.

Fi g ur e 6. 1 3: P erf or m a n c e of t h e o pti mi z e d k er n els i n a r o o fli n e pl ot t o r el at e k er n el
p erf or m a n c e t o p e a k p erf or m a n c e. T h e si z e of t h e d ots r el at es t o t h e n u m b er of
c o m p o n e nts. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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M e m o r y C o ns u m pti o n

R ef or m ul ati o n of t h e c o m p o n e nts i n e vit a bl y l e a ds t o i n cr e as e d m e m or y c o ns u m p-

ti o n, w hi c h c o ul d b e a li miti n g f a ct or f or v er y l ar g e s yst e ms. We tr a c k e d t h e

r e q uir e d b u ff er si z es n e e d e d f or e a c h c o m p o n e nt t o p erf or m n u m eri c al i nt e gr ati o n

a n d c o m p ar e d t h e m b et w e e n t h e o pti mi z e d a n d li br ar y i m pl e m e nt ati o n, as s h o w n i n

Fi g. 6. 1 4 . T h e el e ctr ol y z er m o d el c o ns u m es t h e m ost m e m or y p er c o m p o n e nt si n c e

it h as a m or e d et ail e d c o n v ert er m o d el c o nsi d eri n g s wit c hi n g d y n a mi cs; t h e D G

i n v ert er c o nsi d ers o nl y c o ntr oll er d y n a mi cs a n d t h er ef or e n e e ds l ess m e m or y b ut

is still l ar g er t h a n t h e s y n c hr o n o us m a c hi n e. R es ults s h o w t h at o ur o pti mi z er fi n ds

di ff er e nt m atri x f or m at c o m bi n ati o ns f or di ff er e nt pr o bl e m si z es: w h e n t h e c o m-

p o n e nt c o u nt is s m all, t h e G P U m e m or y b a n d wi dt h is us u all y n ot s at ur at e d, h e n c e

l e a di n g o ur o pti mi z ati o n t o c h o os e m or e p erf or m a nt f or m ats, i n cl u di n g d e ns e, r e-

g ar dl ess of m e m or y us a g e, a n d t h e i n cr e asi n g m e m or y us a g e cl e arl y s h o ws t h at

d e ns e f or m at w as us e d i n s o m e c as es. Wit h t h e gr o wi n g c o m p o n e nt c o u nt, t h e G P U

m e m or y b a n d wi dt h is e v e nt u all y s at ur at e d, t h er ef or e, t h e o pti mi z er t e n ds t o fi n d

f or m at c o m bi n ati o ns t h at pr o vi d e b ett er c o m pr essi o n o n t h e m atri c es.

1 0 2 4 4 0 9 6 1 6 3 8 4 6 5 5 3 6 2 6 2 1 4 4

N u m b e r of C o m p o n e nts

0

5 0 0

1 0 0 0

1 5 0 0

2 0 0 0

2 5 0 0

3 0 0 0

3 5 0 0

Me
mo

r
y

pe
r

Co
m
p.

(
B
yt

e)

Li b r a r y

O ur s

I n v e r t e r

S y n c. M a c hi n e

El e ctr ol y z e r

Fi g ur e 6. 1 4: M e m or y c o ns u m pti o n p er c o m p o n e nt o n t h e N VI DI A A 1 0 0 G P U of
di ff er e nt c o m p o n e nt m o d els, f or o ur a n d t h e li br ar y i m pl e m e nt ati o n. T h e l o w er
li mit is c al c ul at e d b y c o nsi d eri n g t h e mi ni m u m n u m b er of p ar a m et ers r e q uir e d f or
e a c h c o m p o n e nt. Fi g ur e r e pr o d u c e d fr o m [ M Z B 2 4 ] u n d er t h e C C B Y 4. 0 li c e ns e .

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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6. 4 S u m m a r y

I n t his s e cti o n, w e a n al y z e d t h e p ot e nti al p erf or m a n c e b ottl e n e c k of t h e p ar all el-i n-

s p a c e a p pr o a c h a n d pr o p os e d m et h o ds t o f urt h er o pti mi z e its p erf or m a n c e. M or e-

o v er, a m or e g e n er al f or m ul ati o n wit h a n al g e br ai c c o n c urr e n c y m o d el is gi v e n t o

t h e gr a p h- b as e d t hr e a d s af et y d esi g n i ntr o d u c e d pr e vi o usl y i n C h a pt er 3 .

T his w or k pr o vi d es a n a p pr o a c h t o a ut o m ati c all y a c c el er at e t h e n u m eri c i nt e gr ati o n

of c o m p o n e nt m o d els f or p o w er s yst e m si m ul ati o ns o n G P U . O ur a p pr o a c h a ut o-

m ati c all y e x pl oits t h e d at a p ar all elis m of t h e G P U b y i ntr o d u ci n g v e ct ori z ati o n a n d

di ff er e nt m atri x st or a g e str at e g y wit h mi x e d m atri x f or m ats i nt o t h e c o m p o n e nt c o m-

p ut ati o n. T h e a p pr o a c h c a n b e fl e xi bl y a p pli e d t o k er n els f or a n y n e w c o m p o n e nts,

or b e a p pli e d t o e xisti n g c o m p ati bl e i m pl e m e nt ati o ns t o i m pr o v e p erf or m a n c e.

We d e m o nstr at e d t h at o ur a p pr o a c h o ut p erf or ms t h e a g gr e g at e d m o d el a p pr o a c h

b as e d o n s p ars e li n e ar al g e br a li br ari es wit h a s p e e d u p b et w e e n 1 .3 a n d 6 .7 ti m es, a n d

u p t o 1 0 ti m es c o m p ar e d t o t h e u n o pti mi z e d b as eli n e i m pl e m e nt ati o n, d e m o nstr ati n g

t h e e ff e cti v e n ess of o ur o pti mi z ati o ns.

Wit h t h e gr o wi n g si z e a n d c o m pl e xit y of t h e p o w er s yst e m, or w h e n s p e ci fi c st u d y

c as es r e q uir e d et ail m o d elli n g, c o m p o n e nt m o d els c a n b e m or e c o m pl e x. T h er ef or e,

m e m or y b a n d wi dt h a n d, i n s o m e c as es, m e m or y v ol u m e will b e c o m e a li miti n g

f a ct or. T h e m e m or y f o ot pri nt s h o w n i n S e ct. 6. 3 s u g g ests t h at o ur a p pr o a c h c o ul d

i n cr e as e t h e e ffi ci e n c y i n m e m or y utili z ati o n f or c o m p o n e nt c o m p ut ati o ns.

N e v ert h el ess, it n e e ds t o b e p oi nt e d o ut t h at t h e o pti mi z ati o n pr o c e d ur e t a k es a f e w

mi n ut es p er c o m p o n e nt si n c e it d e p e n ds o n m a n y a ut o m ati c all y e x e c ut e d b e n c h-

m ar ks, a n d n e e d t o b e r e- e x e c ut e d f or di ff er e nt pr o bl e m si z es, i n di c ati n g f urt h er

i m pr o v e m e nts n e e d e d, e. g., o n t h e o pti mi z ati o n al g orit h m.

We pl a n t o c o nsi d er di ff er e nt e x pli cit a n d i m pli cit i nt e gr ati o n s c h e m es ot h er t h a n

t h e e x pli cit E ul er a n d R K- 4 s c h e m es. M or e o v er, o n e m a y c o nsi d er t h e v e ct ori z ati o n

p ot e nti al of t h e n o nli n e ariti es t o a c hi e v e e v e n b ett er p erf or m a n c e. I n cl u di n g m or e

s p e ci ali z e d m atri x f or m ats f or t h e c o m p o n e nt m atri c es m a y i n cr e as e p erf or m a n c e

f urt h er.
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C h a p t e r 7

C O N C L U SI O N S

T his t h esis pr es e nts n e w m et h o ds t o a p pl y p ar all el-i n-s p a c e t o a c c el er at e p o w er

s yst e m si m ul ati o ns. We s h o w t h at usi n g G P U wit h o ur Pi n S m et h o d c o ul d a c hi e v e

or d ers of m a g nit u d e s p e e d u p c o m p ar e d t o a hi g hl y e ffi ci e nt si m ul at or b as e d o n C + +,

a n d t h e c o m bi n ati o n of Pi n T a n d Pi n S o p e ns u p f urt h er p erf or m a n c e p ot e nti al aft er

t h e s p ati al p ar all eli z ati o n is s at ur at e d. T h e m ai n fi n di n gs of t his diss ert ati o n ar e

s u m m ari z e d as f oll o ws:

1. C a n w e m a p p o w er s yst e m si m ul ati o n o nt o h ar d w ar e a c c el er at ors e ffi ci e ntl y ?

I n t his w or k, w e e x pl oit e d p ar all elis ms at di ff er e nt p h as es a n d di ff er e nt l e v els

d uri n g t h e si m ul ati o n, s u c h t h at t h e si m ul ati o n c o ul d b e e x e c ut e d e ffi ci e ntl y o n

t h e G P U . T h e p erf or m a n c e a c hi e v e d o n G P U h as als o d e m o nstr at e d r e al-ti m e

a n d f ast er-t h a n-r e al-ti m e c a p a bilit y f or l ar g e t est c as es.

2. Will G P U o ut p erf or m ot h er h ar d w ar e i n t er ms of p o w er s yst e m si m ul ati o n ?

Wit h t h e a n al ys es b as e d o n t h e r o o fli n e m o d el pr es e nt e d i n C h a p. 6 , a n d

r es ults s h o w n i n C h a p. 3 , w e s h o w t h at wit h t h e st at e- of-t h e- art c o m m er-

ci al h ar d w ar e, it s h o ul d b e t h e or eti c all y i m p ossi bl e f or a m ulti- c or e C P U t o

a c hi e v e t h e s a m e p erf or m a n c e usi n g t h e s a m e p ar all el-i n-s p a c e al g orit h m.

H o w e v er, w e n e e d t o p oi nt o ut t h at t h e a d v a nt a g e of G P U r eli es n ot o nl y o n

t h e l ar g e n u m b er of pr o c essi n g el e m e nts, b ut als o h e a vil y o n its hi g h m e m or y

b a n d wi dt h. C urr e nt tr e n d i n hi g h p erf or m a n c e c o m p uti n g ar c hit e ct ur e als o

s e es t h e m er gi n g of di ff er e nt pr o c ess or, f or i nst a n c e C P U a n d G P U i nt o si n gl e

i nt e gr at e d c hi p [Te k + 2 1 ], a n d t h er e ar e alr e a d y c o m m er ci al pr o c ess ors t h at

cl os el y c o m bi ni n g b ot h, f or i nst a n c e t h e N VI DI A G H s u p er c hi p [ N VI 2 4 2 4 ].

3. I n C h a p. 4 w e pr o p os e d t h e c o m bi n e d s p a c e-ti m e p ar all el a p pr o a c h e d b as e d

o n t h e Pi n S al g orit h m i n C h a p. 3 a n d t h e p ar all el-i n-ti m e m et h o d M G RI T .

R es ult s h o ws a d diti o n al s p e e d u p b y a p pl yi n g a n o n-i ntr usi v e M G RI T i m pl e-

m e nt ati o n X Br ai d a n d e x e c ut e wit h t h e Pi n S i m pl e m e nt ati o n h et er o g e n e o usl y,

i. e. e x e c ut e d b ot h o n C P U a n d G P U.

4. I n a d diti o n t o t h e r es e ar c h i n p ar all el si m ul ati o n m et h o ds f or p o w er s yst e m

si m ul ati o n, t his w or k als o i n v esti g at e d o n t h e r e ali z ati o n of s u c h al g orit h ms
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wit h a s uit a bl e si m ul at or d esi g n. I n C h a p. 5 , w e d e m o nstr at e d t h e i m pl e-

m e nt ati o n of o ur p ar all el-i n-s p a c e si m ul at or usi n g d at a- ori e nt e d d esi g n. T h e

si m ul at or s h o ws fl e xi bilit y i n i nt e gr ati n g di ff er e nt p ar all eli z ati o n m et h o ds as

w ell as di ff er e nt e x e c uti o n h ar d w ar e. H o w e v er, it is di ffi c ult t o c o m p ar e di-

r e ctl y t h e p erf or m a n c e of t w o d esi g n p att er ns, a n d s u c h c o m p aris o n w o ul d

b e b e y o n d t h e s c o p e of t his w or k. N e v ert h el ess, as t h e h ar d w ar e a c c el er at ors

li k e G P U is b e c o mi n g m or e d o mi n a nt i n c o m p uti n g h ar d w ar e, w e b eli e v e t h at

s u c h d esi g n w o ul d b e m or e p o p ul ar i n t h e f ut ur e si m ul at or i m pl e m e nt ati o ns.

5. T h e p erf or m a n c e of si m ul ati o ns e x e c ut e d o n t h e h ar d w ar e a c c el er at ors li k e

G P U c a n b e t u n e d a ut o m ati c all y wit h o ur a p pr o a c h pr o p os e d i n C h a p. 6 . T h e

a p pr o a c h a ut o m ati c all y t u n es t h e k er n els t h at ar e g oi n g t o b e e x e c ut e d o n t h e

G P U wit h t h e h el p of A E O S . T h e t u n er d e m o nstr at e d e ff e cti v e p erf or m a n c e

i m pr o v e m e nts o n c o m p o n e nt k er n els c o m p ar e d t o i m pl e m e nt ati o n b as e d o n

st a n d ar d G P U li br ari es.
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C h a p t e r 8

O U T L O O K

I n t his w or k, t h e h ar d w ar e a c c el er at or e m pl o y e d f or t h e p ar all el-i n-s p a c e a p pr o a c h

w as G P U . T h e risi n g of fi el d pr o gr a m m a bl e g at e arr a ys (F P G A ) pr o c ess ors is als o

attr a cti n g i nt er ests a n d t h er e ar e r e c e nt lit er at ur e i n v esti g ati n g t h es e r e c o n fi g ur a bl e

d e vi c es. T h e b e n e fit of F P G A is t h at it c a n r e c o n fi g ur e h ar d w ar e cir c uits o n c hi p t o

r e ali z e t h e c o m p ut ati o ns pr o gr a m m e d, t h er ef or e p ot e nti all y a c hi e v e l o w l at e n c y wit h

m assi v el y p ar all el e x e c uti o n. I n o ur p a p er [ Z h a + 2 2 b ], w e alr e a d y d e m o nstr at e d t h at

t h e i m pl e m e nt e d k er n els c a n als o b e s y nt h esi z e d o n t h e F P G A s, h o w e v er, t h e r es ult

is n ot c o m p ar a bl e t o G P Us as t h es e k er n els di d n ot utili z e t h e d e vi c e e ffi ci e ntl y.

M or e r es e ar c h c o ul d b e c o n d u ct e d i n s y nt h esi zi n g hi g h- p erf or m a n c e k er n els or

e v e n t h e e ntir e si m ul ati o n e n gi n es s o t h at it c a n b e e x e c ut e d o n F P G As e ffi ci e ntl y.

As w e s e e t h e tr e n d w h er e C P Us a n d G P Us ar e i nt e gr ati n g, f ut ur e tr e n d als o

s e es t h e F P G A c hi ps b ei n g i nt e gr at e d i nt o ot h er pr o c ess ors s u c h as C P U [P A T 2 5 ].

T h er ef or e, al g orit h ms t h at utili z e di ff er e nt h et er o g e n o us ar c hit e ct ur e c o ul d b e f urt h er

i n v esti g at e d, es p e ci all y o n t h e e m er gi n g pr o c ess ors s u c h as C P U wit h i nt e gr at e d

F P G A, s u p er- c hi p b as e d o n C P U a n d G P U.

M or e o v er, o n t h e m et h o d ol o g y p ers p e cti v e, t h e Pi n S m et h o d r eli es o n e x pli cit

i nt e gr ati o n of n o nli n e ar c o m p o n e nts. M or e i n v esti g ati o n c o ul d b e c o n d u ct e d o n

a p pl yi n g e x pli cit sti ff-st a bl e m et h o ds t o mi ni mi z e di v er g e n c e c a us e d b y n o nli n e ar

c o m p o n e nts. T h e p ossi bilit y of e xtr a cti n g p ar all elis m u n d er f ull y i m pli cit s c h e m es,

f or i nst a n c e wit h t h e S D C m et h o d [ S p e 1 8 ], c a n als o b e st u di e d.

C o m bi ni n g p ar all el-i n-s p a c e wit h p ar all el-i n-ti m e n e e ds s p e ci fi c i m pl e m e nt ati o n

of p ar all el-i n-ti m e. T h e a p pr o a c h i ntr o d u c e d i n C h a p. 4 e m pl o ys h et er o g e n e o us

c o m p uti n g d esi g n. D u e t o t h e l ar g e o v er h e a d, it is o nl y s uit a bl e f or l ar g e c as es wit h

l o n g si m ul ati o n d ur ati o n. F ut ur e w or k c o ul d als o b e f o c us e d o n i m pl e m e nti n g Pi n T

al g orit h m t h at c a n b e e x e c ut e d wit h Pi n S o n t h e s a m e h ar d w ar e n ati v el y. M or e o v er,

m or e i n v esti g ati o n c o ul d b e c o n d u ct e d o n ot h er s p a c e-ti m e p ar all el al g orit h m s u c h

as P F A S S T a n d p erf or m c o m p aris o ns wit h t h eir p erf or m a n c es.

I n C h a p. 6 , w e pr o p os e d a ut o m ati c o pti mi z ati o n of e x pli cit n u m eri c al i nt e gr ati o n

r o uti n es. I n t h e f ut ur e, it is w ort h st u d yi n g t h e e ff e ct o n i m pli cit or h y bri d n u m eri c al

r o uti n es. M or e o v er, w e c o ul d f urt h er b e n c h m ar k t h e a p pr o a c h f or ot h er p h ysi c al
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s yst e ms, f or i nst a n c e a p pl yi n g it i n a g e n er al p ur p os e O D E s ol v er.

B e y o n d r es e ar c h es i n a c c el er ati n g a si n gl e si m ul ati o n, w e c o ul d als o i n v esti g at e

m et h o ds t o si m ul at e m ulti pl e s c e n ari os e ffi ci e ntl y. F or i nst a n c e, e xt e n di n g t h e

si m ul ati o n fr a m e w or k f or m a n y-s c e n ari o si m ul ati o ns pr o p os e d i n [ Z h a + 2 1 ]. F ut ur e

w or ks c o ul d s e e p ot e nti als i n t h e i nt er a cti o n wit h p o w er s yst e m c o m p o n e nts t h at

c a us es dis cr et e e v e nts, f or i nst a n c e pr ot e cti o n s yst e ms, as w ell as s yst e m b e h a vi ors

d uri n g i nt er a cti o n wit h t h es e s yst e ms, f or e x a m pl e u n d er v olt a g e l o a d s h e d di n g

(U V L S ) a n d u n d er fr e q u e n c y l o a d s h e d di n g (U F L S ).
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H o m o m or p hi c E n cr y pti o n S c h e m es: T h e or y a n d I m pl e m e nt ati o n ”.
I n: A C M C o m p ut. S ur v. 5 1. 4 (J ul y 2 0 1 8), 7 9: 1 – 7 9: 3 5. i s s n: 0 3 6 0-
0 3 0 0. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 3 2 1 4 3 0 3 . ( Visit e d o n 0 2/ 2 3/ 2 0 2 5).

[ A E 2 0] P et er A z er a n d Ali E m a di. “ G e n er ali z e d St at e S p a c e A v er a g e M o d el
f or M ulti- P h as e I nt erl e a v e d B u c k, B o ost a n d B u c k- B o ost D C- D C
C o n v ert ers: Tr a nsi e nt, St e a d y- St at e a n d S wit c hi n g D y n a mi cs ”. I n:
I E E E A c c ess 8 ( 2 0 2 0), p p. 7 7 7 3 5 – 7 7 7 4 5. i s s n: 2 1 6 9- 3 5 3 6.

[ A K 2 3] F eli p e Arr a ñ o- Var g as a n d G e or gi os K o nst a nti n o u. “ M o d ul ar D e-
si g n a n d R e al- Ti m e Si m ul at ors T o w ar d P o w er S yst e m Di git al T wi ns
I m pl e m e nt ati o n ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n I n d ustri al I nf or m ati cs
1 9. 1 (J a n. 2 0 2 3), p p. 5 2 – 6 1. i s s n: 1 9 4 1- 0 0 5 0. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T I I .
2 0 2 2 . 3 1 7 8 7 1 3 . ( Visit e d o n 0 3/ 0 6/ 2 0 2 5).

[ Ari 1 5] P etr os Aristi d o u. “ Ti m e- D o m ai n Si m ul ati o n of L ar g e El e ctri c P o w er
S yst e ms Usi n g D o m ai n- D e c o m p ositi o n a n d P ar all el Pr o c essi n g
M et h o ds ”. P h D t h esis. U ni v ersit é d e Li è g e, J u n e 2 0 1 5. d oi : 1 0 .
1 3 1 4 0 / R G . 2 . 1 . 1 1 1 9 . 1 5 2 7 .

[ Ar m + 0 6]  M. Ar mstr o n g, J. R. M arti, L. R. Li n ar es, et al. “ M ultil e v el M A T E
f or E ffi ci e nt Si m ult a n e o us S ol uti o n of C o ntr ol S yst e ms a n d N o nli n-
e ariti es i n t h e O V NI Si m ul at or ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er
S yst e ms 2 1. 3 ( A u g. 2 0 0 6), p p. 1 2 5 0 – 1 2 5 9. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi :
1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 0 6 . 8 7 9 2 5 4 .

https://www.khronos.org/adopters/conformant-products/opencl
https://www.khronos.org/adopters/conformant-products/opencl
pybind
https://doi.org/10.1109/59.141768
https://arxiv.org/abs/1806.01437
https://doi.org/10.1145/3214303
https://doi.org/10.1109/TII.2022.3178713
https://doi.org/10.1109/TII.2022.3178713
https://doi.org/10.13140/RG.2.1.1119.1527
https://doi.org/10.13140/RG.2.1.1119.1527
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2006.879254
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[ Ar o 0 6] P et er Ar o nss o n. “ A ut o m ati c P ar all eli z ati o n of E q u ati o n- B as e d Si m-
ul ati o n Pr o gr a ms ”. P h D t h esis. Li n k ö pi n g U ni v ersit y, 2 0 0 6. ( Vis-
it e d o n 0 1/ 0 6/ 2 0 2 5).

[ At k 8 9]  K e n d all E. At ki ns o n. A n I ntr o d u cti o n t o N u m eri c al A n al ysis . 2 n d
e d. N e w Y or k: Wil e y, 1 9 8 9. i s b n: 9 7 8- 0- 4 7 1- 6 2 4 8 9- 9.

[ B al + 2 1]  C o d y J. B al os, D a vi d J. G ar d n er, C ar ol S. W o o d w ar d, et al. “ E n-
a bli n g G P U A c c el er at e d C o m p uti n g i n t h e S U N DI A L S Ti m e I nt e-
gr ati o n Li br ar y ”. I n: P ar all el C o m p uti n g 1 0 8 ( D e c. 2 0 2 1), p. 1 0 2 8 3 6.
i s s n: 0 1 6 7- 8 1 9 1. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . p a r c o . 2 0 2 1 . 1 0 2 8 3 6 . ( Visit e d
o n 0 2/ 2 1/ 2 0 2 4).

[ B G 0 8]  N at h a n B ell a n d Mi c h a el G arl a n d. E ffi ci e nt s p ars e m atri x- v e ct or
m ulti pli c ati o n o n C U D A . Te c h. r e p. N vi di a Te c h ni c al R e p ort N V R-
2 0 0 8- 0 0 4, N vi di a C or p or ati o n, 2 0 0 8.

[ B K K 1 7]  L aris a B eili n a, E v g e nii K ar c h e vs kii, a n d Mi k h ail K ar c h e vs kii. N u-
m eri c al Li n e ar Al g e br a: T h e or y a n d A p pli c ati o ns . C h a m: S pri n g er
I nt er n ati o n al P u blis hi n g, 2 0 1 7. i s b n: 9 7 8- 3- 3 1 9- 5 7 3 0 2- 1 9 7 8- 3-
3 1 9- 5 7 3 0 4- 5. d oi : 1 0 . 1 0 0 7 / 9 7 8 - 3 - 3 1 9 - 5 7 3 0 4 - 5 . ( Visit e d o n
0 2/ 0 5/ 2 0 2 5).

[ B M 1 5]  A n dr e a B e ni g ni a n d A nt o n ell o M o nti. “ A P ar all el A p pr o a c h t o
R e al- Ti m e Si m ul ati o n of P o w er El e ctr o ni cs S yst e ms ”. I n: I E E E
Tr a ns a cti o ns o n P o w er El e ctr o ni cs 3 0. 9 ( 2 0 1 5), p p. 5 1 9 2 – 5 2 0 6.
d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P E L . 2 0 1 4 . 2 3 6 1 8 6 8 .

[ Br a 7 7]  Vl a di mir Br a n d w aj n. “ S y n c hr o n o us G e n er at or M o d els f or t h e Si m-
ul ati o n of El e ctr o m a g n eti c Tr a nsi e nts ”. P h D t h esis. U ni v ersit y of
Britis h C ol u m bi a, 1 9 7 7.

[ C as 2 4] St e p h e n C ass. T o p Pr o gr a m mi n g L a n g u a g es 2 0 2 4 - I E E E S p e c-
tr u m. h t t p s : / / s p e c t r u m . i e e e . o r g / t o p - p r o g r a m m i n g -
l a n g u a g e s - 2 0 2 4 . A u g. 2 0 2 4. ( Visit e d o n 0 2/ 1 8/ 2 0 2 5).

[ C B 9 3] J. S. C h ai a n d A. B os e. “ B ottl e n e c ks i n P ar all el Al g orit h ms f or
P o w er S yst e m St a bilit y A n al ysis ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er
S yst e ms 8. 1 ( F e b. 1 9 9 3), p p. 9 – 1 5. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 /
5 9 . 2 2 1 2 4 2 . ( Visit e d o n 0 1/ 2 7/ 2 0 2 5).

[ C D D 2 3]  Ti a ns hi C h e n g, T o n g D u a n, a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ E C S- Gri d:
D at a- Ori e nt e d R e al- Ti m e Si m ul ati o n Pl atf or m f or C y b er- P h ysi c al
P o w er S yst e ms ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n I n d ustri al I nf or m ati cs
1 9. 1 1 ( N o v. 2 0 2 3), p p. 1 1 1 2 8 – 1 1 1 3 8. i s s n: 1 9 4 1- 0 0 5 0. d oi : 1 0 .
1 1 0 9 / T I I . 2 0 2 3 . 3 2 4 4 3 2 9 . ( Visit e d o n 1 2/ 0 9/ 2 0 2 4).

[ C hr + 1 0]  D a v e C hristi e, J a e- W o o n g C h u n g, St e p h a n Di est el h orst, et al. “ E v al-
u ati o n of A M D’s A d v a n c e d S y n c hr o ni z ati o n F a cilit y wit hi n a C o m-
pl et e Tr a ns a cti o n al M e m or y St a c k ”. I n: Pr o c e e di n gs of t h e 5t h

https://doi.org/10.1016/j.parco.2021.102836
https://doi.org/10.1007/978-3-319-57304-5
https://doi.org/10.1109/TPEL.2014.2361868
https://spectrum.ieee.org/top-programming-languages-2024
https://spectrum.ieee.org/top-programming-languages-2024
https://doi.org/10.1109/59.221242
https://doi.org/10.1109/59.221242
https://doi.org/10.1109/TII.2023.3244329
https://doi.org/10.1109/TII.2023.3244329
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E ur o p e a n C o nf er e n c e o n C o m p ut er S yst e ms . E ur o S ys ’ 1 0. N e w
Y or k, N Y, U S A: Ass o ci ati o n f or C o m p uti n g M a c hi n er y, A pr. 2 0 1 0,
p p. 2 7 – 4 0. i s b n: 9 7 8- 1- 6 0 5 5 8- 5 7 7- 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 1 7 5 5 9 1 3 .
1 7 5 5 9 1 8 . ( Visit e d o n 0 3/ 0 8/ 2 0 2 5).

[ C K 0 6] Fr a n ç ois E. C elli er a n d Er n est o K of m a n. C o nti n u o us S yst e m Si m-
ul ati o n . N e w Y or k: S pri n g er, 2 0 0 6. i s b n: 9 7 8- 0- 3 8 7- 2 6 1 0 2- 7 9 7 8-
0- 3 8 7- 3 0 2 6 0- 7.

[ C L C U D A] C N u gt er e n/ C L C u d a A PI at 9. 0 . h t t p s : / / g i t h u b . c o m / C N u g t e r e n /
C L C u d a A P I . ( Visit e d o n 0 3/ 0 8/ 2 0 2 3).

[ C L D 2 0] S hi qi C a o, Ni n g Li n, a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ F ast er- T h a n- R e al-
Ti m e D y n a mi c Si m ul ati o n of A C/ D C Gri ds o n R e c o n fi g ur a bl e
H ar d w ar e ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms 3 5. 2 ( M ar.
2 0 2 0), p p. 1 5 3 9 – 1 5 4 8. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S .
2 0 1 9 . 2 9 4 4 9 2 0 .

[ C L D 2 2]  Ti a ns hi C h e n g, Ni n g Li n, a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ H y bri d P ar all el-
i n- Ti m e- a n d- S p a c e Tr a nsi e nt St a bilit y Si m ul ati o n of L ar g e- S c al e
A C/ D C Gri ds ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms ( 2 0 2 2),
p p. 1 – 1. i s s n: 0 8 8 5- 8 9 5 0, 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S .
2 0 2 2 . 3 1 5 3 4 5 0 .

[ C L D 2 3] S hi qi C a o, Ni n g Li n, a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ F ast er- T h a n- R e al-
Ti m e H ar d w ar e E m ul ati o n of E xt e nsi v e C o nti n g e n ci es f or D y-
n a mi c S e c urit y A n al ysis of L ar g e- S c al e I nt e gr at e d A C/ D C Gri d ”.
I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms 3 8. 1 (J a n. 2 0 2 3), p p. 8 6 1 –
8 7 1. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 2 2 . 3 1 6 1 5 6 1 .

[ C P D 0 1]  R. Cli nt W h al e y, A nt oi n e P etit et, a n d J a c k J. D o n g arr a. “ A ut o m at e d
E m piri c al O pti mi z ati o ns of S oft w ar e a n d t h e A T L A S Pr oj e ct ”. I n:
P ar all el C o m p uti n g . N e w Tr e n ds i n Hi g h P erf or m a n c e C o m p uti n g
2 7. 1 (J a n. 2 0 0 1), p p. 3 – 3 5. i s s n: 0 1 6 7- 8 1 9 1. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / S 0 1 6 7 -
8 1 9 1 ( 0 0 ) 0 0 0 8 7 - 9 .

[ C P P 1 8] C p p C o n 2 0 1 8: O O P Is D e a d, L o n g Li v e D at a- ori e nt e d D esi g n –
St o y a n Ni k ol o v : St a n d ar d C + + . h t t p s : / / i s o c p p . o r g / b l o g /
2 0 1 9 / 0 8 / c p p c o n - 2 0 1 8 - o o p - i s - d e a d - l o n g - l i v e - d a t a -
o r i e n t e d - d e s i g n - s t o y a n - n i k o l o v . ( Visit e d o n 0 2/ 1 6/ 2 0 2 5).

[ C S V 1 0] J e e W C h oi, A mi k Si n g h, a n d Ri c h ar d W V u d u c. “ M o d el- dri v e n
a ut ot u ni n g of s p ars e m atri x- v e ct or m ulti pl y o n G P Us ”. I n: A C M
si g pl a n n oti c es 4 5. 5 ( 2 0 1 0), p p. 1 1 5 – 1 2 6.

[ C U D A T 1 8] N VI DI A C U D A T o ol kit R el e as e N ot es . O ct. 3 0, 2 0 1 8. h t t p s : / /
d o c s . n v i d i a . c o m / c u d a / a r c h i v e / 1 0 . 0 / c u d a - t o o l k i t -
r e l e a s e - n o t e s / i n d e x . h t m l # d e p r e c a t e d - f e a t u r e s ( visit e d
o n 0 2/ 2 0/ 2 0 2 4).

https://doi.org/10.1145/1755913.1755918
https://doi.org/10.1145/1755913.1755918
https://github.com/CNugteren/CLCudaAPI
https://github.com/CNugteren/CLCudaAPI
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2019.2944920
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2019.2944920
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2022.3153450
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2022.3153450
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2022.3161561
https://doi.org/10.1016/S0167-8191(00)00087-9
https://doi.org/10.1016/S0167-8191(00)00087-9
https://isocpp.org/blog/2019/08/cppcon-2018-oop-is-dead-long-live-data-oriented-design-stoyan-nikolov
https://isocpp.org/blog/2019/08/cppcon-2018-oop-is-dead-long-live-data-oriented-design-stoyan-nikolov
https://isocpp.org/blog/2019/08/cppcon-2018-oop-is-dead-long-live-data-oriented-design-stoyan-nikolov
https://docs.nvidia.com/cuda/archive/10.0/cuda-toolkit-release-notes/index.html#deprecated-features
https://docs.nvidia.com/cuda/archive/10.0/cuda-toolkit-release-notes/index.html#deprecated-features
https://docs.nvidia.com/cuda/archive/10.0/cuda-toolkit-release-notes/index.html#deprecated-features
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[ D e + 2 2]  Gi o v a n ni D e C ar n e, G e or g L a uss, M a z h er u d di n H S y e d, et al.
“ O n m o d eli n g d e pt hs of p o w er el e ctr o ni c cir c uits f or r e al-ti m e
si m ul ati o n – a c o m p ar ati v e a n al ysis f or p o w er s yst e ms ”. I n: I E E E
O p e n A c c ess J o ur n al of P o w er a n d E n er g y 9 ( 2 0 2 2), p p. 7 6 – 8 7.

[ D e + 2 3]  H. D e St er c k, R. D. F al g o ut, O. A. Kr z ysi k, et al. “ E ffi ci e nt M ulti-
gri d R e d u cti o n-i n- Ti m e f or M et h o d- of- Li n es Dis cr eti z ati o ns of
Li n e ar A d v e cti o n ”. I n: J o ur n al of S ci e nti fi c C o m p uti n g 9 6. 1 ( M a y
2 0 2 3), p. 1. i s s n: 1 5 7 3- 7 6 9 1. d oi : 1 0 . 1 0 0 7 / s 1 0 9 1 5 - 0 2 3 - 0 2 2 2 3 -
4 . ( Visit e d o n 0 2/ 0 7/ 2 0 2 5).

[ D F M 0 5]  E d u ar d o F D’ A z e v e d o, M ar k R F a h e y, a n d Ri c h ar d T Mills. “ Ve c-
t ori z e d s p ars e m atri x m ulti pl y f or c o m pr ess e d r o w st or a g e f or m at ”.
I n: I nt er n ati o n al C o nf er e n c e o n C o m p ut ati o n al S ci e n c e. S pri n g er.
2 0 0 5, p p. 9 9 – 1 0 6.

[ D F P 2 0]  Asj a D er vis k a di c, G u gli el m o Fri g o, a n d M ari o P a ol o n e. “ B e y o n d
P h as ors: M o d eli n g of P o w er S yst e m Si g n als Usi n g t h e Hil b ert
Tr a nsf or m ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms 3 5. 4 (J ul y
2 0 2 0), p p. 2 9 7 1 – 2 9 8 0. i s s n: 0 8 8 5- 8 9 5 0, 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 .
1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 1 9 . 2 9 5 8 4 8 7 . ( Visit e d o n 0 2/ 2 0/ 2 0 2 4).

[ Dij 6 5]  E. W. Dij kstr a. “ S ol uti o n of a Pr o bl e m i n C o n c urr e nt Pr o gr a m mi n g
C o ntr ol ”. I n: C o m m u n. A C M 8. 9 ( S e pt. 1 9 6 5), p. 5 6 9. i s s n: 0 0 0 1-
0 7 8 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 3 6 5 5 5 9 . 3 6 5 6 1 7 . ( Visit e d o n 0 2/ 2 0/ 2 0 2 5).

[ D M B 1 1]  C hristi a n D uf o ur, J e a n M a hs er e dji a n, a n d J e a n B él a n g er. “ A C o m-
bi n e d St at e- S p a c e N o d al M et h o d f or t h e Si m ul ati o n of P o w er S ys-
t e m Tr a nsi e nts ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er D eli v er y 2 6. 2
( A pr. 2 0 1 1), p p. 9 2 8 – 9 3 5. i s s n: 0 8 8 5 8 9 7 7. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R D .
2 0 1 0 . 2 0 9 0 3 6 4 . ( Visit e d o n 0 5/ 1 7/ 2 0 1 9).

[ D o m 6 9]  H er m a n n W. D o m m el. “ Di git al C o m p ut er S ol uti o n of El e ctr o m a g-
n eti c Tr a nsi e nts i n Si n gl e- a n d M ulti p h as e N et w or ks ”. I n: I E E E
Tr a ns a cti o ns o n P o w er A p p ar at us a n d S yst e ms P A S- 8 8. 4 ( A pr.
1 9 6 9), p p. 3 8 8 – 3 9 9. i s s n: 0 0 1 8- 9 5 1 0. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P A S . 1 9 6 9 .
2 9 2 4 5 9 . ( Visit e d o n 1 2/ 0 8/ 2 0 2 4).

[ E M 1 2]  M att h e w E m m ett a n d Mi c h a el Mi ni o n. “ T o w ar d a n E ffi ci e nt P ar-
all el i n Ti m e M et h o d f or P arti al Di ff er e nti al E q u ati o ns ”. I n: C o m-
m u ni c ati o ns i n A p pli e d M at h e m ati cs a n d C o m p ut ati o n al S ci e n c e
7. 1 (J a n. 2 0 1 2), p p. 1 0 5 – 1 3 2. i s s n: 1 5 5 9- 3 9 4 0, 2 1 5 7- 5 4 5 2. d oi :
1 0 . 2 1 4 0 / c a m c o s . 2 0 1 2 . 7 . 1 0 5 . h t t p s : / / p r o j e c t e u c l i d .
o r g / j o u r n a l s / c o m m u n i c a t i o n s - i n - a p p l i e d - m a t h e m a t i c s -
a n d - c o m p u t a t i o n a l - s c i e n c e / v o l u m e - 7 / i s s u e - 1 / T o w a r d -
a n - e f f i c i e n t - p a r a l l e l - i n - t i m e - m e t h o d - f o r - p a r t i a l -
d i f f e r e n t i a l / 1 0 . 2 1 4 0 / c a m c o s . 2 0 1 2 . 7 . 1 0 5 . f u l l ( visit e d
o n 1 1/ 1 9/ 2 0 2 4).

https://doi.org/10.1007/s10915-023-02223-4
https://doi.org/10.1007/s10915-023-02223-4
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2019.2958487
https://doi.org/10.1109/TPWRS.2019.2958487
https://doi.org/10.1145/365559.365617
https://doi.org/10.1109/TPWRD.2010.2090364
https://doi.org/10.1109/TPWRD.2010.2090364
https://doi.org/10.1109/TPAS.1969.292459
https://doi.org/10.1109/TPAS.1969.292459
https://doi.org/10.2140/camcos.2012.7.105
https://projecteuclid.org/journals/communications-in-applied-mathematics-and-computational-science/volume-7/issue-1/Toward-an-efficient-parallel-in-time-method-for-partial-differential/10.2140/camcos.2012.7.105.full
https://projecteuclid.org/journals/communications-in-applied-mathematics-and-computational-science/volume-7/issue-1/Toward-an-efficient-parallel-in-time-method-for-partial-differential/10.2140/camcos.2012.7.105.full
https://projecteuclid.org/journals/communications-in-applied-mathematics-and-computational-science/volume-7/issue-1/Toward-an-efficient-parallel-in-time-method-for-partial-differential/10.2140/camcos.2012.7.105.full
https://projecteuclid.org/journals/communications-in-applied-mathematics-and-computational-science/volume-7/issue-1/Toward-an-efficient-parallel-in-time-method-for-partial-differential/10.2140/camcos.2012.7.105.full
https://projecteuclid.org/journals/communications-in-applied-mathematics-and-computational-science/volume-7/issue-1/Toward-an-efficient-parallel-in-time-method-for-partial-differential/10.2140/camcos.2012.7.105.full


1 0 0

[ F al + 1 4]  R. D. F al g o ut, S. Fri e d h o ff, T z. V. K ol e v, et al. “ P ar all el Ti m e
I nt e gr ati o n wit h M ulti gri d ”. I n: SI A M J o ur n al o n S ci e nti fi c C o m-
p uti n g 3 6. 6 (J a n. 2 0 1 4), p p. C 6 3 5 – C 6 6 1. i s s n: 1 0 6 4- 8 2 7 5. d oi :
1 0 . 1 1 3 7 / 1 3 0 9 4 4 2 3 0 .

[ F L W 1 9]  R o b ert D. F al g o ut, M att hi e u L e c o u v e z, a n d C ar ol S. W o o d w ar d. “ A
P ar all el-i n- Ti m e Al g orit h m f or Vari a bl e St e p M ultist e p M et h o ds ”.
I n: J o ur n al of C o m p ut ati o n al S ci e n c e 3 7 ( O ct. 2 0 1 9), p. 1 0 1 0 2 9.
i s s n: 1 8 7 7 7 5 0 3. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . j o c s . 2 0 1 9 . 1 0 1 0 2 9 . h t t p s : / /
l i n k i n g h u b . e l s e v i e r . c o m / r e t r i e v e / p i i / S 1 8 7 7 7 5 0 3 1 9 3 0 4 3 5 1
( visit e d o n 1 1/ 2 1/ 2 0 2 4).

[ F O 0 5]  B. Fr a n k e a n d M. F. P. O’ B o yl e. “ A C o m pl et e C o m pil er A p pr o a c h t o
A ut o- P ar all eli zi n g C Pr o gr a ms f or M ulti- D S P S yst e ms ”. I n: I E E E
Tr a ns a cti o ns o n P ar all el a n d Distri b ut e d S yst e ms 1 6. 3 ( M ar. 2 0 0 5),
p p. 2 3 4 – 2 4 5. i s s n: 1 5 5 8- 2 1 8 3. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P D S . 2 0 0 5 . 2 6 .

[ F S 2 1] St e p h a ni e Fri e d h o ff a n d B e n S. S o ut h w ort h. “ O n “ O pti m al ” h-
I n d e p e n d e nt C o n v er g e n c e of P ar ar e al a n d M ulti gri d- R e d u cti o n-i n-
Ti m e Usi n g R u n g e- K utt a Ti m e I nt e gr ati o n ”. I n: N u m eri c al Li n e ar
Al g e br a wit h A p pli c ati o ns 2 8. 3 ( 2 0 2 1), e 2 3 0 1. i s s n: 1 0 9 9- 1 5 0 6.
d oi : 1 0 . 1 0 0 2 / n l a . 2 3 0 1 . ( Visit e d o n 1 1/ 2 7/ 2 0 2 4).

[ G e b 1 9]  M a h d er G e br e m e d hi n. A ut o m ati c a n d E x pli cit P ar all eliz ati o n A p-
pr o a c h es f or E q u ati o n B as e d M at h e m ati c al M o d eli n g a n d Si m u-
l ati o n. V ol. 1 9 6 7. Li n k ö pi n g St u di es i n S ci e n c e a n d Te c h n ol o g y.
Diss ert ati o ns. Li n k ö pi n g: Li n k ö pi n g U ni v ersit y El e ctr o ni c Pr ess,
J a n. 2 0 1 9. i s b n: 9 7 8- 9 1- 7 6 8 5- 1 6 3- 0. d oi : 1 0 . 3 3 8 4 / d i s s . d i v a -
1 5 2 7 8 9 . ( Visit e d o n 0 9/ 1 6/ 2 0 2 2).

[ G G 2 3]  Y u nji e G u a n d Ti m ot h y C. Gr e e n. “ P o w er S yst e m St a bilit y Wit h
a Hi g h P e n etr ati o n of I n v ert er- B as e d R es o ur c es ”. I n: Pr o c e e di n gs
of t h e I E E E 1 1 1. 7 (J ul y 2 0 2 3), p p. 8 3 2 – 8 5 3. i s s n: 1 5 5 8- 2 2 5 6. d oi :
1 0 . 1 1 0 9 / J P R O C . 2 0 2 2 . 3 1 7 9 8 2 6 . ( Visit e d o n 0 3/ 0 6/ 2 0 2 5).

[ GJ + 1 0]  G a ël G u e n n e b a u d, B e n oît J a c o b, et al. Ei g e n v 3 . h t t p : / / e i g e n .
t u x f a m i l y . o r g . 2 0 1 0.

[ G M A 2 5] G c c/ G c c/ M 2/ G m 2- Li bs/ M at h Li b 0. M o d at M ast er · G c c- Mirr or/ G c c .
h t t p s : / / g i t h u b . c o m / g c c - m i r r o r / g c c / b l o b / m a s t e r / g c c /
m 2 / g m 2 - l i b s / M a t h L i b 0 . m o d . ( Visit e d o n 0 2/ 1 9/ 2 0 2 5).

[ G N U G C C] A ut o- Ve ct oriz ati o n i n G C C - G N U Pr oj e ct . h t t p s : / / g c c . g n u .
o r g / p r o j e c t s / t r e e - s s a / v e c t o r i z a t i o n . h t m l . ( Visit e d o n
0 3/ 0 7/ 2 0 2 3).

[ G öt + 2 1] S e b asti a n G öts c h el, Mi c h a el Mi ni o n, D a ni el R u pr e c ht, et al. “ T w el v e
Wa ys t o F o ol t h e M ass es W h e n Gi vi n g P ar all el-i n- Ti m e R es ults ”.
I n: P ar all el-i n- Ti m e I nt e gr ati o n M et h o ds . E d. b y B e nj a mi n O n g,
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J a c o b S c hr o d er, J e m m a S hi pt o n, et al. C h a m: S pri n g er I nt er n a-
ti o n al P u blis hi n g, 2 0 2 1, p p. 8 1 – 9 4. i s b n: 9 7 8- 3- 0 3 0- 7 5 9 3 3- 9. d oi :
1 0 . 1 0 0 7 / 9 7 8 - 3 - 0 3 0 - 7 5 9 3 3 - 9 _ 4 .

[ G o u + 0 9]  G e or gi os I. G o u m as, K or nili os K o urtis, Ni k os A n ast o p o ul os, et al.
“ P erf or m a n c e e v al u ati o n of t h e s p ars e m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n
o n m o d er n ar c hit e ct ur es ”. I n: T h e J o ur n al of S u p er c o m p uti n g 5 0
( 2 0 0 9), p p. 3 6 – 7 7.

[ Gr e + 1 6] J os e p h L Gr e at h o us e, K e nt K n o x, J a k u b P oł a, et al. “ cls p ars e: A
v e n d or- o pti mi z e d o p e n-s o ur c e s p ars e bl as li br ar y ”. I n: Pr o c e e di n gs
of t h e 4t h I nt er n ati o n al W or ks h o p o n O p e n C L . 2 0 1 6, p p. 1 – 4.

[ Gr o 2 3]  K hr o n os® O p e n C L W or ki n g Gr o u p. T h e O p e n C L ™ S p e ci fi c ati o n .
h t t p s : / / r e g i s t r y . k h r o n o s . o r g / O p e n C L / s p e c s / 3 . 0 -
u n i f i e d / p d f / O p e n C L _ A P I . p d f . A pr. 2 0 2 3.

[ G u n + 2 0] St ef a ni e G u nt h er, R o b ert D. F al g o ut, P hili p T o p, et al. “ P ar all el-
i n- Ti m e S ol uti o n of P o w er S yst e ms wit h U ns c h e d ul e d E v e nts ”. I n:
2 0 2 0 I E E E P o w er & E n er g y S o ci et y G e n er al M e eti n g ( P E S G M) .
M o ntr e al, Q C, C a n a d a: I E E E, A u g. 2 0 2 0, p p. 1 – 5. i s b n: 9 7 8- 1-
7 2 8 1 5- 5 0 8- 1. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / P E S G M 4 1 9 5 4 . 2 0 2 0 . 9 2 8 1 5 9 5 . ( Vis-
it e d o n 0 4/ 1 8/ 2 0 2 4).

[ G ur + 1 6]  G ur u n at h G urr al a, Al e ks a n d ar Di mitr o vs ki, Sr e e k a nt h P a n n al a, et
al. “ P ar ar e al i n Ti m e f or F ast P o w er S yst e m D y n a mi c Si m ul a-
ti o ns ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms 3 1. 3 ( M a y 2 0 1 6),
p p. 1 8 2 0 – 1 8 3 0. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 1 5 .
2 4 3 4 8 3 3 .

[ G V 1 3]  G e n e H. G ol u b a n d C h arl es F. Va n L o a n. M atri x C o m p ut ati o ns .
F o urt h e diti o n. J o h ns H o p ki ns St u di es i n t h e M at h e m ati c al S ci-
e n c es. B alti m or e: T h e J o h ns H o p ki ns U ni v ersit y Pr ess, 2 0 1 3. i s b n:
9 7 8- 1- 4 2 1 4- 0 7 9 4- 4.

[ G W C 1 3] Pi n g G u o, Li qi a n g Wa n g, a n d P o C h e n. “ A p erf or m a n c e m o d eli n g
a n d o pti mi z ati o n a n al ysis t o ol f or s p ars e m atri x- v e ct or m ulti pli c a-
ti o n o n G P Us ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P ar all el a n d Distri b ut e d
S yst e ms 2 5. 5 ( 2 0 1 3), p p. 1 1 1 2 – 1 1 2 3.

[ H a p 7 4]  H. H. H a p p. “ Di a k o pti cs — T h e S ol uti o n of S yst e m Pr o bl e ms b y
Te ari n g ”. I n: Pr o c e e di n gs of t h e I E E E 6 2. 7 (J ul y 1 9 7 4), p p. 9 3 0 –
9 4 0. i s s n: 1 5 5 8- 2 2 5 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / P R O C . 1 9 7 4 . 9 5 4 5 .

[ H ar + 2 5]  C arst e n H art m a n n, J u nji e Z h a n g, C arl os D. G o n z al e z C al a z a, et
al. “ Q u a nt u m A n n e ali n g B as e d P o w er Gri d P artiti o ni n g f or P ar al-
l el Si m ul ati o n ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms ( 2 0 2 5),
p p. 1 – 1 3. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 2 5 . 3 5 7 8 2 4 3 .
( Visit e d o n 0 6/ 1 3/ 2 0 2 5).
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[ H P P 0 9]  M ar y H all, D a vi d P a d u a, a n d K es h a v Pi n g ali. “ C o m pil er R es e ar c h:
T h e n e xt 5 0 Ye ars ”. I n: C o m m u n. A C M 5 2. 2 ( F e b. 2 0 0 9), p p. 6 0 –
6 7. i s s n: 0 0 0 1- 0 7 8 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 1 4 6 1 9 2 8 . 1 4 6 1 9 4 6 .

[ H S 1 2]  M a uri c e H erli h y a n d Nir S h a vit. T h e Art of M ulti pr o c ess or Pr o-
gr a m mi n g, R e vis e d R e pri nt . 1st. S a n Fr a n cis c o, C A, U S A: M or g a n
K a uf m a n n P u blis h ers I n c., M a y 2 0 1 2. i s b n: 9 7 8- 0- 1 2- 3 9 7 3 3 7- 5.

[ H u a + 1 8]  R e n k e H u a n g, S h u a n gs h u a n g Ji n, Y o us u C h e n, et al. “ F ast er t h a n
R e al- Ti m e D y n a mi c Si m ul ati o n f or L ar g e- Si z e P o w er S yst e m wit h
D et ail e d D y n a mi c M o d els Usi n g Hi g h- P erf or m a n c e C o m p uti n g
Pl atf or m ”. I n: I E E E P o w er a n d E n er g y S o ci et y G e n er al M e eti n g
2 0 1 8-J a n u a (J a n. 2 9, 2 0 1 8), p p. 1 – 5. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / P E S G M . 2 0 1 7 .
8 2 7 4 5 0 5 .

[ H W 9 0]  M a uri c e P. H erli h y a n d J e a n n ett e M. Wi n g. “ Li n e ari z a bilit y: A
C orr e ct n ess C o n diti o n f or C o n c urr e nt O bj e cts ”. I n: A C M Tr a ns.
Pr o gr a m. L a n g. S yst. 1 2. 3 (J ul y 1 9 9 0), p p. 4 6 3 – 4 9 2. i s s n: 0 1 6 4-
0 9 2 5. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 7 8 9 6 9 . 7 8 9 7 2 . ( Visit e d o n 0 2/ 2 0/ 2 0 2 5).

[Ill] El e ctri c al a n d C o m p ut er E n gi n e eri n g D e p art m e nt Illi n ois I nstit ut e
of Te c h n ol o g y. I E E E 1 1 8 b us. h t t p : / / m o t o r . e c e . i i t . e d u /
d a t a / I E E E 1 1 8 b u s _ i n f / . ( Visit e d o n 0 3/ 2 3/ 2 0 2 3).

[J ä ä + 1 5] P e k k a J ä äs k el äi n e n, C arl os S á n c h e z d e L a L a m a, Eri k S c h n ett er,
et al. “ P o cl: A P erf or m a n c e- P ort a bl e O p e n C L I m pl e m e nt ati o n ”. I n:
I nt er n ati o n al J o ur n al of P ar all el Pr o gr a m mi n g 4 3. 5 ( O ct. 2 0 1 5),
p p. 7 5 2 – 7 8 5. i s s n: 1 5 7 3- 7 6 4 0. d oi : 1 0 . 1 0 0 7 / s 1 0 7 6 6 - 0 1 4 -
0 3 2 0 - y . ( Visit e d o n 0 3/ 2 6/ 2 0 2 3).

[J a k + 2 2] Si g ur d H ofs m o J a k o bs e n, J u nji e Z h a n g, T or I n g e R ei gst a d, et al.
“ M o d eli c a- B as e d P ar all el C o m p uti n g Fr a m e w or k f or P o w er S ys-
t e m A d a pti v e S p e ci al Pr ot e cti o n S c h e m es ”. I n: 2 0 2 2 O p e n S o ur c e
M o d elli n g a n d Si m ul ati o n of E n er g y S yst e ms ( O S M S E S) . A pr.
2 0 2 2, p p. 1 – 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / O S M S E S 5 4 0 2 7 . 2 0 2 2 . 9 7 6 9 1 6 2 .

[J D 0 9]  Va hi d J alili- M ar a n di a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “I nst a nt a n e o us R el a x ati o n-
B as e d R e al- Ti m e Tr a nsi e nt St a bilit y Si m ul ati o n ”. I n: I E E E Tr a ns-
a cti o ns o n P o w er S yst e ms 2 4. 3 ( A u g. 2 0 0 9), p p. 1 3 2 7 – 1 3 3 6. i s s n:
1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 0 9 . 2 0 2 1 2 1 0 .

[J D 1 0]  Va hi d J alili- M ar a n di a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ SI M D- B as e d L ar g e-
S c al e Tr a nsi e nt St a bilit y Si m ul ati o n o n t h e Gr a p hi cs Pr o c essi n g
U nit ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er S yst e ms 2 5. 3 ( A u g. 2 0 1 0),
p p. 1 5 8 9 – 1 5 9 9. i s s n: 1 5 5 8- 0 6 7 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T P W R S . 2 0 1 0 .
2 0 4 2 0 8 4 .

[ K B L 9 4] P. K u n d ur, N e al J. B al u, a n d M ar k G. L a u b y. P o w er S yst e m St a-
bilit y a n d C o ntr ol . E P RI P o w er S yst e m E n gi n e eri n g S eri es. N e w
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Y or k: M c Gr a w- Hill, 1 9 9 4. i s b n: 9 7 8- 0- 0 7- 0 3 5 9 5 8- 1. ( Visit e d o n
1 0/ 2 5/ 2 0 2 2).

[ K el + 1 5]  Bri a n M. K ell e y, P hili p T o p, St e v e n G. S mit h, et al. “ A F e d er-
at e d Si m ul ati o n T o ol kit f or El e ctri c P o w er Gri d a n d C o m m u ni-
c ati o n N et w or k C o- Si m ul ati o n ”. I n: 2 0 1 5 W or ks h o p o n M o d eli n g
a n d Si m ul ati o n of C y b er- P h ysi c al E n er g y S yst e ms ( M S C P E S) . A pr.
2 0 1 5, p p. 1 – 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / M S C P E S . 2 0 1 5 . 7 1 1 5 4 0 6 .

[ K H 1 3]  D a vi d Kir k a n d We n- m ei W. H w u. Pr o gr a m mi n g M assi v el y P ar al-
l el Pr o c ess ors: A H a n ds- o n A p pr o a c h. 2. e d. A mst er d a m: Els e vi er,
M or g a n K a uf m a n n, 2 0 1 3. i s b n: 9 7 8- 0- 1 2- 4 1 5 9 9 2- 1.

[ K K O 0 3] P. M. W. K nij n e n b ur g, T. Kis u ki, a n d M. F. P. O’ B o yl e. “ C o m bi n e d
S el e cti o n of Til e Si z es a n d U nr oll F a ct ors Usi n g It er ati v e C o m pil a-
ti o n ”. I n: T h e J o ur n al of S u p er c o m p uti n g 2 4. 1 (J a n. 2 0 0 3), p p. 4 3 –
6 7. i s s n: 1 5 7 3- 0 4 8 4. d oi : 1 0 . 1 0 2 3 / A : 1 0 2 0 9 8 9 4 1 0 0 3 0 . ( Visit e d
o n 0 3/ 1 0/ 2 0 2 5).

[ Kli + 1 1]  G ui d o Kli n g b eil, R a d e k Er b a n, Mi k e Gil es, et al. “ F at v ers us t hi n
t hr e a di n g a p pr o a c h o n g p us: A p pli c ati o n t o st o c h asti c si m ul ati o n
of c h e mi c al r e a cti o ns ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P ar all el a n d Dis-
tri b ut e d S yst e ms 2 3. 2 ( 2 0 1 1), p p. 2 8 0 – 2 8 7.

[ K M 9 8] P et er K u n k el a n d V ol k er M e hr m a n n. “ R e g ul ar S ol uti o ns of N o nli n-
e ar Di ff er e nti al- Al g e br ai c E q u ati o ns a n d T h eir N u m eri c al D et er-
mi n ati o n ”. I n: N u m eris c h e M at h e m ati k 7 9. 4 (J u n e 1 9 9 8), p p. 5 8 1 –
6 0 0. i s s n: 0 9 4 5- 3 2 4 5. d oi : 1 0 . 1 0 0 7 / s 0 0 2 1 1 0 0 5 0 3 5 3 .

[ K O Y 8 9]  D a vi d R Ki n c ai d, T h o m as C O p p e, a n d D a vi d M Y o u n g. I T P A C K V
2 D us er’s g ui d e . Te c h. r e p. Te x as U ni v., A usti n, T X ( U S A). C e nt er
f or N u m eri c al A n al ysis, 1 9 8 9.

[ K P 1 0]  Bri a n W. K er ni g h a n a n d R o b Pi k e. T h e Pr a cti c e of Pr o gr a m mi n g .
1 9. pri nt. A d dis o n- Wesl e y Pr of essi o n al C o m p uti n g S eri es. B ost o n
M u ni c h: A d dis o n- Wesl e y, 2 0 1 0. i s b n: 9 7 8- 0- 2 0 1- 6 1 5 8 6- 9.

[ L D 1 9]  Ni n g Li n a n d Ve n k at a Di n a v a hi. “ E x a ct N o nli n e ar Mi cr o m o d eli n g
f or Fi n e- Gr ai n e d P ar all el E M T Si m ul ati o n of M T D C Gri d I nt er a c-
ti o n Wit h Wi n d F ar m ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n I n d ustri al El e c-
tr o ni cs 6 6. 8 ( A u g. 2 0 1 9), p p. 6 4 2 7 – 6 4 3 6. i s s n: 1 5 5 7- 9 9 4 8. d oi :
1 0 . 1 1 0 9 / T I E . 2 0 1 8 . 2 8 6 0 5 6 6 .

[ L e e + 0 4]  B e nj a mi n C L e e, Ri c h ar d W V u d u c, J a m es W D e m m el, et al. “ P er-
f or m a n c e m o d els f or e v al u ati o n a n d a ut o m ati c t u ni n g of s y m m et-
ri c s p ars e m atri x- v e ct or m ulti pl y ”. I n: I nt er n ati o n al C o nf er e n c e o n
P ar all el Pr o c essi n g, 2 0 0 4. I C P P 2 0 0 4. I E E E. 2 0 0 4, p p. 1 6 9 – 1 7 6.
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[ L M T 0 1] J a c q u es- L o uis Li o ns, Y v o n M a d a y, a n d G a bri el T uri ni ci. “ R és ol u-
ti o n d’ E D P P ar U n S c h é m a E n Te m ps « p ar ar é el » ”. I n: C o m pt es
R e n d us d e l’ A c a d é mi e d es S ci e n c es - S eri es I - M at h e m ati cs 3 3 2. 7
( A pr. 1, 2 0 0 1), p p. 6 6 1 – 6 6 8. i s s n: 0 7 6 4- 4 4 4 2. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 /
S 0 7 6 4 - 4 4 4 2 ( 0 0 ) 0 1 7 9 3 - 6 . h t t p s : / / w w w . s c i e n c e d i r e c t .
c o m / s c i e n c e / a r t i c l e / p i i / S 0 7 6 4 4 4 4 2 0 0 0 1 7 9 3 6 ( visit e d o n
1 1/ 1 9/ 2 0 2 4).

[ L R S 8 2]  E. L el ar as m e e, A. E. R u e hli, a n d A. L. S a n gi o v a n ni- Vi n c e nt elli.
“ T h e Wa v ef or m R el a x ati o n M et h o d f or Ti m e- D o m ai n A n al ysis
of L ar g e S c al e I nt e gr at e d Cir c uits ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n
C o m p ut er- Ai d e d D esi g n of I nt e gr at e d Cir c uits a n d S yst e ms 1. 3
(J ul y 1 9 8 2), p p. 1 3 1 – 1 4 5. i s s n: 1 9 3 7- 4 1 5 1. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / T C A D .
1 9 8 2 . 1 2 7 0 0 0 4 .

[ L u n + 0 9]  H å k a n L u n d v all, Kristi a n St a v å k er, P et er Frit zs o n, et al. “ A ut o m ati c
P ar all eli z ati o n of Si m ul ati o n C o d e f or E q u ati o n- B as e d M o d els wit h
S oft w ar e Pi p eli ni n g a n d M e as ur e m e nts o n T hr e e Pl atf or ms ”. I n:
A C M SI G A R C H C o m p ut er Ar c hit e ct ur e N e ws 3 6. 5 (J u n e 2 0 0 9),
p p. 4 6 – 5 5. i s s n: 0 1 6 3- 5 9 6 4. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 1 5 5 6 4 4 4 . 1 5 5 6 4 5 1 .
( Visit e d o n 0 7/ 1 3/ 2 0 2 3).

[ L V 1 5]  Weif e n g Li u a n d Bri a n Vi nt er. “ C S R 5: A n e ffi ci e nt st or a g e f or m at
f or cr oss- pl atf or m s p ars e m atri x- v e ct or m ulti pli c ati o n ”. I n: Pr o-
c e e di n gs of t h e 2 9t h A C M o n I nt er n ati o n al C o nf er e n c e o n S u p er-
c o m p uti n g . 2 0 1 5, p p. 3 3 9 – 3 5 0.

[ M a c + 2 0] J a n M a c h o ws ki, Z bi g ni e w L u b os n y, J a n us z W. Bi al e k, et al. P o w er
S yst e m D y n a mi cs: St a bilit y a n d C o ntr ol . J o h n Wil e y & S o ns, J u n e
2 0 2 0. i s b n: 9 7 8- 1- 1 1 9- 5 2 6 3 4- 6.

[ M ar + 1 4] J os e R. M arti, H er m a n n W. D o m m el, B e n e dit o D. B o n att o, et al.
“ S hift e d Fr e q u e n c y A n al ysis ( S F A) C o n c e pts f or E M T P M o d elli n g
a n d Si m ul ati o n of P o w er S yst e m D y n a mi cs ”. I n: 2 0 1 4 P o w er S ys-
t e ms C o m p ut ati o n C o nf er e n c e. 2 0 1 4 P o w er S yst e ms C o m p ut ati o n
C o nf er e n c e ( P S C C). Wr o cł a w, P ol a n d: I E E E, A u g. 2 0 1 4, p p. 1 – 8.
i s b n: 9 7 8- 8 3- 9 3 5 8 0 1- 3- 2. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / P S C C . 2 0 1 4 . 7 0 3 8 4 8 7 .
h t t p : / / i e e e x p l o r e . i e e e . o r g / d o c u m e n t / 7 0 3 8 4 8 7 / ( visit e d
o n 0 9/ 2 5/ 2 0 2 3).

[ M B 2 1]  M att h e w Milt o n a n d A n dr e a B e ni g ni. “ O R Ti S S ol v er C o d e g e n:
C + + C o d e G e n er ati o n T o ols f or Hi g h P erf or m a n c e, F P G A- b as e d,
R e al- Ti m e Si m ul ati o n of P o w er El e ctr o ni c S yst e ms ”. I n: S oft w ar e X
1 3 (J a n. 2 0 2 1), p. 1 0 0 6 6 0. i s s n: 2 3 5 2- 7 1 1 0. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j .
s o f t x . 2 0 2 1 . 1 0 0 6 6 0 . ( Visit e d o n 0 1/ 3 1/ 2 0 2 5).

[ M B M 1 9]  M att h e w Milt o n, A n dr e a B e ni g ni, a n d A nt o n ell o M o nti. “ R e al-
Ti m e M ulti- F P G A Si m ul ati o n of E n er g y C o n v ersi o n S yst e ms ”. I n:
I E E E Tr a ns a cti o ns o n E n er g y C o n v ersi o n ( S e pt. 2 0 1 9), p p. 1 – 1.

https://doi.org/10.1016/S0764-4442(00)01793-6
https://doi.org/10.1016/S0764-4442(00)01793-6
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0764444200017936
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0764444200017936
https://doi.org/10.1109/TCAD.1982.1270004
https://doi.org/10.1109/TCAD.1982.1270004
https://doi.org/10.1145/1556444.1556451
https://doi.org/10.1109/PSCC.2014.7038487
http://ieeexplore.ieee.org/document/7038487/
https://doi.org/10.1016/j.softx.2021.100660
https://doi.org/10.1016/j.softx.2021.100660
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i s s n: 0 8 8 5- 8 9 6 9. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / t e c . 2 0 1 9 . 2 9 3 8 8 1 1 . ( Visit e d o n
1 2/ 1 2/ 2 0 1 9).

[ M e d + 1 7]  Wi d e d M e djr o u bi, Ulf P hili p p M üll er, M alt e S c h arf, et al. “ O p e n
D at a i n P o w er Gri d M o d elli n g: N e w A p pr o a c h es T o w ar ds Tr a ns-
p ar e nt Gri d M o d els ”. I n: E n er g y R e p orts 3 ( N o v. 2 0 1 7), p p. 1 4 – 2 1.
i s s n: 2 3 5 2 4 8 4 7. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . e g y r . 2 0 1 6 . 1 2 . 0 0 1 . ( Visit e d
o n 0 3/ 1 0/ 2 0 2 5).

[ Mil 1 0] F e d eri c o Mil a n o. P o w er S yst e m M o d elli n g a n d S cri pti n g . 2 0 1 0.
i s b n: 9 7 8- 3- 6 4 2- 1 3 6 6 8- 9.

[ Mir + 1 9]  M ar k us Mir z, St e ff e n V o g el, G e or g R ei n k e, et al. “ D Psi m — A D y-
n a mi c P h as or R e al- Ti m e Si m ul at or f or P o w er S yst e ms ”. I n: S oft-
w ar e X 1 0 (J ul y 2 0 1 9). i s s n: 2 3 5 2 7 1 1 0. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . s o f t x .
2 0 1 9 . 1 0 0 2 5 3 . ( Visit e d o n 0 9/ 1 9/ 2 0 1 9).

[ M M B 2 0]  M ar k us Mir z, A nt o n ell o M o nti, a n d A n dr e a B e ni g ni. “ A D y n a mi c
P h as or R e al- Ti m e Si m ul ati o n B as e d Di git al T wi n f or P o w er S ys-
t e ms ”. P h D t h esis. A a c h e n: E. O N E n er g y R es e ar c h C e nt er, R W T H
A a c h e n U ni v ersit y, 2 0 2 0.

[ M Z B 2 4]  M ar c el Mitt e n b ü hl er, J u nji e Z h a n g, a n d A n dr e a B e ni g ni. “ A ut o-
m ati c all y O pti mi z e d C o m p o n e nt M o d el C o m p ut ati o n f or P o w er
S yst e m Si m ul ati o n o n G P U ”. I n: El e ctri c P o w er S yst e ms R es e ar c h
2 3 5 ( O ct. 1, 2 0 2 4), p. 1 1 0 7 4 0. i s s n: 0 3 7 8- 7 7 9 6. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j .
e p s r . 2 0 2 4 . 1 1 0 7 4 0 .

[ N a k + 1 5]  Ta k u y a N a k ai k e, R ei O d air a, M att h e w G a u d et, et al. “ Q u a ntit ati v e
C o m p aris o n of H ar d w ar e Tr a ns a cti o n al M e m or y f or Bl u e G e n e/ Q,
z E nt er pris e E C 1 2, I nt el C or e, a n d P O W E R 8 ”. I n: SI G A R C H C o m-
p ut. Ar c hit. N e ws 4 3. 3 S (J u n e 2 0 1 5), p p. 1 4 4 – 1 5 7. i s s n: 0 1 6 3- 5 9 6 4.
d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 2 8 7 2 8 8 7 . 2 7 5 0 4 0 3 . ( Visit e d o n 0 3/ 0 8/ 2 0 2 5).

[ N a u + 1 0]  M a xi m N a u m o v, L C hi e n, P hili p p e Va n d er m ers c h, et al. “ C us p ars e
li br ar y ”. I n: G P U Te c h n ol o g y C o nf er e n c e . 2 0 1 0.

[ Ni e 6 4] J. Ni e v er g elt. “ P ar all el M et h o ds f or I nt e gr ati n g Or di n ar y Di ff er e n-
ti al E q u ati o ns ”. I n: C o m m u n. A C M 7. 1 2 ( D e c. 1, 1 9 6 4), p p. 7 3 1 –
7 3 3. i s s n: 0 0 0 1- 0 7 8 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 3 5 5 5 8 8 . 3 6 5 1 3 7 . h t t p s :
/ / d l . a c m . o r g / d o i / 1 0 . 1 1 4 5 / 3 5 5 5 8 8 . 3 6 5 1 3 7 ( visit e d o n
1 1/ 2 1/ 2 0 2 4).

[ N T 1 2]  Tats us hi Nis hi a n d Y u ki Ta n a k a. “ P etri N et D e c o m p ositi o n A p-
pr o a c h f or Dis p at c hi n g a n d C o n fli ct- Fr e e R o uti n g of Bi dir e cti o n al
A ut o m at e d G ui d e d Ve hi cl e S yst e ms ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n
S yst e ms, M a n, a n d C y b er n eti cs - P art A: S yst e ms a n d H u m a ns 4 2. 5
( S e pt. 2 0 1 2), p p. 1 2 3 0 – 1 2 4 3. i s s n: 1 5 5 8- 2 4 2 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 /
T S M C A . 2 0 1 2 . 2 1 8 3 3 5 3 . ( Visit e d o n 0 2/ 2 2/ 2 0 2 5).

https://doi.org/10.1109/tec.2019.2938811
https://doi.org/10.1016/j.egyr.2016.12.001
https://doi.org/10.1016/j.softx.2019.100253
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https://doi.org/10.1109/TSMCA.2012.2183353
https://doi.org/10.1109/TSMCA.2012.2183353
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[ N VI 2 4 2 4] N VI DI A Gr a c e H o p p er S u p er c hi p Ar c hit e ct ur e W hit e p a p er . Te c h.
r e p. N VI DI A, 2 0 2 4. ( Visit e d o n 0 3/ 1 0/ 2 0 2 5).

[ P a o + 2 0]  M ari o P a ol o n e, Tr e v or G a u nt, X a vi er G uill a u d, et al. “ F u n d a m e n-
t als of P o w er S yst e ms M o d elli n g i n t h e Pr es e n c e of C o n v ert er-
I nt erf a c e d G e n er ati o n ”. I n: El e ctri c P o w er S yst e ms R es e ar c h 1 8 9
( 2 0 2 0). i s s n: 0 3 7 8 7 7 9 6. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . e p s r . 2 0 2 0 . 1 0 6 8 1 1 .

[ P A T 2 5] U S P at e nt 1 2 0 0 8 3 7 1 M et h o d a n d A p p ar at us f or E ffi ci e nt Pr o-
gr a m m a bl e I nstr u cti o ns i n C o m p ut er S yst e ms . ( Visit e d o n 0 3/ 1 0/ 2 0 2 5).

[ P F A C T O R Y] P o w er F a ct or y - DI g SI L E N T . h t t p s : / / w w w . d i g s i l e n t . d e / e n /
p o w e r f a c t o r y . h t m l ( visit e d o n 1 1/ 1 7/ 2 0 2 3).

[ P P G 0 7]  N a g ar aj u P o g a k u, Mil a n Pr o d a n o vi c, a n d Ti m ot h y C Gr e e n. “ M o d-
eli n g, A n al ysis a n d Testi n g of A ut o n o m o us O p er ati o n of a n I n v ert er-
B as e d Mi cr o gri d ”. I n: I E E E Tr a ns a cti o ns o n P o w er El e ctr o ni cs
2 2. 2 ( 2 0 0 7), p p. 6 1 3 – 6 2 5.

[ Q ui 0 8]  Mi c h a el J. Q ui n n. P ar all el Pr o gr a m mi n g i n C wit h M PI a n d O p e n M P .
I nt er n at. e d. 2 0 0 3, [ N a c h dr.] B ost o n, M ass. [ u. a]: M c Gr a w- Hill,
2 0 0 8. i s b n: 9 7 8- 0- 0 7- 1 2 3 2 6 5- 4.

[ S D B 2 2] J uli us Str a k e, D a ni el D ö hri n g, a n d A n dr e a B e ni g ni. “ M G RI T-
B as e d M ulti- L e v el P ar all el-i n- Ti m e El e ctr o m a g n eti c Tr a nsi e nt Si m-
ul ati o n ”. I n: E n er gi es 1 5. 2 1 (J a n. 2 0 2 2), p. 7 8 7 4. i s s n: 1 9 9 6- 1 0 7 3.
d oi : 1 0 . 3 3 9 0 / e n 1 5 2 1 7 8 7 4 .

[ S h e + 2 2]  C h e n S h e n, Qi a n ni C a o, M e n gs h u o Ji a, et al. “ C o n c e pts, C h ar-
a ct eristi cs a n d Pr os p e cts of A p pli c ati o n of Di git al T wi n i n P o w er
S yst e m ”. I n: Pr o c e e di n gs of t h e C S E E 4 2. 2 ( 2 0 2 2), p p. 4 8 7 – 4 9 8.
i s s n: 0 2 5 8- 8 0 1 3. d oi : 1 0 . 1 3 3 3 4 / j . 0 2 5 8 - 8 0 1 3 . p c s e e . 2 1 1 5 9 4 .
( Visit e d o n 0 3/ 0 6/ 2 0 2 5).

[ Sj ö + 1 0]  M arti n Sj öl u n d, R o b ert Br a u n, P et er Frit zs o n, et al. “ T o w ar ds E ffi-
ci e nt Distri b ut e d Si m ul ati o n i n M o d eli c a Usi n g Tr a ns missi o n Li n e
M o d eli n g ”. I n: M O D E L S 2 0 1 0 . 2 0 1 0. ( Visit e d o n 0 7/ 1 1/ 2 0 2 3).

[ S K 1 2]  B or- Yii n g S u a n d K urt K e ut z er. “ cl S p M V: A cr oss- pl atf or m O p e n C L
S p M V fr a m e w or k o n G P Us ”. I n: Pr o c e e di n gs of t h e 2 6t h A C M i n-
t er n ati o n al c o nf er e n c e o n S u p er c o m p uti n g. 2 0 1 2, p p. 3 5 3 – 3 6 4.

[ S o n + 1 8]  Ya n k a n S o n g, Yi n g C h e n, S h a o w ei H u a n g, et al. “ E ffi ci e nt G P U-
B as e d El e ctr o m a g n eti c Tr a nsi e nt Si m ul ati o n f or P o w er S yst e ms
Wit h T hr e a d- Ori e nt e d Tr a nsf or m ati o n a n d A ut o m ati c C o d e G e n-
er ati o n ”. I n: I E E E A c c ess 6 ( 2 0 1 8), p p. 2 5 7 2 4 – 2 5 7 3 6. i s s n: 2 1 6 9-
3 5 3 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / A C C E S S . 2 0 1 8 . 2 8 3 3 5 0 6 .

https://doi.org/10.1016/j.epsr.2020.106811
https://www.digsilent.de/en/powerfactory.html
https://www.digsilent.de/en/powerfactory.html
https://doi.org/10.3390/en15217874
https://doi.org/10.13334/j.0258-8013.pcsee.211594
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2018.2833506
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[ S p e 1 8]  R o b ert S p e c k. “ P ar all eli zi n g S p e ctr al D ef err e d C orr e cti o ns a cr oss
t h e M et h o d ”. I n: C o m p uti n g a n d Vis u aliz ati o n i n S ci e n c e 1 9. 3 (J ul y
2 0 1 8), p p. 7 5 – 8 3. i s s n: 1 4 3 3- 0 3 6 9. d oi : 1 0 . 1 0 0 7 / s 0 0 7 9 1 - 0 1 8 -
0 2 9 8 - x . ( Visit e d o n 0 9/ 1 4/ 2 0 2 3).

[ St o 7 9]  B. St ott. “ P o w er S yst e m D y n a mi c R es p o ns e C al c ul ati o ns ”. I n: Pr o-
c e e di n gs of t h e I E E E 6 7. 2 ( F e b. 1 9 7 9), p p. 2 1 9 – 2 4 1. i s s n: 1 5 5 8-
2 2 5 6. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / P R O C . 1 9 7 9 . 1 1 2 3 3 . h t t p s : / / i e e e x p l o r e .
i e e e . o r g / d o c u m e n t / 1 4 5 5 5 0 2 ( visit e d o n 0 4/ 1 4/ 2 0 2 4).

[ Ta n + 1 7]  X ul o n g Ta n g, As h ut os h P att n ai k, H u ai p a n Ji a n g, et al. “ C o ntr oll e d
K er n el L a u n c h f or D y n a mi c P ar all elis m i n G P Us ”. I n: 2 0 1 7 I E E E
I nt er n ati o n al S y m p osi u m o n Hi g h Perf or m a n c e C o m p ut er Ar c hi-
t e ct ur e ( H P C A). A usti n, T X: I E E E, F e b. 2 0 1 7, p p. 6 4 9 – 6 6 0. i s b n:
9 7 8- 1- 5 0 9 0- 4 9 8 5- 1. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / H P C A . 2 0 1 7 . 1 4 . ( Visit e d o n
0 2/ 1 5/ 2 0 2 4).

[ Te k + 2 1]  A Te ki n, A T u n c er D ur a k, C Pi e c h urs ki, et al. St at e- of-t h e- Art a n d
Tr e n ds f or C o m p uti n g a n d I nt er c o n n e ct N et w or k S ol uti o ns f or H P C
a n d AI . Te c h. r e p. P R A C E, 2 0 2 1, p. 3 8.

[ U NI 2 5] I ntr o d u cti o n t o t h e D at a- Ori e nt e d Te c h n ol o g y St a c k. h t t p s : / /
u n i t y . c o m / r e s o u r c e s / i n t r o d u c t i o n - t o - d o t s - e b o o k . ( Vis-
it e d o n 0 2/ 1 4/ 2 0 2 5).

[ U N R 2 5] O v er vi e w of M ass E ntit y i n U nr e al E n gi n e | U nr e al E n gi n e 5. 0
D o c u m e nt ati o n | E pi c D e v el o p er C o m m u nit y . h t t p s : / / d e v .
e p i c g a m e s . c o m / d o c u m e n t a t i o n / e n - u s / u n r e a l - e n g i n e /
o v e r v i e w - o f - m a s s - e n t i t y - i n - u n r e a l - e n g i n e ? a p p l i c a t i o n _
v e r s i o n = 5 . 0 . ( Visit e d o n 0 2/ 1 4/ 2 0 2 5).

[ V y g + 2 1]  M ar k V y g o d er, M att h e w Milt o n, J a c o b D. G u d e x, et al. “ A H ar d w ar e-
i n-t h e- L o o p Pl atf or m f or D C Pr ot e cti o n ”. I n: I E E E J o ur n al of
E m er gi n g a n d S el e ct e d T o pi cs i n P o w er El e ctr o ni cs 9. 3 (J u n e
2 0 2 1), p p. 2 6 0 5 – 2 6 1 9. i s s n: 2 1 6 8- 6 7 8 5. d oi : 1 0 . 1 1 0 9 / J E S T P E .
2 0 2 0 . 3 0 1 7 7 6 9 .

[ Wal + 1 4]  M ar c us Walt h er, V ol k er Wa uri c h, C hristi a n S c h u b ert, et al. “ E q u a-
ti o n B as e d P ar all eli z ati o n of M o d eli c a M o d els ”. I n: ( M ar. 2 0 1 4).
( Visit e d o n 0 1/ 0 6/ 2 0 2 5).

[ Wa n + 1 3]  Qi a n Wa n g, Xi a n yi Z h a n g, Y u n q u a n Z h a n g, et al. “ A U G E M: A ut o-
m ati c all y G e n er at e Hi g h P erf or m a n c e D e ns e Li n e ar Al g e br a K er-
n els o n X 8 6 C P Us ”. I n: S C ’ 1 3: Pr o c e e di n gs of t h e I nt er n ati o n al
C o nf er e n c e o n Hi g h Perf or m a n c e C o m p uti n g, N et w or ki n g, St or-
a g e a n d A n al ysis . N o v. 2 0 1 3, p p. 1 – 1 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 2 5 0 3 2 1 0 .
2 5 0 3 2 1 9 .

https://doi.org/10.1007/s00791-018-0298-x
https://doi.org/10.1007/s00791-018-0298-x
https://doi.org/10.1109/PROC.1979.11233
https://ieeexplore.ieee.org/document/1455502
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https://doi.org/10.1109/HPCA.2017.14
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https://unity.com/resources/introduction-to-dots-ebook
https://dev.epicgames.com/documentation/en-us/unreal-engine/overview-of-mass-entity-in-unreal-engine?application_version=5.0
https://dev.epicgames.com/documentation/en-us/unreal-engine/overview-of-mass-entity-in-unreal-engine?application_version=5.0
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https://doi.org/10.1109/JESTPE.2020.3017769
https://doi.org/10.1109/JESTPE.2020.3017769
https://doi.org/10.1145/2503210.2503219
https://doi.org/10.1145/2503210.2503219
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[ W N 9 5]  Gl y n n Wi ns k el a n d M o g e ns Ni els e n. “ M o d els f or C o n c urr e n c y ”.
I n: H a n d b o o k of L o gi c i n C o m p ut er S ci e n c e ( V ol. 4): S e m a nti c
M o d elli n g . U S A: O xf or d U ni v ersit y Pr ess, I n c., J u n e 1 9 9 5, p p. 1 –
1 4 8. i s b n: 9 7 8- 0- 1 9- 8 5 3 7 8 0- 9. ( Visit e d o n 0 2/ 2 2/ 2 0 2 5).

[ W u + 2 0]  Wei W u, P e n g Li, Xi a o p e n g F u, et al. “ G P U- b as e d P o w er C o n-
v ert er Tr a nsi e nt Si m ul ati o n wit h M atri x E x p o n e nti al I nt e gr ati o n
a n d M e m or y M a n a g e m e nt ”. I n: I nt er n ati o n al J o ur n al of El e ctri-
c al P o w er & E n er g y S yst e ms 1 2 2 ( N o v. 2 0 2 0), p. 1 0 6 1 8 6. i s s n:
0 1 4 2- 0 6 1 5. d oi : 1 0 . 1 0 1 6 / j . i j e p e s . 2 0 2 0 . 1 0 6 1 8 6 . ( Visit e d o n
0 7/ 1 4/ 2 0 2 3).

[ W W P 0 9 a] S a m u el Willi a ms, A n dr e w Wat er m a n, a n d D a vi d P att ers o n. “ R o o fli n e:
A n I nsi g htf ul Vis u al P erf or m a n c e M o d el f or M ulti c or e Ar c hit e c-
t ur es ”. I n: C o m m u ni c ati o ns of t h e A C M 5 2. 4 ( A pr. 2 0 0 9), p p. 6 5 –
7 6. i s s n: 0 0 0 1- 0 7 8 2. d oi : 1 0 . 1 1 4 5 / 1 4 9 8 7 6 5 . 1 4 9 8 7 8 5 .
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A p p e n d i x A

A. 1 O pti mi z ati o n R es ults

Ta bl e A. 1: O pti mi z ati o n r es ult f or N vi di a A 1 0 0- 4 0 G B G P U

C o m p o n e nt # C o m p-
o n e nts

G r o u p
si z e

# C o m p-
o n e nts

p e r
g r o u p

M at ri x f o r m at wit h st o r a g e st r at e g y

I n v ert er

5 1 2 1 6 2  C Di a * C Di a * D e ns e-
c at

E L L *

2 0 4 8 3 2 3 2  D e ns e-
c at

D e ns e-
c at

D e ns e-
c at

D e ns e-
c at

8 1 9 2 1 2 8 3 2  E L L *  E L L *  C Di a *  E L L *
3 2 7 6 8 1 2 8 6 4  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
1 3 1 0 7 2 6 4 4 0  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
5 2 4 2 8 8 3 2 2 0  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *

S y n c M a c hi n e

5 1 2 1 2 8 1 4  C Di a *  Di a *  E L L * -
2 0 4 8 2 5 6 2 8  C Di a * C Di a *  E L L * -
8 1 9 2 2 5 6 2 8  C Di a *  Di a *  C Di a * -
3 2 7 6 8 1 2 8 6 4  E L L *  E L L *  E L L * -
1 3 1 0 7 2 6 4 3 2  E L L *  Di a-

B D
C S R * -

5 2 4 2 8 8 1 2 8 6 4  E L L *  C Di a *  E L L * -

El e ctr ol y z er

5 1 2 2 5 6 1 2  E L L-
B D

D e ns e-
c at

C S R * -

2 0 4 8 1 2 8 6  Di a *  E L L-
B D

C S R-
B D

-

8 1 9 2 1 2 8 1 2  E L L-
B D

E L L-
B D

C S R-
B D

-

3 2 7 6 8 2 5 6 4 8  C S R-
B D

E L L-
B D

C S R-
B D

-

1 3 1 0 7 2 6 4 6  C S R-
B D

C Di a * C S R * -

5 2 4 2 8 8 2 5 6 4 8  C S R-
B D

C S R-
B D

C S R * -

*: p att er n st or a g e
- c at: c o n c at e n at e d st or a g e
- B D: bl o c k di a g o n al st or a g e
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Ta bl e A. 2: O pti mi z ati o n r es ult f or A M D MI 1 0 0 G P U

C o m p o n e nt # C o m p-
o n e nts

G r o u p
si z e

# C o m p-
o n e nts

p e r
g r o u p

M at ri x f o r m at wit h st o r a g e st r at e g y

A  B  C  D

I n v ert er

5 1 2 3 2 4  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
2 0 4 8 2 5 6 3 2  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
8 1 9 2 2 5 6 3 2  E L L *  E L L *  C S R *  E L L *
3 2 7 6 8 2 5 6 9 6  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
1 3 1 0 7 2 1 2 8 4 8  E L L *  E L L *  E L L *  E L L *
5 2 4 2 8 8 1 2 8 3 2  E L L *  E L L *  E L L *  C S R *

S y n c M a c hi n e

5 1 2 6 4 7  C Di a *  Di a *  E L L * -
2 0 4 8 6 4 7  C Di a *  E L L *  E L L * -
8 1 9 2 2 5 6 2 8  E L L *  Di a *  E L L * -
3 2 7 6 8 2 5 6 9 6  E L L *  Di a *  E L L * -
1 3 1 0 7 2 1 2 8 2 8  E L L *  C S R *  E L L * -
5 2 4 2 8 8 2 5 6 2 8  C S R * C Di a *  E L L * -

El e ctr ol y z er

5 1 2 6 4 3  E L L * D e ns e-
c at

C S R * -

2 0 4 8 1 2 8 6  E L L *  E L L *  C S R * -
8 1 9 2 2 5 6 1 2  E L L *  C S R *  C S R * -
3 2 7 6 8 2 5 6 1 2  E L L *  C S R *  C S R * -
1 3 1 0 7 2 2 5 6 1 2  E L L *  C S R *  C S R * -
5 2 4 2 8 8 1 2 8 3  C S R *  E L L *  C S R * -

*: p att er n st or a g e
- c at: c o n c at e n at e d st or a g e
- B D: bl o c k di a g o n al st or a g e
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