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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ausgehend von einer jahrlichen inhomogenen Markov-Kette eine
unterjahrliche bewertete inhomogene Markov-Kette konstruiert. Die Konstruktion der unterjahrlichen
Ubergangsmatrizen basiert auf der Taylorreihe der Potenzfunktion bzw. deren Partialsummen.
Dieser Ansatz ist eine Verallgemeinerung des Falls, dass die unterjahrlichen Ubergangsmatrizen
durch Interpolation der jahrlichen Ubergangsmatrizen und der Einheitsmatrix definiert werden.
AnschlieRend liegt der Fokus der Arbeit auf der Verteilung der Zufallsvariablen ,Barwert des
Zahlungsstroms® bzw. auf der zugehdrigen charakteristischen Funktion, einem EDV-technischen
Verfahren zur Berechnung der Momente der Zufallsvariablen und dessen Anwendung in zwei

Fallbeispielen.

Abstract

In the present paper it will be shown how a priced inhomogeneous Markov chain with periods less
than a year can be designed from a given inhomogeneous Markov chain with annual time periods.
The construction is based on the Taylor series and their partial sums of the power function. This
approach is a generalization of the case, where the transition matrices are given by linear
interpolation of the yearly transition matrices and the identity matrix. Afterwards we focus on the
distribution of the random variable “present value of the cash-flow” and on the associated
characteristic function, respectively, as well as an IT method for calculating the moments of the

random variable and its application for two case studies.
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1. Einleitung

Stochastische Prozesse haben in den Wirtschaftswissenschaften die vielfaltigsten
Anwendungen. Sie werden zur Modellierung sowohl bei klassischen
betriebswirtschaftlichen Sachverhalten als auch bei speziellen Fragestellungen in
den Bereichen Insurance und Finance eingesetzt. Eine der wichtigsten Modellklasse
bilden die Markov-Ketten, d.h. gedachtnislose stochastische Prozesse mit diskretem
Zustandsraum. Die Zeitachse der Markov-Ketten kann dabei entweder diskret oder
stetig modelliert werden. Beziglich der zeitlichen Dynamik werden in den
Wirtschaftswissenschaften sowohl homogene als auch inhomogene Modelle
eingesetzt. Als Beispiele fir die Anwendung von Markov-Ketten bei klassischen
betriebswirtschaftlichen Fragestellungen seien hier die Themen Warteschlangen-
systeme, Lagerhaltung und (Markovsche) Entscheidungsprozesse genannt (vgl.
[14]). In der Personenversicherungsmathematik werden Markov-Ketten zur
Kalkulation von Barwerten, Reserven und Pramien verwendet (vgl. [12], [13], [6], [7],
[8], [10], [11]).

Die in den Wirtschaftswissenschaften verwendeten Modelle basieren oft auf
jahrlichen Beobachtungen und werden daher i.d.R. zunadchst als stochastische
Prozesse in diskreter Zeit modelliert, bei denen der Abstand zwischen zwei
Zeitpunkten als ein Jahr interpretiert wird. Die Modelle werden anschliel3end
verfeinert und bei unterjahrlichen Fragestellungen angewendet. Ein Beispiel dafir ist
die Modellierung von Zahlungsstromen in der Finanz- und in der Versicherungs-
mathematik. Die Zahlungen im Kontext von Banken und Versicherungen erfolgen in
der Praxis, z.B. bei Rentenzahlungen oder bei der Tilgung eines Kredits, meist
unterjahrlich (z.B. monatlich oder quartalsweise).

Bei der Anwendung auf unterjdhrliche Fragestellungen ist es wichtig, wie die
ursprunglich jahrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten auf das Jahr verteilt werden.
Sei z.B. Q die Ubergangsmatrix des t-ten Jahres und [t—l,t—1+ a] mit ae(O,l) ein
zum Jahresanfang beginnendes Teilintervall des t-ten Jahres, so ware — in Analogie
zu den Zinsmodellen der Finanzmathematik — die Potenz Q% ein sinnvoller Ansatz

fur die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten dieses Teilintervalls. Diese Potenz
kann aber nur in Sonderféllen definiert werden. Und selbst in einfachen Fallen, in

denen Q% definiert werden kann, ist nicht gewéhrleistet, dass es sich dann um eine
stochastische Matrix handelt. So existiert zwar flr stochastische Matrizen mit der
Ordnung 3x3, die zugleich obere Dreiecksmatrizen sind, die Wurzel (d.h. die Potenz
mit a=0,5), diese muss aber keine stochastische Matrix sein (vgl. [9]). Eine andere

Moglichkeit besteht darin, die Ubergangswahrscheinlichkeiten linear tiber das Jahr zu
verteilen, d.h. die Ubergangsmatrix des Intervalls [t—l,t—1+ a] durch Interpolation
der jahrlichen Ubergangsmatrix und der Einheitsmatrix anzusetzen (vgl. [11]).
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Die in dem vorliegenden Artikel gewahlte Methode zur Verteilung basiert fur a € (0,1)

auf der Taylorentwicklung der reellwertigen Funktion x — x* an der Stelle x,=1.

Die Ubergangsmatrix fur das Intervall [t—l,t—1+ oc] wird durch das Einsetzen der

jahrlichen Ubergangsmatrix in die Taylorreihe bzw. alternativ in die m-te
Partialsumme definiert. Es zeigt sich, dass die Verwendung der 1 -ten Partialsumme
der oben beschriebenen linearen Verteilung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
entspricht. Bei der hier dargestellten Vorgehensweise muss aber — insbesondere bei
der Verwendung der Taylorentwicklung — nachgewiesen oder vorausgesetzt werden,
dass es sich dann bei den Ergebnissen um stochastische Matrizen handelt.

Die so konstruierte unterjahrliche Markov-Kette wird im zweiten Teil des Artikels mit
einer Bewertung versehen, d.h. zu jedem Zeitpunkt wird in Abhangigkeit des
jeweiligen Zustands eine Leistung definiert. Im Mittelpunkt des Interesses steht
anschlielend der Barwert dieser Bewertung bezogen auf ein endliches Zeitintervall.
Somit befindet man sich z.B. im Kontext der klassischen finanzmathematischen
Aufgabenstellung ,Berechnung des Barwerts eines endlichen Zahlungsstroms®. Da
der Barwert hier als Zufallsvariable im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie
angesetzt wird, stellt sich die Frage nach der Verteilung. Es ist zwar nicht mdglich,
die Verteilungsfunktion darzustellen, es kann aber eine Formel fiar die
charakteristische Funktion hergeleitet werden. Gemal3 Eindeutigkeitssatz ist dies als
Ergebnis gleichwertig, da die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen deren
Verteilung eindeutig festlegt (vgl. [3]).

Das hier vorgestellte Modell wird in der Literatur auch als bewertete Markov-Kette
bezeichnet. Es hat in den Wirtschaftswissenschaften eine Vielzahl von
Anwendungen. Beispielsweise wird es bei Lagerhaltungsmodellen eingesetzt, dabei
steht die Bewertung fir die mit der Lagerhaltung verbundenen Kosten (Bestellkosten,
Lagerkosten und Fehimengenkosten). In anderen 6konomischen Anwendungen
modelliert die Bewertung zustandsabhangige Gewinne (vgl. [14] S.45ff). In der
Finanz- und Versicherungsmathematik werden bewertete Markov-Ketten zur
Modellierung risikobehafteter Zahlungsstrome verwendet.

Analog zur charakteristischen Funktion kann auch eine Formel fur die
momentenerzeugende Funktion des Barwerts der Bewertung hergeleitet werden.
Mithilfe der Differentialrechnung kénnen aus der momentenerzeugenden Funktion
die hoheren Momente dieser Zufallsvariablen berechnet werden. Zum Abschluss
dieses Artikels werden daher in zwei Fallbeispielen bei den unterschiedlichen
unterjahrlichen Verteilungen die Momente ,Erwartungswert® und ,Standardab-
weichung® analysiert bzw. verglichen.



2. Das jahrliche Modell

Gegeben sei eine Markov-Kette (X;),_,,, Mit dem endlichen Zustandsraum

S={0,1,2,..,N}. Dabei steht der Zeitpunkt t fir den Beginn des (t+1)-ten Jahres
bzw. die Zufallsvariable X; fur den Zustand zu Beginn des (t+1)-ten Jahres,
t=0,1,2,.... Die Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Zeitpunkt t—1 zum Zeitpunkt t
seien gegeben durch die (N+1)x(N+1)-Matrix

QM) =l M),
d.h.
ik (t)=P(X,=k| X, =]), ,keS, t=12,...

(vgl. [6]). Da die Ubergangsmatrizen explizit von dem Zeitparameter t abhangen,
heil3t die Markov-Kette inhomogen (vgl. [12] S.16f, [14] S.11).

Die Verteilung der Zufallsvariablen X, t=0,1,2,.., sei gegeben durch den
Zeilenvektor P, =(P,;) ., d.h.

jeS

P(X,=J)=P,:, jeS.

i
Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass Py vorgegeben ist und alle

Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Momente gegeben dieser Anfangsverteilung
berechnet werden. Unter Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung fur
Markov-Ketten (vgl. [12] S.14) ergibt sich fur t=0,1,2,...

t
P =Pg-[]Q6)

s=1

(vgl. [6]).



3. Spezielle Partialsummen und Reihen von Matrizen

Im Verlauf des Artikels werden basierend auf dem jahrlichen Modell — wie in der
Einfihrung ausgefuhrt — unterjahrliche Markov-Ketten konstruiert. Von ent-
scheidender Bedeutung ist dabei die Verteilung der jahrlichen Ubergangswahr-

scheinlichkeiten auf das Jahr. Mit Blick auf die Potenz QY, ae(O,l), einer

stochastischen Matrix Q werden die unterjahrlichen Ubergangsmatrizen — analog zur
Neumannschen Reihe — Uber eine Reihe bzw. Uber eine endliche Summe definiert.

Wir betrachten zunachst fiir o€ (0,1) die Taylorreihe der reellwertigen Funktion
f(x)=x*xelR

an der Stelle x, =1. Diese ergibt sich mit

if(”)(l) _ =ii I (a—v)- X‘l)”=i[3j-(><—l)”,

u=0 ul u=0 ul V:

[u

Il
o
c

Il
o

. a —~oa—-V+1 . : . - .
dabei ist =] | ———— der verallgemeinerte Binomialkoeffizient. Fir 0<x<?2
u vV

gilt
5o

In den Fallen x>2 und x<O0 divergiert die Reihe. Beides folgt aus dem
Konvergenzverhalten der Binomialreihe (vgl. [5] S.382f).

Setzt man x=1-q, so erhalt man insbesondere fir 0<q<1 die Gleichung

Z(u] —q)' =(2-a)*.

u

Fir 0<q<1 ist die Konvergenz absolut, dies ergibt sich durch Anwendung des
Quotientenkriteriums fur Reihen (vgl. [5] S.205f).

Im Folgenden sei Q eine stochastische Matrix und E die Einheitsmatrix. Beide
Matrizen seien von der Ordnung (N+1)x(N+1). Dabei werden die Zeilen und Spalten
der beiden Matrizen in Anlehnung an den Zustandsraum des jahrlichen Modells mit
0,1,...,N durchnummeriert.

Zunachst setzen wir die beiden Matrizen in die m-te Partialsumme der Taylorreihe
ein und erhalten die Matrix

amQ =i(u] “ ae(01), melN.

u



Die Eintrage der Matrix ., Q werden mit , q; bezeichnet.

Beispiele:

a)

b)

Es sei ae(O,l) und m=1. Es gilt
a,mQ=a,1Q=(g]-(Q—E)°+G‘]-(Q—E)l =E+a:(Q-E)=0-Q+(1-0a)-E,

d.h. Q und E werden linear interpoliert. Da Q und E beides stochastische
Matrizen sind, hat auch ,,Q keine negativen Eintrage. Fur die Zeilensumme der

i -ten Zeile ergibt sich
N N

Za,mqij =Z(a'qij +(1_a)'eij)=a'ZqU +(1_a)°zeij =1.

i=0 i=0

Somitist ,,Q immer eine stochastische Matrix.

Es sei N=2, d.h. betrachten 3x3-Matrizen. Ferner a=% und m=2. Die

stochastische Matrix Q sei gegeben durch
l-a-b a b
Q= 0 l-c c
0 0 1

mit a,b,c e[0,1] und a+b <1. Somit ergibt sich

Q-8F=e
(-a-b a b
(Q-E))=| 0 -c ¢
0 0 O
(a+b)> —a’-a-b—a-c —-b*-a-b+a-c
(Q-Ef=[ o c? —c?
0 0 0

und man erhalt



22 (0
—E+1.Q-E)-1.(Q-Ey-=
2 8
(1_a+b_(a+b)2 §+a2+a-b+a-c 9+b2+a-b—a-c\
2 8 2 82 2 82
_ 0 L ¢ c, ¢
2 8 2 8
0 0 1
Wie betrachten zwei Félle:
0,375 0 0,625
a=0,b=1.c=05: a'szlez 0 071875 0,28125
2 0 0 1

0,375 0,6875 —0,0625
Q=| O 0,71875 0,28125
0 0 1

a=1b=0,c=05: , O=

2

N

Im ersten Fall ist ; Q eine stochastische Matrix, im zweiten Fall nicht.
,2

2

Somit ist selbst bei stochastischen Matrizen, die als obere Dreiecksmatrizen gegeben
sind, nicht gewabhrleistet, dass ,,Q eine stochastische Matrix ist. Da dies aber zur

der Konstruktion der unterjahrlichen Markov-Ketten notwendig ist, wird spater u.a.
vorausgesetzt, dass _,,Q eine stochastische Matrix ist.

Setzt man die stochastische Matrix Q und die Einheitsmatrix E in die Taylorreihe
ein, so ergibt sich formal der Ausdruck

e :=§[Z]-(Q— E) ,ae(01).

Die Eintrage der Matrix , ,Q werden mit , q; bezeichnet. Es stellt sich dann direkt

die Frage nach der Konvergenz der Reihe bezogen auf die Eintrage in den Matrizen.
Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Konvergenz nicht immer gegeben ist.

Beispiele: Es sei ae(O,l).
a) Fir Q=E ist die Konvergenz trivial, da (Q - E)" fiir u>1 die Nullmatrix ist.

1-
b) EsseiQ:[ Oq 2] mit 0<q<1. Danngiltfir ueIN

-7-



lJ—— uo u- 1 -
(Q-E)' =(-1)"-q (0 o]'

Diese Aussage ergibt sich mit vollstandiger Induktion wie folgt:
u=1:In diesem Fall ist die Aussage trivialerweise erfullt.
u—->u+1l:

(Q—E)”+l=(Q—E)”-(Q—E)=(—1)”-Q“-((l) ‘J]-(—l)-q-(l _1]=

0 0
1 -1)(1 -1 1 -1
— —l u+l  Su+l . — _1 u+l  ~u+l
e R e A (Y

Damit ergibt sich wegen 0<q<1 bzw. Z(a] (-q)'=@1-0q)
u=0 u

u=0 u=1
( <y oA u 2 (o u u | o u

[ ge)ear Eear| (B2 o -F[2) o]

u=1 u=1 u=0 u=1

0 1 0 1

_(@-af 1-(@-qy

0 1
Damit existiert die Reihe bzw. , . Q und es handelt sich um eine stochastische
Matrix.
Esseinun Q= t-a [ it fo

Q= q 1-q mit 0<q<1.Danngiltfur ueIN
! . " 2u—1 _2u—1
ey -cora( % L)

Diese Aussage ergibt sich ebenfalls mit vollstandiger Induktion:
u=1:In diesem Fall ist die Aussage trivialerweise erfullt.
u—->u+1l:

Q-E)*"=(Q-E)-(Q-E)=

ou-1 _gu-l 1 =1
=(=1)"-q"- (-1)-q- =
(1) (_zu_l Zj (-1)-q [_1 1]
(2t —2*\ (1 -1
= _l U+l. U+l. . =
( ) q - 2u—l 2u—l ] [_l 1 ]

( 2u—l + 2u—l _ 2u—l _ 2u—1
_ 2u—1 _ 2u—1 2u—1 + 2u—1 -

— (_1)u+l . qu+l . 2 -2 ]

= (_1)u+l . qu+l .

=24 2"

Daraus ergibt sich



d)

g . e )

_ 2u—1 2u—1
und man erhélt

Fur Oqu% bzw. 0<2-q<1 konvergieren die Reihen und man erhéalt wegen

i[aj (~2-q)' =(1-2q)" die folgende Matrix:

u=0 u
1 1 1 1 o
_ ?Jr? (1-2q)" ?—?( - 2q) |
5—5'(1—ZQ) §+§'(1—ZOI)

Alle Eintrdge der Matrix sind nichtnegativ und die Zeilensummen 1. Somit

existiert , ,Q und es handelt sich um eine stochastische Matrix. Fur E<q$1

divergieren die Eintrage, d.h. in diesen Fallen existiert  Q nicht.

Es sei Q eine stochastische Matrix der Ordnung (N+1)x(N+1) mit {EnlinN}q“ >%.
Damit erhalt man y:=2-(1—_ minN}q”)<1. Es sei || | die Zeilensummennorm

fur Matrizen. Es qilt:

Q= max,, Z\qu\- nax Zq.,-l

und
N
(0-l=, pon, S ~e=, o o4+ F -

= max (1 q, + un]— max 2 2-q“)=2-(1— {myl_‘hYN}CI) y<1

ie{0,1,...,N} 20w {0.1,...N}

Fir u=0,12,... seien d,, die Eintrage der Matrix (Q-E)"'. Die elementweise

(¢} e-er-5[7)

Konvergenz von _ Q ergibt sich aus

Eo)md[oHo-

a0

<2,

u=0

u

y' <.

-3

u=0

oc,coqij‘S

u,ij

a0
M=



Die Zeilensummennorm ist als induzierte Matrixnorm der submultiplikativ, daraus
folgt die letzte Ungleichung. Die Endlichkeit ergibt sich — wegen 0<y<1 — aus

der oben erwéahnten absoluten Konvergenz. Somit konvergieren alle Elemente
der Matrix _ .Q, womit ihre Existenz gegeben ist.

Als Fazit kann festgehalten werden, dass es Beispiele gibt, bei denen die oben
dargestellten Partialsummen und Reihen wiederum zu sinnvollen stochastischen
Matrizen fuhren.

Neben den Matrizen | .Q und ,_Q werden zur Konstruktion der unterjahrlichen

Markov-Ketten auch deren Inversen bendétigten. Wir betrachten im folgenden Satz
zunachst den Spezialfall, dass Q eine obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 1:
Es sei Q eine obere Dreiecksmatrix mit g, >0 alle i=0,1,...,N. Es sei ae(O,l) und
m € IN. Dann gilt:

a) det(,,,Q)=0

b) det(,,Q)=0, sofern A Q existiert.

c) Die Matrix

Q ist invertierbar. Sofern die Matrix __Q existiert, ist sie ebenfalls

m,a a,00

invertierbar.

Fur den Beweis des Satzes benotigt man folgendes Lemma:

Lemma 1:

Es sei A eine obere Dreiecksmatrix der Ordnung (N+1)x(N+1).
Fur ue INsei B= A". Dann gilt b, =(a, )’ furalle i=01,...,N.
Beweis:

Induktion:

u=1: In diesem Fall ist die Aussage trivial.

u->u+1l:

-10 -



((a'OO )u (aOO
(an)u * A *
Au+l — Au . A — —
0 0
\ (a'NN )u J \ EINY,
()™
()™ =

— .. ] — Au+l

0 .

()™

|

Beweis von Satz 1:

Da Q eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt dies auch fur Q- E. Ferner gilt wegen des
Lemmas:

(qoo _1)u
( 1 1)u *
(Q-E)= -

\ (q N 1)u )
Damit erhalt man

det(, , Q) = H(ﬁ[u] i - ] und det(, Q) = H[i[u] A~ ]

u=0 u=0

Fur alle i=0,1,...,N gilt 0<g;<1 und somit folgt aus der oben beschriebenen
Konvergenz der Binomialreihe

i( J q; — —q?i‘>0.

u=0

© N
Damit ergibt sich wegen det(, . Q) = H(Z[ ] (a; —1)“J=qui‘ die Behauptung
i=0

i=0 \_u=l

aus b).

-11-



folgt, dass Z[aj-(q“ —1)“ eine fir m — « gegen q; > 0 fallende Folge und somit
u=0 u

i=0 \ u=0

N m
immer positiv ist. Daraus ergibt sich wegen det(, Q) = H(Z[a]-(q" —1)“) die
' u

Behauptung aus a). Die Behauptung c) folgt aus a) und b).

O

Obere Dreiecksmatrizen kommen als jahrliche Ubergangsmatrizen in der

Personenversicherungsmathematik vor. D.h. in diesem Fall existiert fur {(r)nlinN}q“ >0

die Inverse von _ Q . Die gleiche Aussage qilt far  _Q, sofern diese Matrix

elementweise existiert.

Analog zur Definition der Matrix , ,Q mit o€ (0,1) lasst sich auch die Matrix , ,Q mit
o€ (— 1,0) durch
0 a u
weQ= Z[u]-(Q— E)
u=0

definieren. Man erhalt damit die folgenden Aussagen.

Satz 2:

Es seien a,pe(0,1) mit 0<p<a<1.Es existieren ..Q, ,.Q, (..Q)" (,.Q)*,

—0e@ und
absolute Konvergenz gegeben.

Q. Dabei sei bei diesen Matrizen die elementweise Konvergenz als

o—PB,o

-12 -



a) Es gilt (a'wa:_wQ.

b) Es gilt (,.Q) ™. Q=0 5.Q-
Beweis:

Fur die Beweise der beiden Aussagen benétigt man das folgende Ergebnis lber die
verallgemeinerten Binomialkoeffizienten. Fir alle x,y € IR und ne IN gilt

()2l o)

Fur u=0,1.2,... seien d,; die Eintrdge der Matrix (Q—E)".

(vgl. [2] S.8).

a) Essei ae (0,1). Dann ergibt sich wegen der elementweisen absoluten Konvergenz
fur die folgende Summe das Cauchy-Produkt (vgl. [2] S.47f):

BB 3

k=
= —o+a
:|‘du,ij =Z( )'du,ij = do,ij =€

D.h. (a,w Q)_1=—a,wQ '

a) Essei 0<B<a<l1.Wegen a) gilt (M,Q)'l a0 Q= _pwQ "4 Q - Analog zu a) erhalt
man fur dieses Produkt:

u=0 v=0 k=0
IS AR I ST 2 I
S0 eaEl ) dume
Dh (waQ)rl'a,coQ_a_pr

-13-



Bemerkung:
Es sei meIN. Analog zur Definition der Matrix , Q mit ae(O,l) lasst sich auch

hier die Matrix , Q mit o€ (— 1,0) durch

onQi= gm-@— E)

definieren. Allerdings gelten die analogen Aussagen zu Satz 2 in diesem Fall nicht,
wie das folgende einfache Beispiel zeigt.

Es seien m=1 und a €(0,1). Es gilt:

21Q:Q=(E-0-(Q-E)-(E+a-(Q-E))=E-a-(Q-E)+a-(Q-E)-a’-(Q-E)* =
=E-a’-(Q-E)’#E,

sofern (Q—E)? nicht die Nullmatrix ist. Somit ist Q im Allgemeinen nicht die

—a,m

inverse Matrix zu , Q.

-14 -



4. Konstruktionsvoraussetzungen

Es seien TelIN und meINu{oo} fest. Dabei steht T fur die Anzahl der
unterjahrlicher Zeitpunkte des im néachsten Kapitel eingefihrten Modells. Ein
endliches m bedeutet, dass die im letzten Kapitel eingefihrte m -te Partialsumme
zur Konstruktion der unterjahrlichen Markov-Ketten verwendet wird. Im Falle m =
wird die Potenzreihe zugrunde gelegt. Fur beide Ansatze werden die
Voraussetzungen wie folgt formuliert werden:

(B1) ., Q(t) ist fur alle teIN und alle ae{%%%} eine invertierbare

stochastische Matrix.

82) (,n QM) Q) ist fir alle teIN und alle a,Be{ %

==

0< B < a<1 eine stochastische Matrix.

Bisher wurde . Q(t) gemal dem vorherigen Kapitel lediglich fir a € (0,1) definiert.
Bendotigt werden die Matrizen aber auch fir =0 und a =1. Setzt man , Q(t) :=E,
so sind trivialerweise (B1) fur =0 und (B2) fur p=0 erfullt. Ferner wird (B2) durch
die Setzung ,, Q(t) := Q(t) ausgeweitet. Insgesamt werden die Voraussetzungen wie

folgt modifiziert:

(B1) ,.,Q(t) ist far alle telIN und alle ae{o,%,%,...,?} eine invertierbare

} i

stochastische Matrix.

(B2) (,n Q)™ Q(t) ist fur alle teIN und alle a,Be{O, T-1

2
1Tl"‘1 T l

==
— |-

0<B < a <1 eine stochastische Matrix.
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5. Konstruktion des unterjahrlichen Modells

Es seien TelIN und me INu{oo}. Dabei gibt der Parameter m vor, ob die unter-

jahrlichen Ubergangsmatrizen auf Basis der m -ten Partialsumme oder im Fall m =
auf Basis der Potenzreihe angesetzt werden. Der Parameter T gibt die Anzahl der
unterjahrlichen &aquidistanten Zeitpunkte an. Die Konstruktionsvoraussetzungen (B1)
und (B2) seien erflllt. Die Konstruktion der unterjdhrlichen Markov-Kette erfolgt mit
Satz 4 aus ([9]). Danach ist ausreichend, ein System von unterjdhrlichen
Ubergangsmatrizen zu definieren, so dass das Produkt der unterjahrlichen
Ubergangsmatrizen die jeweilige jahrliche Ubergangsmatrix ergibt. Der Beweis fir
dieses Konstruktionsprinzip basiert auf dem Satz von Kolmogorov ([3] S.257f).

Vorgegeben sei ein aquidistantes unterjahrliches Zeitraster:

L T DY PR T FULIp TP FL FUSP SR
T T T 7T T T T T

TT'T

Die Menge der Zeitpunkt lasst sich wie folgt parametrisieren:

{t—1+E
T

Definiere in Anlehnung an die Notation von [9] Satz 4 fir s=1,2,...,T und t=1,2,...
die folgenden Ubergangsmatrizen:

R(s,t,T,m):= [5_1 . Q(t)J s Q(t)

T

Szl,...T;t=1,2,..}

Dann qilt fur alle t=1,2,...:

[IRG.t.T.m)= H(S_l‘mQ(t)J o Q)= (o,mQ(t)J T QM=E"-Q(1)=Q()
Somit existiert eine unterjahrliche Markov-Kette

Yo’Y%’Y%’ (Tl/ Yo, 1+/ (Tl/ Yz’Y

mit der Anfangsverteilung Py und den unterjahrlichen Ubergangsmatrizen
R(s,t, T,m)=(r,(s,t, T,m)), d.h.

P(Yt—l+%_ =k Yt—l+%_—%_ = I) = r|,k (S,t,T,m)

fur alle I,k e{0,1,2,..,N}, s=12,...,T und t=1.2,....
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6. Bewertete inhomogene Markov-Ketten

Es seien wie im letzten Kapitel TeIN und me INu{oo}. Gegeben sei ferner die im

letzten Kapitel konstruierte unterjahrliche Markov-Kette (Yt 1+(S_1)) . Fur
- T/t=1,2,.,5=1,..T

diesen stochastischen Prozess wird nun durch die Spaltenvektoren

Lt_1+(5_1% =(Lt_l+(s_l%’j)j=012mN y t=1,2)---, S=1,2,-..,T,

eine Bewertung definiert, d.h. jeder Kombination aus Zustand j=0,12,...,N und

(s-1)

Zeitpunkt t—1+ T t=12,..., s=1.2,..,T, wird eine reelle Zahl zugeordnet. Der

stochastische Prozess (Yt L) ) wird dann als bewertete inhomogene
- T/t=1,2,. s=1,...T

Markov-Kette bezeichnet.

Der Barwert der Bewertung fir die ersten nJahre, wird durch

T N

B,(T.n) :=Zn:ZZ‘,1

t=1 s=1 j=0 {Yt_1+(s—1%=l'

t-1
} Vv Tev(s—1)- Lt—1+(5_1%,j

definiert.

Dabei sei v der Diskontierungsfaktor fir ein Jahr gegeben durch v = 1—1r und r>0
+

der zeitlich konstante Rechnungszins pro Jahr. Ferner sei v(s—-1) der

. . v s-1 .
Diskontierungsfaktor fiur das unterjahrliche Intervall (t,t+?j. Fur den unterjahr-

lichen Diskontierungsfaktor gibt es die unterschiedlichsten Ansétze. Die beiden
Gebréauchlichsten sind die lineare Verzinsung, d.h.

V)=t
1+—-r
T
und die exponentielle Verzinsung, d.h.
v(s)=—
L+ T

Der lineare Ansatz fuhrt in Kombination mit der jahrlichen Verzinsung mit Zinseszins
zur relativ gemischten Verzinsung, der exponentielle Ansatz zur konformen
Verzinsung (vgl. [1]).
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Wir betrachten nun die charakteristische Funktion der Zufallsvariable B,(T,n) und
fuhren daftr die folgende Notation ein:

o(x, T,n,m):= E(exp(i-x-B,(T,n))) ,xe IR

Dabei sei i =+/—1 die imagindre Einheit. Es gilt der folgende Hauptsatz:

Hauptsatz:

Die Matrix V(s-1,t—1,x) sei fur t=1.2,..., s=1,...,T und xelR definiert als
(N+1)x(N+1)-Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

exp(i-x-vt‘l-v(s—l)-L1(Sly) =012,...,N.

Dann gilt fir alle xe IR, neIN, TeIN und meINu{oo}:

n-1

py - TT TTV(s-1.t-1%)-REt.T,m))-

(p(x,T,n,m)= E(exp(i-x.Bo(T’n))) i . t=1 s=l
" H (V(s-1,n=1,%)-R(s,n, T,m))- V(T -1,n-1,x)

i
Dabei sind die unterjahrlichen Ubergangsmatrizen gemaR letztem Kapitel gegeben
-1
durch R(s,t,T,m)= ( (t)) Q(t).
T’

Fur den Beweis wird das folgende elementare Ergebnis der Matrizenrechnung
bendtigt.

Hilfssatz:

Es seien gegeben die (N+1)x(N+1)-Matrizen A(t)=(ajk(t))j’ke{0’1 ’’’’ " t=123,...
und der Vektor z=(z, z, - z).

Fir ne{2,3,..} gilt: [z-ﬁA(t)) Z Z, - r laI 1.
=1 In

lyvaly_g=0 t=1

Beweis: Induktion nach n
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n=2:

aoo(l) aON(l)
[ HA(t)] @A), =@ z - zy)| : Zz.l a,, (1)
aNO(l) aNN(l) | =0
n—->n+1:
[ HA(t)] =[z-n_lA(t)-A(n)J ZN:[z.n_lA(t)J a, (n+1)=
zi i le'n_lakm(t) ., (n"'l): i Z|1'1£[a|k|kﬂ(t)‘
O

Beweis des Hauptsatzes:

ImFall n-T=1,d.h. n=1 und T =1, ist die Behauptung trivialerweise erflillt. Es sei
also n-T>1. Zunachst wird die Menge relevanten unterjahrlichen Zeitpunkte
durchnummeriert, d.h. wir betrachten statt der Parametrisierung

{t 1+u
T

Gibt man den Zeitpunkt in der durchnummerierten Variante an, so lasst sich wie folgt
die parametrisierte Darstellung berechnen:

t=12,. = 1,...T} als Menge der Zeitpunkte{1,2,...,n-T—-1,n-T}.

Es sei ke{l2..,n-T-1,n-T}, dann entspricht dies t(k)—1+ mit

t(k) = {k_l_l]+1 und s(k) = (k;l—[%nnl.

Damit werden folgende Notationen eingefuhrt:

s(k)-1
T

Z, = Yt(k) 01 (Markov-Kette)

Q(k) = R(s(k),t(k), T,m) (Ubergangswahrscheinlichkeiten)

L, =
k t(k)-1+

(s(k)_l% (Bewertung)

w(k) == v'®1.y(s(k)-1) (Abzinsungsfaktoren)

V(K,X) = V(s(k) = 1,t(k) = 1,X)
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(p(X,T, n, m) =

=E exp(io .

E(exp(i-x-By(T.n))=

nT _
exp[. X W(k)-Lklkj P(z,=1,2,=1,,...,
k=1
n-T g n-T—1~
[Texoli-x-we<)- Ly, )-Poy, - [ 16, (k) =
k=1

nT-1
= Po,|
Iy dyolyg=0 k=1
nT-1
= Y P [VK0-QK),,,
Iy ly .l =0 k=1
N N nT-1, -
-y Py - [T V(K %)- Q).
=0 lply.lprg=0 k=1

x~
Il
[N

In-T

1(V(k X)-Q(K))- V(n-T x)J

InT

-\~/(n-T,x)|M,M =

T10x»- Q(k))j VT, =

-20 -
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Mithilfe des Hauptsatzes lassen sich Folgerungen fiir die momentenerzeugende
Funktion und den Erwartungswert der beschrankten Zufallsvariablen B (T,n)

formulieren.

Folgerung 1:

Esseiseien uelR, nelIN, TelIN und meliN u{oo}. Fur die momentenerzeugende
Funktion der Zufallsvariablen B,(T,n) gilt mit den Notationen des Hauptsatzes:

M(u, T,n,m):= E(exp(u- B,(T,n)))

P, - ll[(V(s—l,t—l,—i-u)-R(s,t,T,m))-

N
Z =1 s=1
T-1
j=0

H V(s—1,n—1-i-u)-R(s,n, T,m))-V(T-1,n—1,-i-u)

—

j
Beweis:

Wegen der Beschranktheit von B (T,n) existiert die Funktion M(u,T,n,m) fir alle

ue lR. Der Beweis der Behauptung erfolgt analog zum Beweis des Hauptsatzes.
Weitet man den Definitionsbereich der charakteristischen Funktion auf die komplexen
Zahlen aus, so folgt die Behauptung aus M(u, T,n,m)=g(-i-u,T,n,m).

|

Folgerung 2:

Es seien uelR, neIN, TelIN und meINu{oo}. Fir den Erwartungswert der
Zufallsvariablen B,(T,n) gilt:

EB(T.m)= 22w vs-1)-R [[QK)-s QUL o,

Beweis:

Mit den Notationen aus dem Beweis des Hauptsatzes gilt:

-
_|

n- n- l

eXp(u : W(k)' E|<,|k ) FJo,ll Lelisn
1

M(u, T,n,m)= ZNI: (t)

Il

=~
1]
=N
~
1]

nT0
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Damit folgt:
E(B,(T,n))=M'(0, T,n,m)=

I S ) O] [Zwo) L, Hexp(u W(k)- Lk.k)J

=

N nTl nT N nTl
= Z Poy, - km( ) ZW(J) |— ZW(J) Z Pos, I—JlJ C1|k|k+1( )=
Iy Lyl r=0 k=1 =1 Iy Lyl =0 k=1
nT N Jj-1 _ N n~T—l~
=ZW(J) Z Pos, - Chklm( )-L ’ Z qlklk+1( )=
= N ) k=1 s dnr=0 K=j
nT N i1 N N ((nT-1_
=ZW(J) Z Poy, Oy, (K) - Lj,lj : Z [ Q(k)] =
=1 Iy 0l =0 k=1 7m0\ K= .
n.T ) N j-1 n-T ] -1 ~
“Swi 3 Py T, 00Dy, 1= 2w R[]0 L =
=1 Iy 0l =0 k=1 =1 k=1
n T t1 T-1
=3 Y v evis=1)-P - TITIRG .k, T.m)- HR(j,t,T m)-L_ ), =
t=1 s=1 k=1 j=1 /

=3 SV v(s—1)-P, - HQ(k) (OmQ(t)T e, QUL oy, =

=3 S v y(s-1)- P, 1‘[Q(k) e, QO L oy,

O

Bemerkungen:

a) Durch Ableiten der momentenerzeugende Funktion konnen auch hohere
Momente berechnet werden. Allgemein gilt

E((B,(T.m)*)=M®(0,T,n,m).

In konkreten Anwendungen kénnen daher mithilfe der numerischen Ableitung
hohere Momente EDV-technisch berechnet werden. Dies gilt insbesondere fir
die Varianz bzw. die Standardabweichung ([10], [11]).
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b) Wabhlt man eine andere als die hier vorgestellten unterjahrlichen Verteilungen der
jahrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten, so missen fir die Giltigkeit des
Hauptsatzes zum einen die Produkte der unterjahrlichen Ubergangsmatrizen die
entsprechenden jahrlichen Ubergangsmatrizen ergeben und zum anderen
Bedingungen analog zu (B1) und (B2) erflllt sein.
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7. Fallbeispiel 1: Kreditausfall

Wir betrachten das folgende einfache Beispiel: Eine Bank hat an ein Unternehmen
einen Kredit vergeben. Der Kreditbetrag inklusive Zinsen wird tber einen Zeitraum
von 5 Jahren mit jahrlichen Zahlungen in Ho6he von 10.000 Geldeinheiten
zurickgezahlt. Die Bank geht davon aus, dass das Risiko eines Kreditausfalls pro
Jahr bei einem Prozent liegt. Dabei wird angenommen, dass die Zahlungen nach
einem Ausfall nicht wieder aufgenommen werden. Berechnet man den erwarteten
Barwert der Zahlungen und geht man von einer Zahlung pro Jahr aus, so muss man
zwischen der vorschussigen und der nachschissigen Zahlweise unterscheiden. Den
folgenden Berechnungen wird ein Jahreszins von 3% zugrunde gelegt. Bei der
jahrlich vorschissigen Zahlweise ergibt sich als erwarteter Barwert:

10.000- (1+1,03%-0,99+1,037%-0,98 + 1,03 - 0,97 +1,03™* - 0,96 ) = 46.255,44

Geht man von der jahrlich nachschissigen Zahlweise aus, so erhalt man als
erwarteten Barwert der Zahlungen:

10.000- (1,03'l -0,99+1,03-0,98+1,03°-0,97+1,03*-0,96+1,03™° - 0,95)= 44.050,22

Dieser Sachverhalt wird nun als Markov-Kette modelliert. Als Zustandsraum wird die
Menge S={0,1} gewahlt, wobei 0 fir den Zustand ,kein Ausfall* und 1 fur den

Zustand ,Ausfall“ steht. Es wird eine einjahrige Ausfallwahrscheinlichkeit von 1%
unterstellt. Die jahrlichen Ubergangsmatrizen sind dann gegeben durch

1—
Q) =[ . qu

00l 001 001 001
0,99’ s = 0,98 e = 0,97 s = 0,96

mit g, =0,01, q, =

Damit ergibt sich z.B. als Wahrscheinlichkeit, dass die Zahlung zu Beginn des
vierten/zum Ende des dritten Jahres erfolgt

3
[1(-q,)=@-000- [1——0’01] - [1——0’01] =099 2% 937 _qq7.
i1 0,99 0,98 0,99 0,98

Ublicherweise werden Kredite mit unterjahrlichen, z.B. monatlichen oder
guartalsweisen Zahlungen bedient. Als Zinsmodell wird in diesem Beispiel die
konforme Verzinsung verwendet.

Es sei me INu{oo} der Parameter zur Modellierung der unterjéhrlichen Ubergangs-

matrizen. Analog zu den Beispielen in Kapitel 3 gilt fir s e {0,1,...,12}
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5 Q)= i(%z] (QM)-E) =E+ g[%zl.(_ 1) .q¢ (; _olj _
i(/z} (-1)-q" 1- uz;[/].(q)“.qtu

u=0
0 1

bzw.

5 Q)= i[%Z] (Q)-E) =E+ i[%z] (-1).q ((1) _olj _

u=1

[/2}0 gl 1- Z(/Z] =[(1—gt)fz 1_(1Iqt)fz]

Setzt man voraus, dass die Bedingungen (B1) und (B2) erfillt sind, so lasst sich
gemal Kapitel 4 der Fall der monatlich vorschissigen Zahlweise als unterjéahrliche
Markov-Kette modellieren. Dabei sei n=5 und T=12.

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 6, d.h. durch (numerisches) Ableiten der dort
definierten momentenerzeugenden Funktion, koénnen die Momente der
Zufallsvariablen ,Barwert der Zahlungen* berechnet werden.

Verwendet man die Ublichen numerischen Ableitungen (vgl. [15] S.43ff), so ergibt
sich:

M(thm) M(=h,T,n,m)

E(B,(T.n)=M,(x,T,n,m)|_, o

und

M(h T,n,m)+ M(=h,T,n,m)-2-M(0,T,n m)
h2

E((BO(T,n))Z) Mo (x, T,n,m)|,

_ M(h, T,n,m)+M(=h,T,n,m)-2
= =

bzw.

JVar(B,(T,m) = E(B,(T.n)Y )- (B (T )Y =

M T T

\/M(h T,n,m)+M(=h, T,n,m)—2 (M(h,T,n,m)—M(—h,T,n,m)]z
h? 2-h

Dabei wird im vorliegenden Beispiel h=10" gewahit.
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Die EDV-technischen Umsetzung (inklusive der Uberprifung der Bedingungen (B1)
und (B2)) liefert fir den Erwartungswert und die Standardabweichung der
Zufallsvariablen ,Barwert der Zahlungen*® folgende Ergebnisse:

m Erwartungswert Standardabweichung Bedingung (B1)
der Zufallsvariablen der Zufallsvariablen und

.Barwert der Zahlungen* .Barwert der Zahlungen* Bedingung (B2)

erfullt

1 45.422,496598= 45.422 5.712,498668 = 5.712 Ja
2 45.422,104259= 45.422 5.713,995287 = 5.714 Ja
3 45.422,102256~ 45.422 5.714,195793 = 5.714 Ja
5 45.422,102243~ 45.422 5.714,176465 = 5.714 Ja
10 45.422,102243~ 45.422 5.713,855873 = 5.714 Ja
50 45.422,102243~ 45.422 5.713,855873 = 5.714 Ja
00 45.422,102243= 45.422 5.713,982169 = 5.714 Ja

Im vorliegenden Beispiel ist es somit vollkommen ausreichend, das unterjahrliche
Modell basierend auf m =1 zu definieren.
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8. Fallbeispiel 2: Betriebliche Altersversorgung

Als zweites Beispiel betrachten wir eine einfache Zusage auf betriebliche Alters-
versorgung. Diese Anwendung setzt das Fallbeispiel zur Pensionsversicherungs-
mathematik aus [11] fort.

Das Schicksal einer Person wird mithilfe einer inhomogenen Markov-Kette auf Basis
der in Deutschland in der Pensionsversicherungsmathematik Ublicherweise
verwendeten Sterbetafeln — auch Richttafeln genannt — (vgl. [4]) modelliert. Mégliche
Zustdnde sind dabei ,Arbeitnehmer/in aktiv, ,Arbeitnehmer/in ausgeschieden®,
.Bezieher/in einer Invalidenrente”, ,Bezieher/in einer Altersrente und ,Bezieher/in
einer Hinterbliebenenrente”. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette
ergeben sich aus den biometrischen Rechnungsgrundlagen der Richttafeln. Dabei
handelt es sich um eine Generationentafel, d.h. die Wahrscheinlichkeiten hangen
nicht nur von Geschlecht und Alter, sondern auch vom Geburtsjahrgang ab (vgl. [4]).
Die unterjahrlichen Ubergange werden mithilfe der in Kapitel 3 definierten
Partialsummen modelliert. Analog zum Fallbeispiel Pensionsversicherungs-
mathematik aus [11] werden davon abweichend die Wahrscheinlichkeiten fir den
Ubergang in den Zustand ,Bezieher/in von Altersrente” nicht unterjahrlich verteilt,
sondern es wird davon ausgegangen, dass der Ubergang exakt im Endalter erfolgt.
Dies entspricht der Modellierung im Modell der Richttafeln.

Die Pensionszusage und die Berechnungsparameter seien wie folgt gegeben: Als
Alters- und Invalidenrente werden monatlich 100 €, als Hinterbliebenenrente
monatlich 60 € zugesagt. Die Zahlweise sei monatlich vorschiussig, der
Rechnungszins 3%. Der Bewertungsstichtag sei der 31.12.2017 und alternativ der
31.12.2015 (vgl. [11]). Als Zinsmodell wird die relativ gemischte Verzinsung ver-
wendet. Das Endalter (Ubergang in den Zustand ,Bezieher/in einer Altersrente®) wird
mit dem Alter 67 angesetzt. Der Einfachheit halber wird die Bewertung ohne Dynamik
und ohne Fluktuation durchgefiihrt. Letzteres hat zu Folge, dass der Zustand
»Arbeitnehmer/in ausgeschieden” nicht relevant ist. Der Bestand ist wie folgt
strukturiert:

e Zehn Personen

e Vier aktive Arbeitnehmer

e Sechs Rentenbezieher: zwei Invalidenrentner, zwei Altersrentner und zwei Hinter-
bliebenenrentner

e Funf Frauen und funf Manner

Jede Person wird einzeln bewertet, d.h. fir jede Person werden der Erwartungswert
und die Varianz der Zufallsvariable ,Barwert der Verpflichtungen® ermittelt. Die
Berechnungen erfolgen durch (numerisches) Ableiten der zugehérigen momenten-
erzeugenden Funktion mit h =10"°. Analog zum ersten Fallbeispiel muss auch hier
bei jeder Bewertung die Gultigkeit der Bedingungen (B1) und (B2) Gberpruft werden.
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Da der Erwartungswert als stochastische Kennzahl linear ist, ergibt sich der
erwartete Barwert der Verpflichtungen bezogen auf den Bestand durch Addition der
Einzelwerte. Setzt man die Unabhangigkeit der personenbezogenen Barwerte
voraus, so berechnet sich die Varianz des Barwerts der Verpflichtungen bezogen auf
den Bestand ebenfalls durch Addition der Einzelwerte. Die Standardabweichung
erhalt man als Wurzel aus der Varianz.

Die EDV-technische Umsetzung liefert die folgenden Ergebnisse. Dabei sei m der
Parameter fur die Modellierung der unterjahrlichen Ubergangsmatrizen mithilfe der
Partialsummen. Zuséatzlich zu den Berechnungsergebnissen werden in den Tabellen
zu Vergleichszwecken die Bewertungen nach den Richttafeln auffihrt.

Stichtag 31.12.2017

Methode/Modell Erwartungswert Prozentuale Standardabweichung
.Barwert der Abwelf:hung von .Barwert der
Verpflichtungen* der Richttafeln- Verpflichtungen*
Bewertung
Richttafel-
Bewertung 144.887,28
Bewertete Markov-
Kette mit m=1 144.887,30 0,0000% 15.857,83
Bewertete Markov-
Kette mit m=2 144.857,68 -0,0204% 15.854,87
Bewertete Markov-
Kette mit m=3 144.855,16 -0,0222% 15.854,38
Bewertete Markov-
Kette mit m=5 144.854,74 -0,0225% 15.854,27
Bewertete Markov-
Kette mit m=10 144.854,70 -0,0225% 15.854,26
Bewertete Markov-
Kette mit m =50 144.854,66 -0,0225% 15.854,24
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Stichtag 31.12.2015

Methode/Modell Erwartungswert Prozentuale Standardabweichung
Barwert der Abwelf:hung von _Barwert der
Verpflichtungen* der Richttafein- Verpflichtungen*
Bewertung
Richttafel- 146.326,56
Bewertung

Bewertetg Markov- 146.328,70 0,0015% 15.914,16
Kette mit m=1

Bewertetg Markov- 146.300,24 -0,0180% 15.911,31
Kette mit m=2

B tete Markov-
ewertete Markov 146.299,19 -0,0187% 15.910,86
Kette mit m=3

B tete Markov-
ewertete Markov 146.298,83 -0,0190% 15.910,76
Kette mit m=5

B tete Markov-
ewertete Markov 146.298,79 -0,0190% 15.910,75
Kette mit m =10

B tete Markov-
ewertete Markov 146.298,76 -0,0190% 15.910,73
Kette mit m =50

Somit stimmen in diesem Beispiel bei beiden Stichtagen der Erwartungswert auf
Basis einer bewerteten inhomogenen Markov-Kette mit m=1 und die Ubliche
Richttafel-Bewertung bis auf eine minimale Abweichung Uberein. FlUr grofRere m
verringert sich zwar der Erwartungswert der Zufallsvariablen ,Barwert der
Verpflichtungen®, jedoch ist der Unterschied zur tblichen Bewertung nur von geringer
wirtschaftlicher Bedeutung. Auch die Veranderung der Standardabweichung ist mit
zunehmenden m nicht gravierend. Auch in diesem Beispiel ist es somit vollkommen
ausreichend, das unterjahrliche Modell basierend auf m =1 zu definieren.
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9. Fazit

Geht man von einer jahrlichen inhomogenen Markov-Kette aus, so erscheint zur
Definition von unterjahrlichen Ubergangsmatrizen ein linearer Ansatz am
Einfachsten, d.h. die Interpolation der jahrlichen Ubergangsmatrizen und der
Einheitsmatrix. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass diese Methodik
verallgemeinert werden kann. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Taylorreihe der

Potenzfunktion x — x* fiir a € [0,1] bzw. deren Partialsummen.

Durch Einsetzen der Ubergangsmatrizen in diese Taylorreihe bzw. diese
Partialsummen ergeben sich weitere Mdglichkeiten zur Definition unterjahrlicher
Ubergangsmatrizen. Der oben genannte Fall der linearen Interpolation entspricht
dann der Verwendung der ersten Partialsumme, d.h. dem Fall dass der Parameter
m den Wert 1 annimmt.

In den beiden Beispielen zeigt sich, dass der Fall m>2 EDV-technisch umgesetzt
werden kann, dass aber die wirtschaftliche Bedeutung sehr gering ist. Der Barwert
der Zahlungsstrome verandert sich sowohl bei der Anwendung Kreditausfall als auch
bei der Anwendung Betriebliche Altersversorgung nur minimal.
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