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Notas del traductor

Este libro es la traduccidn de la version original alemana de
1770, incluyendo algunas anotaciones del matematico
Heinrich Weber (1842-1913) en el libro de 1911, parte de
la edicion de la obra completa de Euler. Las correcciones
de errores efectuadas por Weber se han tomado en cuenta
en el presente libro.

Las pocas anotaciones que agregd el traductor se
encuentran entre corchetes.

Euler escribid el libro en un lenguaje sencillo y coloquial,
casi sin términos técnicos. En la traduccidn se ha pretendido
conservar estas caracteristicas y el espiritu del texto
original. Como se trata de la primera version espafiola, se
ha optado por traducir el texto lo mas literalmente posible;
lo cual incluye la puntuacién original.

Sin embargo, si se realizaron cambios tipogréaficos,
utilizando letras italicas cuando representan ndmeros.
Asimismo, palabras destacadas se escribieron con letras
italicas; y para nombres de personas se utilizaron letras
versalitas.

Finalmente, se aprovecharon los avances tecnoldgicos que
permiten una maquetacion mas agradable para el lector.

Brunhl, febrero de 2022 Alexander Roux
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INFORME PREVIO

Por la presente se le entrega a los amantes de
la aritmética avanzada una obra, de la cual una
traduccion rusa ha salido a la luz hace dos afios
[Nota del traductor: es decir, en 1768].%

La intencidn del autor de fama mundial era
elaborar un libro de texto con el que cualquiera
pudiese entender facilmente el algebra y aprender-
la a fondo.

La pérdida de la vista hizo surgir esta idea en
él, e impulsado por su mente siempre movida, no
fallo en realizar su propaosito. Para este fin escogio
a un joven, al cual trajo de Berlin como criado, y
quien sabia hacer cuentas bastante bien, pero no
tenia ni la mas minima idea de matematicas. Era
sastre de oficio, y pertenecia, con respecto a las
habilidades, a las mentes regulares. A pesar de
esto, no solo entendié muy bien lo que le decia 'y
ordenaba escribir su gran maestro, sino que dentro
de poco tiempo fue capaz de ejecutar por su propia
cuenta los calculos dificiles con letras, que iban
apareciendo. Y podia resolver todas las tareas
algebraicas encargadas con gran habilidad.

El aprendiz, quien escribio, entendié y realizo
esta obra, solo obtuvo ayuda por parte de su
maestro, quien aungue era famoso, estaba privado
de la vista. Eso alaba aun mas la exposicion vy el
modo de ensefianza de la obra.

Aparte de este gran mérito, los conocedores
leeran con placer y admiracion sobre todo la teoria
de los logaritmos y su relacion con las otras
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operaciones aritméticas, y la resolucién de las
ecuaciones cubicas y bicuadraticas. Los amantes
de los problemas DIOFANTICOS, sin embargo,
podran disfrutar de la Gltima seccién de la segunda
parte, en la que estas tareas se presentan en un
contexto agradable, y se explican las técnicas
necesarias para sus soluciones.

1) La primera parte de esta traduccién aparecio en 1768, la
segunda en 1769. Los traductores fueron PETER INOCHODTZOFF
e IWAN IUDIN.

La primera parte del original aleman debié completarse en
1767 a mas tardar, la segunda en 1768. El hecho de que Euler
haya usado los nimeros 1765y 1766 repetidamente y de manera
llamativa como ejemplos (ver, por ejemplo, p. 106 y 197),
ciertamente permite concluir que el trabajo ya habia comenzado
en 1765, es decir, todavia en Berlin. De ahi también habia
llevado a su ayudante con él, a quien supuestamente habia
examinado de antemano.

De las numerosas ediciones y traducciones que ha sufrido
el Algebra (las copias de los titulos y las notas bibliograficas e
histdricas asociadas abarcan 10 paginas impresas en la Lista de
obras de LEONHARD EULER elaborada por ENESTROM), solo hay
que destacar la traduccidn al francés de JOHANN 11l BERNOULLI,
gue se publico en Lyon en 1774 en dos volumenes. El segundo
volumen contiene las famosas Additions de LAGRANGE.
Heinrich Weber, 1911



CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 7

CONTENIDO DE LA OBRA
COMPLETA

PRIMERA PARTE

SECCION 1 ,
DE LAS DIFERENTES OPERACIONES ARITMETI-
CAS CON MAGNITUDES SIMPLES

Cap. 1. De las ciencias matematicas en general............. 13
Cap. 2. Explicacion de los signos + mas y —menos... 15
Cap. 3. De la multiplicacién con magnitudes simples ... 20
Cap. 4. De la naturaleza de los ndmeros enteros

respecto a Sus faCtOreS .......cccccvevveiiieeiie s 24
Cap. 5. De la division con magnitudes simples ............. 27
Cap. 6. De las propiedades de los nimeros enteros

respecto a SUS diVISOIES .........ccceeeerveeieieerie e, 32
Cap. 7. De las fracciones en general ............ccccoeevvvennene. 36
Cap. 8. De las propiedades de las fracciones.................. 43

Cap. 9. De la adicién y sustraccién de las fracciones .... 47
Cap. 10. De lamultiplicacion y divisién de las fraccio-

Cap. 11. De los numeros cuadrados...........cccocvevereeennenn. 57

Cap. 12. De las raices cuadradas y los numeros
irracionales resultantes ..........cccccvevvveiiievie e csie e, 60

Cap. 13. De los numero imposibles o imaginarios
resultantes de esta misma fuente ............ccceeeevvivveeenns 67

Cap. 14. De 10s NnUMEros CUDICOS .......cccevververeeirrieeenn, 71



CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 8

Cap. 15. De las raices cubicas y los ndmeros

irracionales resultantes...........ccoovvveienene e 73
Cap. 16. De las potencias o potestades en general.......... 77
Cap. 17. De las operaciones con las potencias................ 82

Cap. 18. De las raices respecto a todas las potencias......85
Cap. 19. De la expresion de los numeros irracionales

por medio de exponentes quebrados ..............ccccueeneee. 88
Cap. 20. De las diferentes operaciones aritméticas y su

relacién en general ... iieiicic s 92
Cap. 21. De los logaritmos en general ............c.ccceeveennne 96
Cap. 22. De las tablas logaritmicas comunes................ 101
Cap. 23. Del modo de representar los logaritmos......... 106
SECCION 2

DE LAS DIFERENTES OPERACIONES ARITMETI-
CAS CON MAGNITUDES COMPUESTAS

Cap. 1. De la adicion con magnitudes compuestas....... 113
Cap. 2. De la sustraccién con magnitudes compuestas.116

Cap. 3. De la multiplicacion con magnitudes
(010] 100U TES] o PSP 118

Cap. 4. De la divisién con magnitudes compuestas......125

Cap. 5. De la resolucion de los quebrados en series
INFINITAS.....ooiiecc e 131

Cap. 6. De los cuadrados de magnitudes compuestas...142

Cap. 7. De la extraccion de la raiz cuadrada de
magnitudes COMPUESEAS.........cccveviveereeiireesie e 146

Cap. 8. Del calculo con nimeros irracionales............... 152

Cap. 9. De los cubos y de la extraccion de la raiz
(o1 0] o] [ S 157

Cap. 10. De las potencias superiores de magnitudes
COMPUESTAS ..ttt siiee et sre e e 160



CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 9

Cap. 11. Del mover de las letras como base de la
demostracion de la regla anterior ............cccccceveneene. 167

Cap. 12. Del desarrollo de las potencias irracionales en
Series INFINIAS.......ccevee i 172

Cap. 13. Del desarrollo de las potencias negativas...... 177

SECCION 3
DE LAS RELACIONES Y PROPORCIONES

Cap. 1. De larelacion aritmética o diferencia entre dos

NUMEIOS ..ot ete et eere e enae e 182
Cap. 2. De las proporciones aritméticas.............c......... 185
Cap. 3. De las progresiones aritméticas....................... 189
Cap. 4. De la suma de las progresiones aritméticas..... 194
Cap. 5. De los numeros figurados o poligonales.......... 199
Cap. 6. De larelacion geometrica...........ccceevvevvvennnne. 206
Cap. 7. Del maximo comun divisor de dos numeros

adOS. ... e 210
Cap. 8. De las proporciones geométricas..................... 214
Cap. 9. Notas sobre las proporciones y su utilidad ...... 219
Cap. 10. De las relaciones COmpuestas ..........ccccceevenee. 225
Cap. 11. De las progresiones geométricas ................... 233
Cap. 12. De las fracciones decimales infinitas............. 242

Cap. 13. Del calculo de intereses ........ccoovvvrvevevereennns 250




CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 10

SEGUNDA PARTE

SECCION 1
DE LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SU RESO-
LUCION

Cap. 1. De laresolucion de tareas en general ................. 13
Cap. 2. De las ecuaciones de primer grado y su resolu-

Cap. 3. Resolucién de algunas preguntas relacionadas...22
Cap. 4. De la resolucion de dos o0 méas ecuaciones de

PIIMEr Grado .......cceeieieieierie e 34
Cap. 5. De la resolucion de las ecuaciones cuadraticas
PUFBS ..t 48
Cap. 6. De la resolucion de las ecuaciones cuadraticas
MIXTAS 1.t 56
Cap. 7. De la extraccién de las raices de los nimeros
POIIGONAIES ... 68
Cap. 8. De la extraccion de las raices de binomios......... 74

Cap. 9. De la naturaleza de las ecuaciones cuadraticas ..85
Cap. 10. De la resolucion de las ecuaciones cubicas

Cap. 11. De la resolucion de las ecuaciones cubicas
COMPIELAS. ... 99

Cap. 12. De la regla de CARDANO 0 de SCIPIONE DEL
FERRO ..ottt 112

Cap. 13. De la resolucién de las ecuaciones de cuarto
grado, también llamadas ecuaciones bicuadraticas...121

Cap. 14. De la regla de BOMBELLI para reducir la
resolucion de ecuaciones bicuadraticas a ecuaciones
CUDICAS ..o 130



CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 11

Cap. 15. De una nueva resolucién de las ecuaciones

DICUAAIALICAS.......eeveciecieec e 137
Cap. 16. De la resolucién de las ecuaciones por apro-

XIMACION ... 146
SECCION 2

DE LA ANALITICA INDETERMINADA

Cap. 1. De la resolucion de ecuaciones sencillas con
mas de un nimero desconocido..........cccvvverivieennnn 158

Cap. 2. De la asi llamada regla Coeci, donde hay que
determinar dos 0 mas nimeros desconocidos en dos
BCUBACIONES ..oeeeeeee ettt e e e e e e e e eaeeeeaan 174

Cap. 3. De las ecuaciones indeterminadas compuestas,
donde de una incdgnita solo aparece la primera

POLENCIA ... 181
Cap. 4. Del modo de hacer racional la expresion

irracional v/a+bX+CXX ....coveveverceieieeeeeeeeeeeen e, 186
Cap. 5. De los casos en que la expresion a+ bx + cxx

jamas podra ser un cuadrado ..........coceeviieieeieiennn, 202

Cap. 6. De los casos con numeros enteros en que la
expresion axx+b seraun cuadrado .........c..cccveneee. 212

Cap. 7. De un método particular de convertir la

expresion ann+1 en un cuadrado en ndmeros
BNEEIOS .ot 225

Cap. 8. Del modo de hacer racional la expresion
irracional v/a+bX-+CxXX 40X vvovreveereereeeeeeesernnn, 238

Cap. 9. Del modo de hacer racional la expresién
irracional v/a-+bX + CXX + 0X2 +€X* oovvveeveeereeiennn, 248

Cap. 10. Del modo de hacer racional la expresion
irracional 3/a-+bX-+CXX+aXC cvverrrreerereeeeeererenen, 262




CONTENIDO DE LA OBRA COMPLETA 12

Cap. 11. De la descomposicion de la expresion
axx-+bxy-+cyy en factores.........cccocevvevveveiierncnnn, 272

Cap. 12. De la transformacion de la expresion
axx-+cyy en cuadrados o potencias superiores......... 286

Cap. 13. De algunas expresiones de la forma
ax*+by* que no se pueden convertir en un

CURAIAAO .. 300
Cap. 14. Resolucién de algunas preguntas, que
pertenecen a esta parte de la analitica ....................... 312

Cap. 15. Resolucién de aquellas preguntas que
FEQUIEIEN CUDOS .....cveevecieciecie e 365



DE LA RESOLUCION DE TAREAS EN GENERAL 13

PRIMERA SECCION DE LA SEGUNDA PARTE

DE LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SU
RESOLUCION

CAPITULO 1
DE LA RESOLUCION DE TAREAS EN GENERAL

1.

El objetivo principal del algebra, como de todas las
partes de las matemaéticas, es determinar el valor de las
cantidades desconocidas hasta el momento. Esto tiene que
hacerse considerando cuidadosamente las condiciones
dadas, expresadas por cantidades conocidas. Por eso, el
algebra también se describe diciendo que ella ensefia cémo
encontrar cantidades desconocidas a partir de cantidades
conocidas.

2.

Esto también coincide con todo lo que se ha presentado
hasta ahora, ya que dondequiera, partiendo de magnitudes
conocidas, se han obtenido otras magnitudes, que antes
podian verse como desconocidas.

De inmediato, el primer ejemplo se encuentra en la
suma, ya que la suma se encontr6 para dos 0 mas nimeros
dados. De hecho, alli se buscd un nimero que sea igual a
los numeros dados juntos.

En la resta se buscé un nimero que fuera igual a la
diferencia entre dos numeros dados.

Y lo mismo ocurre con la multiplicacion y la division,
asi como con las potencias y la extraccion de las raices, en
las cuales siempre se encuentra un ndmero previamente
desconocido, a partir de los conocidos.
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3.

En la ultima seccion ya hemos resuelto varias
preguntas, en las cuales se trataba de encontrar un nimero
que tenia que ser deducido de otros numeros conocidos,
bajo ciertas condiciones.

Asi que todas las preguntas se reducen al hecho de que
a partir de algunos numeros dados se debe encontrar uno
nuevo, que esta vinculado de cierta manera con aquellos, y
este vinculo estd determinado por ciertas condiciones o
propiedades que tiene que tener el nimero buscado.

4.

Para cada pregunta que surge, el nimero a buscar se
indica con una de las Ultimas letras del alfabeto, y se tienen
en cuenta todas las condiciones prescritas, por lo que se
llega a una igualdad de dos numeros. A partir de tal
ecuacion, se tiene que determinar el valor del nimero
buscado, lo que resuelve la pregunta. A veces hay que
buscar varios numeros, lo que se tiene que hacer de la
misma manera utilizando ecuaciones.

5.

Esto quedard mas claro a través de un ejemplo;
consideramos la siguiente pregunta:

20 personas, hombres y mujeres, comen en una fonda:
un hombre consume 8 groses [gro.], pero una mujer 7 gro.,
y el consumo total asciende a 6 taleros [tal.; 1 tal. = 24 gro.]
Ahora la pregunta es, ¢cuantos hombres y mujeres habia?

Para resolver esta pregunta, ponemos el nimero de
hombres = X, y lo tomamos como conocido, o procedemos
como si estuviéramos realizando la prueba para ver si esto
satisface la pregunta. Dado que el nimero de hombres = X,
y hombres y mujeres juntos suman 20 personas, el nimero
de mujeres se puede determinar a partir de esto, y se
encuentra restando el nimero de hombres de 20. Entonces
el nimero de mujeres es = 20— x.
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Ahora, ya que un hombre consume 8 gro., estos x
hombres consumiran 8x gro. Y porgue una mujer consume
7 gro., estas 20 —x mujeres consumiran 140 — 7x gro.

Entonces, hombres y mujeres juntos consumen 140 +x
gro. Pero sabemos cuanto han consumido, es decir, 6 tal.,
que convertidos a groses, dan 144 gr. Asi obtenemos la
ecuacion 140 + x = 144, de la cual es facil ver que x = 4.

Por lo tanto, habia 4 hombres y 16 mujeres en la
comida.

6.

Otra pregunta del mismo tipo:

20 personas, hombres y mujeres, estan en una fonda.
Los hombres consumen 24 florines [flo.] y las mujeres
también consumen 24 flo., y resulta que un hombre tenia
que pagar un florin méas que una mujer. ;Cuantos hombres
y mujeres eran?

Sea el nimero de hombres = x, luego el nimero de
mujeres es = 20—x. Ahora, ya que estos x hombres han

consumido 24 flo., entonces un hombre ha consumido 2—;'

florines.
Y debido a que las 20—x mujeres también han

consumido 24 flo., una mujer ha consumido ngx. Este

consumo de una mujer es ahora 1 menos que el consumo de
un hombre. Entonces, si se le resta 1 flo. al consumo de un
hombre, tiene que salir el consumo de una mujer; de lo cual

se obtiene esta ecuacion: 2—;‘— = %. Entonces esta es la

ecuacién a partir de la cual se tiene que buscar el valor de
X, que no se puede encontrar tan facilmente como en la

pregunta anterior. Pero en lo que sigue veremos que x =38,

que también satisface la ecuacion encontrada: 2-1=2%,

osea 2=2.
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7.

En todas las preguntas, es decisivo que, después de que
los numeros desconocidos o buscados hayan sido indicados
con letras, se consideren cuidadosamente las circunstancias
de la pregunta, y de ellas se deriven las ecuaciones. Después
de eso, todo el arte consiste en cémo resolver tales
ecuaciones, y encontrar el valor de los nimeros descono-
cidos, y eso se tratara en esta seccion.

8.

En las preguntas mismas también hay una diferencia,
ya que en algunas se busca un solo nimero, y en otras se
buscan dos 0 mas numeros; en este Ultimo caso se debe
tener en cuenta que se requiere el igual nimero de
ecuaciones especiales, las cuales tienen que derivarse de las
circunstancias de la pregunta misma.

9.

Entonces, una ecuacién consta de dos miembros que
se plantean como iguales. Para averiguar el valor del
namero desconocido, a menudo se tienen que efectuar
muchisimas transformaciones, todas ellas basadas en el
hecho de que cuando dos cantidades son iguales, también
permanecen iguales, si se suman o restan las mismas
cantidades a ambas; también si se multiplican o dividen por
el mismo nimero; ademas si ambas a la vez se elevan a
potencias, 0 de ambas se extraen raices del mismo grado, y
finalmente si se toman los logaritmos de ambas, como ya
sucedio en la seccion anterior.

10.

Aquellas ecuaciones en las que, solo ocurre la primera
potencia del numero desconocido, después de haber sido
ordenadas, son las més faciles de resolver y se denominan
ecuaciones de primer grado. Luego siguen las ecuaciones
que contienen la segunda potencia o el cuadrado del
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nimero desconocido, estas se denominan ecuaciones
cuadraticas o de segundo grado. Después siguen las
ecuaciones de tercer grado o cubicas, en las que aparece el
cubo del niumero desconocido, etc.; todo eso se tratara en
esta seccion.

CAPITULO 2

DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO Y SU
RESOLUCION

11.

Si el numero desconocido o buscado se indica con la
letra X, y la ecuacion que surge es tal que un miembro solo
contiene la x y el otro miembro contiene un namero
conocido, como p. e]. X = 25, entonces realmente ya se tiene
el valor de x que se requiere, y siempre se debe aspirar a
Ilegar a esta forma, por muy confusa que sea la ecuacién
que se tenga al principio; las reglas pertinentes se daran a
continuacion.

12.

Comenzamos con los casos mas faciles, y en primer
lugar suponemos gue se haya llegado a esta ecuacion:

X+9 = 16, entonces se puede ver que x=7.

Pero sea de una manera general x+a="b, donde a y
b indican nimeros conocidos, los cuales pueden ser los que
quieran. Entonces aqui se tiene que restar a en ambos lados
y se obtiene la ecuaciéon x =b—a, que nos muestra el valor
de x.
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13.

Si la ecuacion encontrada es x—a=Dhb, entonces
agregamos a en ambos lados, y obtenemos x =a+b, que
es el valor buscado de x.

De la misma manera se procede si la primera ecuacion
esde laforma x—a=aa+1, entonces serd x=aa+a+ 1.

Y de la ecuacion x-8a=20-6a obtenemos
x=20—-6a+8a, osea x=20+2a.

Y para Xx+6a=20+3a se encuentra que
x=20+3a—-6a, osea x=20-3a.

14.

Si la ecuacién tiene la forma x—a+b = ¢, entonces se
puede sumar a en ambos lados, obteniendo x+b=c+a,
ahora se resta b en ambos lados, entonces se tiene
X=c+a—b. Pero se puede sumar +a—b en ambos lados
al mismo tiempo, por lo que se obtiene x = c+a—b de una
vez. De la misma manera, en los siguientes ejemplos:

si Xx—2a+3b =0, entonces x=2a- 3D,
si Xx—3a+2b=25+a+2b, entonces x = 25+4a,

si Xx—9+6a=25+2a, entonces x =34-4a.

15.

Si la ecuacion encontrada tiene la forma ax=Db,

entonces se dividen ambos lados entre a, se tiene x = % .
Pero si la ecuacion es ax+b—c = d, entonces primero
se tiene que quitar lo que esta escrito con ax, se agrega en

ambos lados —b+c, entonces sale ax=d-b+c,
consecuentemente x = 3=2*¢ O se resta + b — ¢ de ambos

d-b+c
—

Sea 2x+5=17, luego 2x=12 y x=6.

lados, entonces sale ax=d-b+c,y x=
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Sea 3x-8=7, luego3x=15 y x=5.
Sea 4x—5-3a=15+9a, luego 4x =20+ 12a, por lo
tanto x = 5+ 3a.

16.

Si la ecuacion es de la forma %zb, entonces se

multiplica por a en ambos lados, asi se obtiene x = ab.
Si ahora es §+b—c=d, entonces en primer lugar

serd = =d—b+c, yluego

X=(d—-b+c)a=ad—ab+ac.
Sea 5 x—3=4, entonces >x=7, x=14.
Sea L
x=12-3a.
Sea ;-1=a, entonces z=a+1, y x=aa-1.

Xx—1+2a=3+a, entonces X=4-a, Yy

17.

Si la ecuacion es de la forma %:c, entonces se

multiplica por b en ambos lados, asi se obtiene ax =bc, y

ademas x:%‘:.
Pero si %—c=d, entonces sera

bd-+bc
-

X
b

=d+c vy

ax=bhd+bc, y en consecuencia x=

2
3

2

Sea 3

x—4=1 entonces £x=5 y 2x=15, en

consecuencia X :%, es decir 7%.

3,,1_ 3, ¢ 1 )
Sea ZX+E_5’ entonces ZX—5_§’ quees =5, Y
3x=18,y x=6.
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18.
También puede suceder que dos o0 mas términos
contengan la letra x, y aparezcan o en un miembro, o en

ambos. Si estdn en un lado, como en x+%x+5=11,

1
2

Sea X-+3 X+ X =44, ¢que es x? Multiplicamos por 3,

3
2
11x=264, y x=24. Aquellos tres términos también

pueden ser resumidos en uno, o0 sea l€1x=44, se dividen

entonces sera Xx+5x=6, y 3x=12, y x=4.

entonces 4x+3x =132, ademas, multiplicando por 2, da

ambos lados entre 11, obteniendo %x =4,y x=24.

2 3 1 5

x=1 resumiendo sale o

Sea x=1y

—22
X=2z.
Sea ax—bx+cx=d, entonces esto es lo mismo que

3 _d
(@a—b+c)x=d, delocual sale x=——.

19.

Pero si x se encuentra en ambos miembros, como p. €j.
en 3x+2=x+10, entonces hay que quitar las x del lado
gue contenga menos Xx. Por lo tanto, se resta x de ambos
lados, entonces resulta 2x+2=10, y 2x=8, y x=4.

Ademas, sea x+4=20-x, entonces 2x+4 =20, y

2x=16, y x=8.
Sea x+8=32-3x, entonces 4x+8=32, y 4x =24,
y X=6.

Ademas, sea 15 —x =20-2x, entonces 15+x =20,y
x=5.

Sea 1+Xx=5-3X, entonces 1+5Xx=5y Sx=4,y

3x=8, y x:Z%.
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Sea 3-3X=3-7% sumando zx sale =3+7;X,

1

=%, multiplicamos por 12, y

restamos % se obtiene %x

resulta x = 2.
7

Seall——x + L%, sumando 2 xsalel1 4+gx,

restamos , entonces se obtiene —x 11, multiplicamos

por 6, entonces se obtiene 7x=73 L dividiendo entre 7 da

x=1:-, 0 también x=1>.

20.

Si se llega a una ecuacion, en la cual el nimero
desconocido x esta en el denominador, la fraccion tiene que
ser eliminada, multiplicando la ecuacion completa por ese
mismo denominador.

Entonces, si se encuentra — 100 —8=12, sumando 8 sale

100 =20, multiplicando por X, se obtiene 100 =20x, y

d|V|d|endo entre 20, da x=5.

Ademas, sea SXX—_+3 7, multiplicando por x-1, se

tiene 5x+3 = 7x—7, restando 5x, da 3 =2x—7, sumando
7 se obtiene 2x = 10, por lo tanto x = 5.

21.

A veces también hay signos de raiz, y sin embargo la
ecuacion es de primer grado; como cuando se busca un
numero X menor que 100, de modo que la raiz cuadrada de
100—x sea igual a 8, 0 sea que +/100—x =8. Entonces
tomamos los cuadrados en ambos lados, 100 —x = 64, se
suma X, obteniendo 100 = 64 + x, restamos 64, y tenemos
x=36. O también se podria proceder asi: ya que
100—-x =64, restamos 100, y obtenemos —x=-36,
multiplicando por —1, da x = 36.
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22.

A veces, el nimero desconocido x también aparece en
el exponente, tales ejemplos ya han ocurrido anteriormente,
y ahi hay que acudir a los logaritmos.

Como cuando se encuentra 2* =512, se toman los

logaritmos en ambos lados, ahi se tiene xlog2 =log512;

se divide entre log 2, entonces sera x = Ic:g;;Z ; por lo tanto,

segun las tablas obtenemos:

_2,7092700 _ 27092700 .
= 0,3010300 _ 3010300 ’

X por lo tanto x =9.

Sea  5.3?*—-100=2305; sumando 100, sale
5.3 =405; dividiendo entre 5 da 3?*=81; tomando los
logaritmos, 2xlog3 =1og81, y dividiendo entre 2log3,

_ log81 __log81
obtenemos x= 2T0g3’ osea X = Togd ’ por lo tanto

_1,9084850 _ 19084850 .
T 0,9542425 T 9542425

X entonces X = 2.

CAPITULO 3

RESOLUCION DE ALGUNAS PREGUNTAS
RELACIONADAS

23.

I. Pregunta. Partir 7 en dos partes, tal que la mayor sea
3 mas grande que la menor.

Sea la parte mayor = x, entonces la parte menor sera
7-X, por lo tanto tiene que ser Xx=7-Xx+3, 0 sea
x =10-x; sumando x, sale 2x =10, y dividiendo entre 2,
se obtienes x = 5.

Respuesta. La parte mayor es 5y la menor 2.

I1. Pregunta. Partir a en dos partes, tal que la mayor sea
b méas grande que la menor.
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Sea la parte mayor X, entonces la parte menor sera

a—Xx, por lo tanto x = a—x+b; sumando x, sale 2x=a+b,

y dividiendo entre 2, se obtienes x = ""T”’

Otra solucidn: sea la parte mayor = X, porque ahora esa
es b més grande que la parte menor, entonces, al reves, la
parte menor es b mas pequefia que la parte mayor; por lo
tanto, la parte més pequefia ser& x-—b: estas dos partes

juntas tienen que dar a, por lo que se obtiene: 2x—b = a;
a+b

sumando b, se tiene 2x =a+b, por lo tanto, x==-, que
es la parte mayor, y la parte menor sera ""T*b—b, 0 sea
ath 2b a—b
2 Tz 0%

24,

I1. Pregunta. Un padre deja tres hijos y 1600 tal.
(taleros). Segun su testamento, el hijo mayor deberia tener
200 tal. méas que el segundo, pero el segundo 100 tal. méas
que el tercero; ¢cuanto recibe cada uno?

Sea la herencia del tercero = x, luego la herencia del
segundo =x+100, y la herencia del primero =x+ 300;
estas 3 juntas tienen que ascender a 1600 tal. Por lo tanto,
3x+400 = 1600; restando 400, obtenemos 3x = 1200, y
dividiendo entre 3, da x = 400.

Respuesta. El tercero obtiene 400 tal., el segundo 500
tal., y el primero 700 tal.

25.

IV. Pregunta. Un padre deja 4 hijos y 8600 tal. Segun
su testamento, el primer hijo debe recibir el doble que el
segundo, menos 100 tal. El segundo debe obtener tres veces
mas que el tercero, menos 200 tal., y el tercero debe tener
cuatro veces mas que el cuarto, menos 300 tal. ;Cuanto
recibe cada uno?
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Sea la herencia del cuarto =x, luego la herencia del
tercero 4x— 300, la herencia del segundo 12x—1100, y la
herencia del primero 24x—2300. La suma de estas debe
ascender a 8600 tal., de donde surge esta ecuacion:
41x — 3700 = 8600; sumando 3700, obtenemos
41x = 12300; y dividiendo entre 41, da x = 300.

Respuesta. El cuarto hijo obtiene 300 tal., el tercero
obtiene 900 tal., el segundo 2500 tal., y el primero 4900 tal.

26.

V. Pregunta. Un hombre deja 11000 tal. y una viuda,
dos hijos y tres hijas. Segun su testamento, la mujer debe
tener dos veces mas que un hijo y un hijo dos veces mas
que una hija. ¢Cuénto recibe cada uno?

Sea la herencia de una hija =x, de modo que la
herencia de un hijo = 2x, y la herencia de la viuda = 4x; por
lo tanto, la herencia completa es 3x+4x+4x, 0 sea
11x =11000; dividiendo entre 11, da x = 1000.

Respuesta:

una hija recibe 1000 tal., las tres reciben 3000 tal.
un hijo recibe 2000 tal., los dos reciben 4000 tal.
y la madre recibe 4000 tal.

Suma 11000 tal.

27.

VI. Pregunta. Un padre deja tres hijos que comparten
la fortuna legada de la siguiente manera. El primero obtiene
1000 tal. menos de la mitad de la herencia total, el segundo
800 tal. menos que la tercera parte de la herencia, y el
tercero 600 tal. menos que la cuarta parte de la herencia.
Ahora la pregunta es: ¢qué tan grande fue la herencia, y
cuénto recibi6 cada uno?

Sea todo el patrimonio = X,
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entonces el primer hijo recibio %
el segundo %X—SOO
1

el tercero
Por lo tanto, los tres hijos juntos recibieron

1yl

5X+3 x+%x—2400, que tiene que igualarse a la herencia

total, x, de lo cual surge la ecuacion 5x—2400=x.
Réstese X, entonces se tiene %x—2400 =0, sumese 2400,

entonces % X = 2400, y multiplicado por 12, da x = 28800.
Respuesta. Toda la herencia ascendia a 28800 tal., de
la cual ahora
el primer hijo recibié 13400 tal.
el segundo 8800
el tercero 6600
por lo tanto, los tres juntos 28800 tal.

28.

VIl Pregunta: Un padre deja cuatro hijos que
comparten la herencia entre ellos: el primero toma 3000 tal.

menos de la mitad de la herencia, el segundo toma 1000 tal.

menos que % de la herencia, el tercero solo toma

justamente % de la herencia total, el cuarto toma 600 tal.,

mas % de la herencia. ¢Qué tan grande fue la herencia y
cuanto recibié cada hijo?

Ponemos toda la herencia = x
entonces el primer hijo recibi6 % x—3000

el segundo %z x—1000

Nk, Wl

el tercero X
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el cuarto % X+ 600

y los cuatro juntos tomaron % X +% X +%

tiene que ser =x. Por eso tenemos la ecuacion
é—gx—3400=x, restando X, entonces %x—3400:0,

x+%x—3400, que

sumando 3400, da %x:3400, dividiendo entre 17, se

obtiene 6—le =200, y multiplicando por 60 da x = 12000.

Respuesta. Toda la herencia era de 12000 tél. De esta,
el primero recibié 3000 tal., el segundo 3000, el tercero
3000, el cuarto 3000.

29.

VIII. Pregunta. Se busca un nimero tal, que si se suma
su mitad, excede 60 por la misma cantidad que le falta al
ndmero mismo para llegar a 65.

El nimero sea X, entonces x+%x—60 tiene que ser

3
2

tenemos %x—60=65, sumando 60, sale %x=125,

tanto como 65—Xx, es decir =x—60=65-x; sumando X,

dividimos entre 5 y tenemos %x =25, multiplicando por 2,

da x = 50.
Respuesta. EI nUmero buscado es 50.

30.

IX. Pregunta. Partir 32 en dos partes, tal que, si se
divide la menor entre 6, pero la mayor entre 5, los dos
cocientes juntos den 6.

Sea la parte menor = x, entonces la mayor es = 32 - x;

la menor, dividida entre 6, da %; la mayor, dividida entre

5, da **. Entonces tiene que ser X+3X=6,
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multiplicada por 5, da 2x+32-x=30, 0 sea

_1
6

30,da 2= % X, multiplicando por 6, se obtiene x = 12.
Respuesta. La parte menor es 12 y la parte mayor 20.

X+32 =30, sumando %x, sale 32:30+%x, restando

31.

X. Pregunta. Buscamos un numero tal que, si se
multiplica por 5, el producto es tanto menos que 40, como
el nimero mismo es menos que 12.

Sea este nUmero =X, que esta por debajo de 12 por
12 —x, el namero, tomado cinco veces, es 5x y esta por
debajo de 40 por 40 —5x, que debe ser tanto como 12 —x,
por lo tanto, 40—-5x=12-x, sumese 5x, entonces sera
40 = 12 +4x, restando 12 da 28 = 4x, dividiendo entre 4 da
X=T1.

Respuesta. EI nUmero es 7.

32.

XI. Pregunta. Partir 25 en dos partes, tal que la mayor
sea 49 veces mas grande que la menor.

Sea la parte menor = x, entonces la mayor = 25 — x, esta
dividida entre aquella deberia dar 49, por lo tanto,

ZSX‘X =49, multiplicando por x, da 25 —x = 49x, y sumando

x da, 50x = 25, dividiendo entre 50, queda x :%.

Respuesta. La parte menor es 1,y la parte mayor es
243, la cual dividida entre 2, o sea multiplicada por 2, da
49,

33.

XII. Pregunta. Partir 48 en nueve partes, de modo que
cada una sea siempre % mas grande que la anterior.
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Sea la primera y a la vez la parte menor = x, entonces
la segunda es = x +%, y la tercera=x+ 1, etc. Ya que ahora

estas partes forman una progresion aritmética, de la cual el
primer término =X, el noveno y ultimo término es x+4,
sumandole el primer término x, da 2x+4. Multiplicamos
esta suma por el nimero de términos, 9, obtenemos
18x+36; esto dividido entre 2, da la suma de todas las
nueve partes, 9x + 18, que tiene que ser 48. Por eso tenemos
9x + 18 = 48, restando 18, da 9x = 30, dividiendo entre 9 da

_ql
x_33.

Respuesta. La primera parte es 3%, y las nueve partes

son las siguientes
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,95, 41 , 45,1, 5,21, a5, 51
33+35+45+45+53+55+63+65+73,
cuya suma es = 48.

34.

XI1I. Pregunta. Buscar una progresion aritmética cuyo
primer término sea =5 y el Ultimo = 10, ademas la suma
=60.

Aqui no se conoce la diferencia, ni el nimero de
términos, pero la suma de todos se puede encontrar
mediante el primer y el tltimo término, si solo se supiera el
namero de términos. Por eso ponemos el ndmero de
términos =x, entonces la suma de la progresion serad

L x=60; dividido entre 15 da 3 x =4, multiplicando por

2, da x=8. Dado que el nimero de términos ahora es 8,
ponemos la diferencia = z, entonces el segundo término es
5+12, el tercero es 5+2z, y el octavo 5+ 7z, que tiene que
ser igual a 10.

Entonces tenemos 5+ 7z = 10, y restando 5, da 7z = 5,

dividido entre 7, resulta z = ;
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Respuesta. La diferencia de la progresion es % y el

namero de términos es 8, por lo tanto, la progresion misma
sera:
1 2 3 4 5 6 7 8
5,23,71,26,04 .92
5+52+65+72+7<-+8-+9=+10,

cuya suma es = 60.

35.

XIV. Pregunta. Busco un ndmero de modo que, Si
resto 1 de su doble y duplico la diferencia, luego le resto 2,
divido la diferencia entre 4, entonces sale 1 menos que el
numero que estoy buscando.

El nimero buscado sea x, entonces su doble es 2x,
restando 1 queda 2x — 1, duplicando esto da 4x — 2, restando
2 queda 4x—4, esto dividido entre 4 da x—1, que tiene
que ser 1 menos que X:

Entonces x—1 = x—1, esta es una ecuacion idéntica e
indica que x no esta determinada en absoluto, sino que para
ella puede tomarse cualquier nimero arbitrariamente.

36.

XV. Pregunta. Compré varias varas de tela y pagué 7
tal. por cada 5 varas. Volvi a venderlas en 11 tal. para 7
varas y gané 100 tal. por toda la mercancia: ;cuanta tela
habia?

La cantidad de tela habida sea x varas. Entonces,
primero hay que ver cuanto costd la compra, lo que se
calcula mediante la siguiente regla de tres: 5 varas cuestan

7 tal., ¢cuanto cuestan x varas? Respuesta: %x tal., ese es

el dinero que ha gastado. Ahora veamos cuanto volvi6 a
cobrar, esto sucede por medio de esta regla de tres: 7 varas
cuestan 11 tal. en la venta, ;cuanto cuestan las x varas?

Respuesta: = x tal.
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Este es el ingreso, que es 100 t&l. mayor que el gasto,
de donde surge esta ecuacion: %x:%xﬂoo, restando

%x , queda % x =100, multiplicado por 35, sale 6x = 3500,
dividiendo entre 6, resulta x = 583%.

Respuesta. Habia 583% varas, las que primero se
compraron en 816% tal., luego se volvieron a vender por

916% tal., ganando por lo tanto 100 tal.

37.

XVI. Pregunta. Alguien compra 12 piezas de tela por
140 tal., 2 de ellas son blancas, 3 son negras y 7 son azules.
Una pieza de tela negra cuesta 2 tal. mas que una blanca, y
una azul 3 tal. mas que una negra. La pregunta es, ;cuanto
cuesta cada una?

Suponemos que una pieza blanca cuesta x tal., por lo
tanto, las dos piezas blancas cuestan 2x tal. Ademas, una
pieza negra cuesta X + 2, las tres piezas negras 3x+6 y una
pieza azul cuesta x+5, las 7 piezas azules 7x+ 35, y todas
las doce piezas 12x + 41; pero en realidad cuestan 140 tal.,
asi tenemos 12x+41=140, restando 41, obtenemos

12x = 99, dividiendo entre 12, sale x =8%.

Respuesta:  una pieza blanca cuesta 8% tal.
una pieza negra cuesta 107 tal.
una pieza azul cuesta 13% tal.

38.

XVII. Pregunta. Alguien ha comprado nueces mosca-
das y dice que 3 piezas cuestan tanto mas que 4 peniques,
como 4 piezas cuestan mas que 10 peniques. ¢Cuanto
costaron?
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Digamos que 3 piezas cuestan X + 4 peniques, entonces
4 piezas costaran x+10 peniques. Pero ahora, segun la
primera frase encontramos cuanto cuestan 4 piezas

mediante la regla de tres:
3 piezas : Xx+4 peniques = 4 piezas : ... Respuesta: 4x+16

3
240 —x+10, 0 seadx+16=3x+30, restando

3x, da x+ 16 =30, restando 16, da x = 14.

Respuesta. 3 piezas cuestan 18 peniques y 4 piezas
cuestan 24 peniques, por lo que 1 pieza cuesta 6 peniques.

entonces

30.

XVIII. Pregunta. Alguien tiene dos vasos de plata y
una tapa; el primer vaso pesa 12 onzas [lots], con la tapa
puesta pesa el doble que el otro vaso. Pero si se pone la tapa
en el otro vaso, pesa tres veces mas que el primero. La
pregunta aqui es, ¢cuanto pesaban la tapa y también el otro
vaso?

Suponemos que la tapa pesa x onzas, entonces el
primer vaso con tapa pesa X+ 12 onzas. Como este peso es

dos veces mayor que el del otro vaso, el otro pesé %x+6;
si se le pone la tapa, pesa %x+6, lo cual tiene que ser 3 por
12, 0 sea 36. Entonces tenemos 3 x+6=36, 0sea5x =30,

luego 2 x=10, por lo tanto x = 20.

Respuesta. La tapa pesaba 20 onzas, el otro vaso
pesaba 16 onzas.

40.

XIX. Pregunta. Un cambista tiene dos tipos de
monedas; un talero vale a monedas del primer tipo, y b
monedas del segundo tipo. Ahora viene alguien y quiere ¢
monedas por un talero. ;Cuénto tiene que darle el cambista
de cada tipo?
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Suponemos que le da x monedas del primer tipo y, por
tanto, c—x monedas del otro tipo. Pero ahora aquellas x

monedas valen a:1=x: g tal., y estas ¢ —x monedas valen

b:l=c—x:%X tal

+8X=-1 osea

Entonces tiene que ser o

o | >

bX+c x=b, osea bx+ac—ax=ab, y luego

bx —ax = ab—ac, por lo tanto tenemos:

__ab-ac __a(b—)
X=—" 0sea X=-—2=,
por eso sera
_ _ bc—ab _ b(c-a)
C=X =3 b=

Respuesta. El cambista da _a(b_ ©)

b(c a)

piezas del primer

tipo, y piezas del otro tipo.

Nota. Estos dos numeros se pueden encontrar
facilmente usando la regla de tres; a saber, para el primero:

. _ o .ab-ac
b—a:b-c=a:5—=,

y para el segundo:
. _ . bc—ab
b-a:c—a=b:5—.

Cabe sefialar que b es mayor que a 'y ¢ es menor que b,
pero mayor que a, como lo requiera la naturaleza del
asunto.

41.

XX. Pregunta. Un cambista tiene dos tipos de
monedas; un talero vale 10 monedas del primer tipo, y 20
monedas del segundo tipo. Ahora alguien pide 17 piezas
por un talero. ;Cuantas obtiene de cada tipo?

Entonces aqui tenemos a=10, b=20 y c¢=17; de
donde salen estas reglas de tres:

I.) 10:3=10: 3, entonces 3 piezas del primer tipo;
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1) 10 : 7=20: 14, y del otro tipo 14 piezas.

42.

XXI. Pregunta. Después de su muerte, un padre deja
unos hijos junto con una fortuna que los hijos comparten
entre ellos de esta manera:

El primero toma 100 tal. mas la 10.2 parte del resto.

El segundo toma 200 tal. méas la 10.2 parte del resto.

El tercero toma 300 tal. més la 10.2 parte del resto.

El cuarto toma 400 tal. mas la 10.2 parte del resto

y asi sucesivamente; se encuentra que de esta forma toda la
fortuna se distribuy6 equitativamente entre los hijos. La
pregunta ahora es: ¢qué tan grande fue la fortuna, cuantos
hijos habia y cuanto recibié cada uno?

Esta pregunta es de un tipo muy especial y, por lo
tanto, merece ser notada. Para resolverla més facilmente,
ponemos la fortuna heredada = z tal. y, debido a que todos
los hijos obtienen la misma cantidad, la parte de cada uno

=X; de lo cual se puede ver que el nimero de hijos fue %

En base a eso planteamos la resolucion de la siguiente
forma.

La medida o Orden de
eldineroa || '~ .. |  Laparte decadauno Las diferencias
repartir )
2 ) x =100+ 220
primero 10
z-X segundo| X = 200 + 2=X200 100 — X+100 _ g
10 10
7—2x tercero| X =300+ # 100 — XJ;%OO -0
z-3X cuarto| X =400+ # 100 — XJ;%OO -0
z—4x quinto| X :500_,_@ 100 — x+100 -0
10 10
Z-5X sexto| X =600+ %&500 etc.
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En la Gltima columna se han puesto las diferencias, que
surgen cuando se resta cada herencia de la siguiente. Ya que
todas las partes de la herencia son iguales entre si, cada una
de estas diferencias tiene que ser = 0. Dado que ahora en
esta circunstancia afortunada, todas las diferencias son
iguales entre si, es suficiente poner una de ellas igual a 0,

por lo que obtenemos la ecuacion 100-X:% =0

Multiplicando por 10 se obtiene 1000 —x—-100 =0, o sea
900—-x =0, por lo tanto x = 900.

Por lo cual ya sabemos que la herencia de cada hijo fue
de 900 tal. Ahora tomamos cualquiera de las ecuaciones de

la tercera columna, p. ¢j. la primera: 900 =100+222, de

la cual se obtiene z inmediatamente; entonces
9000 = 1000+2z—-100, o sea 9000 =900+z, por lo tanto

z = 8100, por eso - =9.

Respuesta. Entonces, el nimero de hijos = 9, la fortuna
heredada = 8100 tal. de los cuales cada hijo recibe 900 tal.

CAPITULO 4

DE LA RESOLUCION DE DOS O MAS ECUACIONES
DE PRIMER GRADO

43.

A menudo sucede que en los calculos hay que
considerar dos 0 mas numeros desconocidos, representados
por las letras x, vy, z, etc., y si la pregunta esta determinada,
surge la misma cantitad de ecuaciones, de las cuales luego
se tienen que encontrar los numeros desconocidos. Pero
aqui solo consideramos ecuaciones en las que solo aparece
la primera potencia del nimero desconocido y ninguno se
multiplica por el otro. De modo que cada ecuacion sera de
esta forma: az+by+cx =d.
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44,

Entonces, comencemos con dos ecuaciones, y de ellas
determinemos dos nimeros desconocidos, X, y. Para tratar
el asunto de una manera general, consideramos estas dos
ecuaciones:

I.) ax+by=c y IL) fx+gy=h

donde las letras a,b,c y f,g,h toman el lugar de nime-
ros conocidos. La pregunta ahora es como sacar los dos
numeros desconocidos x e y de estas dos ecuaciones.

45.

La manera méas natural es determinar el valor de un
numero desconocido, como p. ej. X, de cada ecuacion y
luego igualar los dos valores, de lo cual se obtiene una
ecuaciéon que solo contiene el numero desconocido que
puede ser determinado mediante las reglas anteriores. Si se
ha encontrado y, entonces solo se tiene que sustituir por el
valor encontrado para obtener el valor de x.

46.

Segun esta regla, se encuentra x = % de la primera

ecuacion, y de la segunda se encuentra x = @; se igualan

estos dos valores, entonces se obtiene esta nueva ecuacion:
c-by ah— agy
a

multiplicado por f da fc— fby =ah—agy. Sumando agy
sale fc— fby+agy =ah. Restamos fc, entonces tenemos
—fby+agy=ah—fc, o sea (ag-—bf)y=ah- fc,
dividiendo entre ag —bf da

__ah-fc
T ag-bf

Si se escribe este valor de y en uno de los dos valores
encontrados para X, también se obtiene el valor de x.

:@.Multiplicado por a da c—by=2%
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Tomamos el primero, entonces primero tenemos

—abh-+bcf abh—bcf
—by_agT, de lo cual sale c—by—c—agT, 0 sea
v _ acg—hbcf —abh+bcf _ acg-abh. . .
c—by= ag bf = g bt dividido entre a da
X = c-by _ cg-bh
T a  ag-bf’
47,

I. Pregunta. Para explicar esto con ejemplos, ponemos
esta pregunta: se buscan dos nimeros cuya suma sea 15 y
cuya diferencia sea 7.
Sea el nimero mayor =X, y el menor =y, entonces
tenemos:
) x+y=15 'y I.) x-y=T7.

De la primera ecuacion se obtiene x=15-y y dela
segunda se obtiene x=7+Y, de donde surge esta nueva
ecuacion 15—y =7+y, aqui se suma Yy, entonces se tiene
15=7+2y, se resta 7, entonces 2y = 8, dividiendo entre 2
saley =4 yde esto obtenemos x =11.

Respuesta. EI nimero menor es 4, y el nUmero mayor
es 11.

48.

Il. Pregunta. La pregunta anterior también puede
hacerse de forma general y buscar dos nimeros cuya suma
=a Yy cuya diferencia = b.

Sea el numero mayor méas grande =x y el menor =y,
entonces tenemos

) x+y=a, y IL)x-y=h.

De la primera ecuacion se obtiene x=a-y y de la
segunda se obtiene x=b+Yy, de donde surge la ecuacion
a-y=Db+y. Sumando y se obtiene a=b+2y, restando b
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sale 2y=a-b, dividiendo entre 2da y= aT_b y de esto

_gq_2ab_ab

sale x=a-=-==-.
Respuesta. EI nUmero mayor es x=f’%b y el nimero
menor es y:aT_b; 0 también, ya que x:%a+%b e

y= % a—%b, resulta el siguiente teorema.
El nimero mayor es igual a la mitad de la suma mas la
mitad de la diferencia, y el nGmero menor es igual a la mitad

de la suma menos la mitad de la diferencia.

49.

También se puede resolver esta pregunta de la
siguiente manera: dado que las dos ecuaciones son x+y =a

y x-y=Dh, entonces las sumamos, obteniendo 2x=a+Db

_atb
y X==-.

Luego restamos la segunda de la primera y se obtiene
2y=a-b y vy =a7’b, como antes.

50.

I11. Pregunta. Una mula y un burro cargan cada uno
varios puds. [Unidad rusa de peso: 1 pud es aprox. 16 kg.]
El burro se queja de su carga y le dice a la mula: si me dieras
un pud de tu carga, yo tendria el doble que tG; la mula
responde: si me dieras un pud de tu carga, yo tendria tres
veces mas que ta. ¢ Cuantos puds tenia cada uno?

Suponemos que la mula tenia x puds, y el burro teniay
puds. Si la mula le da un pud al burro, el burro tiene y+1
pero la mula aln se queda con x—1; ya que ahora el burro
tiene el doble que la mula, entonces y+1=2x-2.

Pero si el burro le da un pud a la mula, la mula obtiene
x+1 vy el burro todavia se queda con y—1. Como aquella
carga es tres veces mayor que esta, entonces x+1=3y—3.

Entonces nuestras dos ecuaciones son



38 PARTE 2, SECCION 1, CAPITULO 4

) y+1=2x-2, I.) x+1=3y-3.
y+3

2
de donde surge esta nueva ecuacion yTJr?’=3y—4, que

multiplicada por 2 da y+3=6y—8, Yy restando y sale
5y—8=3, sumando 8 tenemos 5y =11, e vy =1—51, 0 sea,

De la primera se encuentra x = y de laotrax =3y—4,

2%, de esto sale x=22.
Respuesta. Por lo tanto, la mula tenia 2% puds vy el

burro tenia 2% puds.

o1.

Si se tienen tres numeros desconocidos y la misma
cantidad de ecuaciones, como p. €j.

I.) x+y-z=8, 1) x+z-y=9, Ill.) y+z—x=10,
entonces también buscamos el valor de x en cada ecuacion:
) x=8+z-y, Il.) x=9+y-z, Ill.) x=y+z-10.

Ahora, en primer lugar, igualamos el primero con el segun-
do, y después también con el tercero, entonces obtenemos
estas dos nuevas ecuaciones:

) 84+z—-y=9+y-2z, 1Il.) 8+z—y =y+z-10.

Ahora, la primerada 2z-2y =1, y la segunda da 2y = 18,
de la cual inmediatamente se obtiene y=9; este valor
puesto para y en la ecuacion anterior, da 2z-18=1 vy

2z =19, por tanto, z =97, de lo cual encontramos x =83.

Aqui sucedié que en la ultima ecuacion la letra z
desaparecio y de ella se pudo determinar y inmediata-
mente. Pero si también hubiera aparecido z en ella, se
habrian tenido dos ecuaciones en z e vy, que tendrian que
resolverse segun la primera regla.
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52.
Se han encontrado las siguientes tres ecuaciones,
I.) 3x+5y—4z=25,
I1.) 5x—2y+ 3z = 46,
1) 3y+5z—x=62.

En cada ecuacion buscamos el valor de x, entonces
tenemos:

_ 25-5y+4z
) x= 3 ,

_ 46+2y-3z
) x=—%—

Il.) x=3y+5z-62.
Ahora, comparamos estos tres valores entre si; entonces el
tercero y el primero dan 3y+5z—62 = 2232 myti-

3
plicado por 3 da:

25-5y+4z =9y + 15z - 186,

sumando 186 se obtiene 211 —5y+4z =9y + 15z,
sumando 5y tenemos 211 + 4z = 14y + 15z, por lo tanto, 1 y
Il nos dan 211 =14y+11z.

El segundo y tercero dan 3y+5z—-62= 46+2y-3z

5 1

0]

sea
46+ 2y—3z =15y + 25z —310,

y de esta ecuacidn se encuentra 356 = 13y + 28z.

De cada una de estas dos ecuaciones buscamos el valor
dey.

I.) 211 =14y + 11z, donde se resta 11z, dejando

14y =211-11z osea y=2T1

I1.) 356 = 13y -+ 28z, donde se resta 28z, dejando

13y =356—28z o0sea y= 3561—3282 ;

igualando estos dos valores obtenemos:
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211-11z _ 356-28z
14 13

multiplicado por 13-14, da 2743-143z =4984-392z, y
sumando 392z sale

2497 +2743=4984, osea 249z=2241 y z=09.

De esto obtenemos y =8 y finalmente x=7.

53.

Si ocurren mas de tres nimeros desconocidos y la
misma cantidad de ecuaciones, se podria resolver el
problema de una manera similar, lo que generalmente
conduciria a calculos fastidiosos.

Pero en cualquier caso, se utilizan medios para facilitar
enormemente la resolucion, y esto se hace introduciendo en
el célculo, aparte de los nimeros desconocidos principales,
un nuevo numero desconocido arbitrario, como por
ejemplo la suma de todas las incognitas; alguien que ya
haya practicado tales calculos, podra encontrar facilmente
el medio adecuado en cualquier caso. Por eso exponemos
algunos ejemplos de este tipo.

54,

IV. Pregunta. Tres individuos juegan juntos; en el
primer juego el primer jugador pierde con cada uno de los
otros dos tanto como cada uno de los otros dos tenia de
dinero. En el segundo juego, el segundo pierde tanto contra
el primero y el tercero como lo que cada uno de ellos tiene.
En el tercer juego, el tercero pierde tanto contra el primero
y el segundo como lo que cada uno tiene; y despues de
terminar el juego, resulta que todos tienen la misma
cantidad, cada uno tiene 24 flo. [florines]. Ahora la pregun-
ta es, ¢cuanto tenia cada uno inicialmente?

Suponemos que el primero tenia x florines, el segundo
y, el tercero z. Consideramos la suma de todos esto florines
juntos: x+y+z =s. Dado que en el primer juego el primero
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pierde tanto como los otros dos tienen, y el primero tiene X,
los otros dos tienen s—X, y eso es lo que pierde el primero,
por lo que todavia tiene 2x —s; pero el segundo tendra 2y
y el tercero 2z.

Entonces, después del primer juego, cada uno tendra
lo que sigue:

1) 2x—s, 1) 2y, 1) 2z

En el segundo juego, el segundo jugador, que ahora
tiene 2y, pierde frente a los otros dos tanto como ellos
tienen, es decir, s—2y. Por lo tanto, el segundo todavia
conserva 4y —s; pero los otros dos tendran el doble que
antes.

Entonces, después del segundo juego, tendran:

I.) 4x-2s, 11.) 4y-s, 1ll.) 4z

En el tercer juego, el tercer jugador, que ahora tiene 4z,
pierde frente a los otros dos tanto como ellos tienen, pero
ellos tienen s—4z; por lo que el tercero se queda con 8z —s
y los otros dos obtienen el doble de lo que tenian.

Entonces, después del tercer juego, cada uno tendra:

I.) 8x—4s, 11.) 8y—2s, IlIl.) 8z-s;

dado que ahora cada uno tiene 24 florines, obtenemos tres

ecuaciones que son de tal naturaleza que de la primera se

puede encontrar inmediatamente X, de la segunday, y de la

tercera z; especialmente porque s ahora es un nimero

conocido, ya que todos juntos al final del juego tienen 72

florines. Pero esto saldra por si mismo, sin tener que fijarse.
Ahora, este célculo sera:

l) 8x-4s=24, 0 8x=24+4s, 0 X=3+3s

Il) 8y-25s=24, 0 By=24+2s, 0 y=3+5s

L) 8z-s=24, 0 8z=24+s, 0 z=3+:s

Sumando estos 3 valores se obtiene



42 PARTE 2, SECCION 1, CAPITULO 4

x+y+z:9+%&

yaque X+y+z=s, tenemos s=9+£s; restado £s, queda

1 _
gs:9, y s=72.

Respuesta. Al principio del juego, el primero tenia 39
flo., el segundo 21 flo. y el tercero 12 flo.

En esta resolucion se puede ver como todas las
dificultades mencionadas anteriormente han sido elimina-
das afortunadamente con la ayuda de la suma de los tres
nameros desconocidos.

55.

Por dificil que parezca esta pregunta, hay que notar que
se puede resolver sin algebra.

Solo se necesita retroceder en la consideracion:
entonces, dado que las tres personas obtuvieron la misma
cantidad después del tercer juego, es decir, el primer
jugador 24, el segundo 24, y el tercero 24; pero en el tercer
juego, el primero y el segundo duplicaron su dinero,
entonces, antes del tercer juego tienen que haber tenido lo
siguiente:

1) 12, 1) 12, 11L.) 48.

En el segundo juego, el primero y el tercero duplicaron
su dinero, por lo que antes del segundo juego tienen que
haber tenido:

1) 6, 1) 42, 1) 24.

En el primer juego, el segundo y el tercero habian
duplicado su dinero, por lo que antes del primer juego
tenian:

1) 39, 1) 21, 1) 12

y para el inicio del juego encontramos las mismas canti-
dades que antes.
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56.

V. Pregunta. Dos personas deben 29 rub. [rublos], y
cada uno tiene dinero, pero no tanto como para poder pagar
esta deuda comun él solo. Por eso el primero le dice al otro:

si me das % de tu dinero, yo puedo pagar de inmediato la

deuda yo solo; el otro responde: si me das % de tu dinero,

puedo pagar la deuda yo solo. ¢;Cuanto dinero tenia cada
uno?
Suponemos que el primero tenia x rub., el otro y rub.

Entonces obtenemos primero x+% y =29, luego también

y+%x:29. Del primero se encuentra x=29—§y, del

116-4y
—
De estos dos valores surge esta ecuacion:

segundo x =

29——y=mT_4y, entonces y=14%; por tanto x=19%.

Respuesta. El primero tenia 19% rub. y el segundo

1
145 rub.

57.

VI. Pregunta: Tres personas compraron una casa por
100 tal. El primero desea del segundo % de su dinero para

poder pagar la casa él solo; el segundo desea del tercero %
de su dinero, asi podria pagar la casa él solo. El tercero
desea del primero % de su dinero, asi le gustaria pagar la

casa él solo. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno?

Suponemos que el primero tenia x, el segundo v, el
tercero z tal., entonces se obtienen las siguientes tres
ecuaciones
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1) x+3y=100 1) y+3z=100 IIl) z+3Xx=100
De las cuales se encuentra el valor de x:

1) x=100—2y, Ill) x=400-4z,
hay que notar que aqui no se pudo determinar x de la

segunda ecuacion.
Ahora, los dos valores dan esta ecuacion:

100—%y:400—4z 0 sea 4z——y 300

La cual tiene que ser conectada con la segunda para
encontrar y y z. Pero ahora la segunda ecuacion fue

y+322=100; de ella encontramos y =100—3 z; pero de la

ecuacion 4z——y 300 encontrada arriba sabemos que
y=8z-600, de donde surge esta Ultima ecuacion:
100—1z=82—600 por lo tanto 81z=700 es decir,

—z =700, y z =84; de esto se encuentra y =100-28, o

sea y =72, yfinalmente x =64.
Respuesta. El primero tenia 64 tal., el segundo 72 tal.
y el tercero 84 tal.

58.

Dado que en este ejemplo solo hay dos numeros
desconocidos en cada ecuacion, la resolucion se puede
realizar de una manera mas comoda.

De la primera encontramos y=200-2x, que esta
determinada por x; este valor se escribe en lugar de y en la

segunda ecuacién, por lo que tenemos 200—2x + % z =100,

restando 100 queda 100—2x+3z =0, 0sea 1z =2x—100,
luego z = 6x—2300.
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Entonces, z también esta determinada por x; si ahora
ponemos este valor en la tercera ecuacion, obtenemos

6x—300+% x =100, en la que solamente ocurre x, luego

25x—1600=0
por lo tanto, x = 64, en consecuencia y =200—-128 =72
y z=2384-300=284.
59.

También se puede proceder de la misma manera
cuando ocurren mas ecuaciones de este tipo, es decir, si se
tiene de manera general:

X y_ z_
L) u+3=n, 1) x+5=n, L) y+-=n,

V) z +% =n,
o0 después de haber eliminado las fracciones, estas:
) au+x=an, IL) bx+y=bn, 1Il.) cy+z=cn,
IV.) dz+u=dn.

Aqui obtenemos de la primera x = an—au, cuyo valor
sustituido en la segunda da abn—abu+y = bn, por lo tanto,
y = bn—abn + abu; este valor puesto en la tercera da

bcn—aben+abcu+z =cn, entonces
Z=cn—-bcn+abcn —abcu;
finalmente, esto sustituido en la cuarta ecuacion da
cdn —bcdn +abcdn —abcdu +u = dn.
Asi seré
dn—cdn+bcdn—abcdn =—-abcdu+u osea
(abcd — 1)u = abcdn —bedn +cdn—dn
de lo que se obtiene
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__abcdn—bcdn+cdn—dn

u (abcd—bed +cd—d)
- abcd -1

abcd-1

=N

De esto, se encuentra ademas lo siguiente

__abcdn—acdn+adn-an (abcd-acd+ad-a)

X= =n-

abcd-1 abcd-1
__abcdn—abdn+abn—-bn _ n- (abcd —abd +ab-b)
y= abcd-1 - abcd -1
7 = abcdn—abcn+ben—cn n. (abcd—abc+bc—c)
N abed-1 - abcd-1
U= abcdn—bcdn-+cdn—dn _ n. (abcd—bcd+cd-d)

abcd -1 abcd -1

60.

VII. Pregunta. Un capitan tiene tres compafiias de
soldados. En una estan suizos, en la segunda suabos, en la
tercera sajones; con estos quiere tomar una ciudad por
asalto y promete repartir la recompensa de 901 tal. de la
siguiente manera.

Cada soldado de la compafiia que realice el asalto
obtendra 1 tal., pero el resto del dinero se distribuirad
equitativamente entre las otras dos compafiias.

Ahora se da que si los suizos hicieran el asalto, cada

uno de los soldados de las otras dos compafiias recibiria %
tal.; pero si los suabos hicieran el asalto, cada uno de los
soldados de las otras dos compafiias recibiria % tal. Pero si
los sajones hicieran el asalto, entonces cada uno de los
soldados de las otras dos compafiias recibiria % tal. La

pregunta ahora es, ¢cuantas personas tenia cada compariia?

Ahora suponemos que el numero de suizos fue x
cabezas, el de los suabos y, el de los sajones z. Ademas,
ponemos el nimero de todos x+Yy+z=s, porque es facil
ver de antemano que esto facilita mucho el célculo. Luego,
si los suizos hacen el asalto, el nimero de los cuales =,
entonces el numero de los otros dos es =s—Xx. Ya que
aquellos reciben 1 tal., pero estos reciben un medio tal.,
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entonces tenemos: x+%s—%x=901. De la misma
manera, si los suabos realizan el asalto, entonces
y+35—3y=901, y finalmente si los sajones realizan el

asalto, sera z+%s—%z:901. A partir de estas tres

ecuaciones se puede determinar cada una de las tres letras
X, Y, Z.
Ahora, de la primera se obtiene x=1802-s, de la
segunda 2y =2703-s, de la tercera 3z = 3604 —s.
Escribimos estos resultados uno debajo del otro; pero
primero buscamos los valores de 6x, 6y y 6z.

6x =10812- 6s
6y = 8109-3s
6z= 7208-2s

suma: 6s=26129-11s osea 17s=26129

de donde se encuentra s = 1537, que es el nimero de todos
los hombres y de esto también se encuentra:

x =1802-1537 = 265
2y =2703-1537=1166 y y=583
3z=3604-1537=2067 y z=689
Respuesta. La compafiia de los suizos estaba formada

por 265 hombres, la de los suabos por 583 y la de los
sajones por 689.
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CAPITULO 5

DE LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
CUADRATICAS PURAS

61.

Una ecuacion se llama cuadratica [de segundo grado]
si contiene el cuadrado, o sea la segunda potencia, del
namero desconocido, siempre y cuando no contenga
ninguna potencia superior. Porque si se da que la tercera
potencia también aparece en ella, entonces dicha ecuacion
ya se considera cubica, cuya resolucion requiere reglas
especiales.

62.

Por lo tanto, en una ecuacién cuadratica solo hay tres
tipos de términos.

En primer lugar, aquellos términos en los que el
ndmero desconocido no esta contenido en absoluto, es
decir, que se componen solamente de nimeros conocidos.

En segundo lugar, aquellos términos en los que solo
ocurre la primera potencia del nimero desconocido.

Y tercero, aquellos que contienen el cuadrado del
ndmero desconocido.

Entonces, si x indica el nimero desconocido, pero las
letras a, b, c, d, etc. representan nimeros conocidos, los
términos del primer tipo tienen esta forma a, los términos
del segundo tipo tienen la forma bx y los términos del tercer
tipo tiene la forma cxx.

63.

Ya se ha visto bastante bien que dos 0 mas términos de
un tipo pueden resumirse en uno, 0 verse como un solo
término.

Entonces, esta forma axx—bxx+cxx puede verse
como un solo término y, por lo tanto, representarse como
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(a—b+c)xx, porque a—b+c en realidad expresa un
numero conocido.

Para el caso en que tales términos estén en ambos lados
del signo =, ya hemos visto como se pueden llevar a un
lado y ser resumidos en un solo término.

Por ejemplo, dada esta ecuacion
2XX —3X+4 = 5xx—8x + 11,

entonces primero se resta 2xx, da —3x+4 = 3xx—8x+ 11,
después sumamos 8x, obtenemos 5x+4=3xx+11, vy
restando 11 sale 3xx = 5x —7.

64.

También se pueden llevar todos los términos a un lado
del signo =, de modo que 0 esté en el otro lado; en eso hay
que tener en cuenta que si los términos se mueven de un
lado a otro, sus signos tienen que ser cambiados.

Entonces, la ecuacion anterior obtendrd esta forma
3xx—5x+7=0, vy por lo tanto, en general, cualquier
ecuacién cuadratica se puede representar mediante esta
forma

axxtbx+c=0,

donde el signo + se pronuncia mas o menos para indicar
que tales términos a veces pueden ser positivos y a veces
negativos.

65.

Una ecuacion cuadratica puede parecer inicialmente
como quiera, pero siempre puede llevarse a esta forma que
consta de s6lo tres miembros; si p. €j. se hubiera llegado a

esta ecuacion &0 :ﬂ, entonces ante todo habra que
cx+d — gx+h

eliminar las fracciones. Por lo tanto, multiplicamos por
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cexx+cfx+edx+ fd

cx+d 'y obtenemos ax+b= :
gx+h

aqui
multiplicado por gx+h, da
agxx + bgx +ahx + bh = cexx + cfx + edx + fd

gue es una ecuacién cuadratica, y se puede reducir a los
siguientes tres términos, si todos se colocan en un lado, y
los cuales se acostumbran escribir uno debajo del otro:

0 = agxx + bgx + bh
— cexx + ahx — fd
— cfx
— edx

0 para presentarlo ain mas claro

0=(ag —ce)xx+(bg +ah—cf —ed)x+bh- fd.

66.

Las ecuaciones cuadraticas que contienen términos de
todos los tres tipos se denominan completas, y la resolucion
de ellas también esta sujeta a mas dificultades; por lo tanto,
primero consideramos las ecuaciones en las que falta uno
de estos tres términos. Ahora, si el término xx no esti
presente, la ecuacién ni siquiera seria cuadratica y
perteneceria al tipo anterior; pero si falta el término que
solo contiene numeros conocidos, la ecuacion se veria
como axx+bx=0, donde se puede dividir entre X,
obteniendo esta ecuacion ax+b =0, que nuevamente es
una ecuacién simple y no pertenece al tema que se esta
tratando.

67.

Pero si falta el termino medio, que contiene solo la
primera potencia de X, la ecuacion toma esta forma:
axx+xc=0,0 axx =c, ahora c puede tener el signo + o —.

Tal ecuacion se llama cuadratica pura, porque su
resolucion no esta sujeta a ninguna dificultad. Entonces
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solo se necesita dividir entre a, obteniendo xx=§; y

tomando la raiz cuadrada en ambos lados, tenemos x = \/g X

con lo cual se ha resuelto la ecuacion.

68.

Ahora hay tres casos a considerar. El primero, si % es

un numero cuadrado, cuya raiz realmente se puede mostrar;
entonces se obtiene el valor de x expresado por un nimero
racional, ya sea entero o fraccionario.

Asi, de esta ecuacion xx = 144 se obtiene x =12, y de

_9 i _3
esta xx = 16 S€ obtiene x = 7

El segundo caso es cuando % no es un ndmero

cuadrado, entonces uno tiene que conformarse con el signo

de raiz J_ )

Asi, dado xx = 12, obtenemos x =+/12, cuyo valor se

puede determinar por aproximaciéon, como ya hemos
mostrado anteriormente.

Pero en tercer lugar, si g es incluso un ndmero

negativo, el valor de x se vuelve completamente imposible
0 imaginario e indica que la pregunta que conduce a tal
ecuacion es en si misma imposible.

69.

Antes de continuar, cabe sefialar que cada vez que se
tenga que sacar la raiz cuadrada de un nimero, la raiz
siempre tiene un valor doble y que puede ser tomado tanto
positivo como negativo, como ya se ha mostrado
anteriormente.

Asi, cuando se llega a esta ecuacion xx = 49, el valor
de x no solo es +7, sino también —7 vy, por lo tanto,
generalmente se indica: x= =7, de lo cual esta claro que
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todas estas preguntas permiten una doble resolucién, pero
en muchos casos, por ejemplo cuando se pregunta por un
ndmero de personas, el valor negativo es descartado
automaticamente.

70.

Incluso en el caso anterior, donde falta el simple
namero, las ecuaciones axx =bx siempre permiten dos
valores diferentes para x, aungue solo se encuentre uno al
dividir entre x. Porque, dada p. ej. esta ecuacion xx = 3x,
donde se debe encontrar tal valor para x que xx se vuelve
igual a 3x, entonces esto se cumple poniendo x = 3, valor
que resulta dividiendo entre x; no obstante, aparte de este
valor, también x = 0 satisface la ecuacion; porgque entonces
tenemos xx=0 y 3x=0. Esto debe notarse con todas las
ecuaciones cuadréticas, que siempre hay dos soluciones,
mientras que con las ecuaciones simples nunca hay mas de
una.

Ahora explicamos estas ecuaciones cuadraticas puras
mediante algunos ejemplos.

71.

I. Pregunta. Se busca un nimero cuya mitad multipli-
cada por su % de 24.

Sea este numero =X, entonces %x multiplicado por
%x tiene que ser 24, de donde surge esta ecuacién

1
XX = 24,

Multiplicado por 6, da xx =144, vy la raiz cuadrada
extraida es x=+12. Luego, si x =+ 12, entonces %x =6
y 3x=4, de los cuales el producto es 24. Asimismo, si

x=-12, entonces 2x=-6 y 2x=-4, de los cuales el

producto también es 24.
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72.

I1. Pregunta. Se busca un namero tal que, si primero se
le suma 5 y luego también se le resta 5, y la suma se
multiplica por el resto, sale 96.

Si este numero es X, entonces x+5 multiplicado por
x—5 tiene que dar 96, de lo cual surge esta ecuacion
XX —25 = 96.

Se suma 25, entonces sera xx = 121, y sacando la raiz
cuadrada se tiene x =11, entonces serdn x+5=16 y
X—5=6. Pero ahora 6-16 = 96.

73.

I11. Pregunta. Buscamos un numero tal que, si primero
lo sumamos a 10, luego lo restamos de 10, aquella suma
multiplicada por este resto dé 51.

Si el nimero es x, entonces 10-+x multiplicado por
10—x tiene que dar 51, de lo cual surge esta ecuacién
100 -xx =51.

Se suma xx Yy se resta 51, entonces sale xx =49, de lo
cual la raiz cuadrada indica que x=7.

74.

IV. Pregunta. Tres hombres tienen dinero, las veces
que el primero tenga 7 tal., el segundo tiene 3 tal., y las
veces que el segundo tenga 17 tal., el tercero tiene 5 tal.
Pero si multiplico el dinero del primero por el dinero del
segundo, y el dinero del segundo por el dinero del tercero,
y finalmente también el dinero del tercero por el dinero del
primero, y luego sumo estos tres productos, entonces el

total sera 3830%. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno?

Suponemos que el primero haya tenido x tal. Y como
se dice que las veces que el primero tenga 7 tal., el segundo
tiene 3 tal., entonces esto significa que el dinero del primero
estd relacionado con el dinero del segundo como 7:3.
Entonces planteamos 7:3 =x al dinero del segundo, que
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sera gx. Ademaés, dado que el dinero del segundo esta
relacionado con el dinero del tercero, como 17:5, entonces
planteamos 17:5= §x al dinero del tercero, que sera

119 X. Ahora multiplicamos el dinero del primero x por el
dinero del segundo —x, entonces el producto es :7xx.
Ademas, el dinero del segundo =X, multiplicado por
el dinero del tercero == 119 X, da > 833
Y finalmente, el dinero del tercero —+ 119 X, multiplicado

por el dinero del primero X, da 2> 11 xX. Estos tres productos

9
juntos dan
3 45 15
7XX+@XX+EXX,
lo cual, llevado a un comin denominador, da ggg XX, que

tiene que ser igualado al niumero 38303.

Entonces tenemos ggg xx =3830% 2 , multiplicado por 3

se obtiene 22 xx =11492, luego multiplicado por 833 da

1521xx = 9572836, y dividido entre 1521 resulta

95175228136, sacando la raiz cuadrada da x:%, esta

fraccion se puede reducir dividiendo entre 13 y sale

x=%, 0 sea X= 791, por lo tanto, también obtenemos

XX =

—x 34y 119x 10.

Respuesta. Entonces, el primero ha tenido 79% tal., el
segundo 34 tal. y el tercero 10 tal.
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Nota: este célculo es ain mas facil de hacer, si los
nimeros que aparecen en él se descomponen en factores,
fijandose especialmente en sus cuadrados.

Entonces 507 =3-169, donde 169 es el cuadrado de

13; después 833=7-119 y 119=7-17; ya que ahora

tenemos %XXZBSBO%, entonces multiplicamos por 3,
obteniendo %xx=11492. Este nimero también se

desglosa en sus factores, de los cuales el primero, el 4, salta
a la vista inmediatamente, de modo que 11492 = 42873,
ademas, 2873 se puede dividir entre 17 y se convierte en
2873=17-169, por lo que nuestra ecuacion se ve asi:

9-169

WXX = 417169,

la cual dividida entre 169, sera %XX=4-17, ademas,

multiplicada por 17-49 y dividida entre 9, da
4-289-49
9

XX = , donde todos los factores son cuadrados, y

por lo tanto, la raiz sera; x = 227 = 238

3 =5, como arriba.

75.

V. Pregunta. Algunos comerciantes designan un
representante y lo envian a la ciudad de Arcangel para
realizar un negocio. Cada uno ha puesto diez veces mas
taleros que el nimero de personas. El representante, por
cada 100 tal. de la inversién, gana tantos taleros como el

doble nimero de personas. Si se multiplica la = parte del

beneficio total por 23, se obtiene el nimero de socios.

¢ Cuantos socios habia?

Sea el nUmero de estos =Xx. Ya que cada uno invirtié
10x tal., el capital total fue =10xx tal. Ahora el
representante por cada 100 tal. de la inversidn recibe 2x tal.,
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en consecuencia, gana %x3 con el capital completo 10xX.

Por lo tanto, la ;75 parte de esta ganancia es =X, que

500

multiplicada por 2% es decir, por 22, da -2-x°, 0 sea

225 x®, que tiene que ser igual al nimero de socios x.

Entonces se tiene esta ecuacion %x =X, O Ssea

=225X, que parece ser cubica, pero debido a que se
puede dividir entre X, resulta esta ecuacion cuadratica:
xx = 225, luego x = 15.
Respuesta. Por lo tanto, habia 15 socios en total y cada
uno ha invertido 150 tal.

CAPITULO 6

DE LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
CUADRATICAS MIXTAS

76.

Una ecuacion cuadréatica es llamada mixta si aparecen
tres tipos de términos en ella, es decir, términos que
contienen el cuadrado del nimero desconocido, como axx,
luego también aquellos en los que aparece el numero
desconocido en si mismo, como bx, y finalmente aquellos
términos que solo estdn compuestos de nimeros conocidos.
Dado que dos 0 mas términos de un tipo se resumen en uno,
y todos pueden llevarse a un lado del signo =, la forma de
esta ecuacion sera asi:

axxthx+c=0.

En este capitulo se mostrara como se ha de encontrar
el valor de x en tales ecuaciones; dos caminos conducen a
esta meta.
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77.

Una ecuacion de este tipo se puede arreglar por
division de modo que el primer término solo contenga el
cuadrado puro del nimero desconocido xx; luego se deja el
segundo término en el mismo lado donde est& escrito xx,
pero llevamos el término conocido al otro lado. De esta
manera, nuestra ecuacion tomard la forma xx+px= £q,
donde p y q indican nimeros conocidos, tanto positivos
como negativos; y ahora todo depende de como encontrar
el verdadero valor de x. Aqui debe tenerse en cuenta
primero que si xx+px fuera un cuadrado verdadero, la
resolucion no tendria ninguna dificultad, porque solo habria
que sacar la raiz cuadrada en ambos lados.

78.

Pero esta claro que xx + px no puede ser un cuadrado,
porque vimos anteriormente que cuando la raiz consta de
dos términos, p. ej. x+n, su cuadrado contendria tres
términos, es decir, ademas del cuadrado de cada parte, el
producto doble de ambas partes, de modo que el cuadrado
de Xx+n serd xx+2nx+nn. Como ya tenemos xx+ px en
un lado, podemos considerar xx como el cuadrado de la
primera parte de la raiz, y aqui px tiene que ser el doble del
producto de la primera parte de la raiz x con la otra parte;

por lo tanto, la otra parte tiene que ser % p, entonces, de

hecho, el cuadrado de x+% p resulta ser xx+ px+% pp.

79.

Como ahora xx+ px+% pp es un cuadrado verdadero,
cuya raiz es x+% p, a nuestra ecuacion xx+px=(q solo
necesitamos sumar %pp en ambos lados, y obtenemos

XX + px+% pp = q+% pp, donde hay un cuadrado verda-
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dero en el primer lado, pero solo nimeros conocidos en el
otro. Entonces, si sacamos la raiz cuadrada en ambos lados,

obtenemos x+% pzal% pp+(q; si ahora se resta %p, se

obtiene x =1 p-+,/3 pp+0; Y ya que cada raiz cuadrada

puede tomarse tanto positiva como negativa, entonces hay
dos valores para X, que generalmente se expresan de esta

forma:
x:—% pi,/% pp+d.

80.

Esta formula contiene ahora la regla segun la cual se
pueden resolver todas las ecuaciones cuadréticas, y para
gue no siempre haya que repetir la operacion anterior, es
suficiente que el contenido de esta férmula quede bien
grabado en la memoria. La ecuacién se puede poner de tal
manera que el puro cuadrado xx esté en un lado, por lo que
la ecuacion anterior tendra esta forma:

XX = —pX+(Q

de la cual el valor de x se puede escribir inmediatamente de
la siguiente manera:

x:—% pi,/% pp+q.

81.

De eso se concluye ahora esta regla general para
resolver la ecuacion

XX = — pX+(.

Se puede ver que el nimero desconocido x sera igual a
la mitad del namero por el que se multiplica x en el otro
lado, y ademas de eso, + 0 — laraiz cuadrada del cuadrado
del nimero recién escrito, méas el puro nimero, que es el
tercer término de la ecuacion.
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Por lo tanto, si se da esta ecuacion Xx=6x+7,
entonces se tendria inmediatamente x =3+ \/ﬁ =3+4;
en consecuencia, los dos valores de x son

) x=7 vy 1) x=-1

Si se tuviera esta ecuacion xx =10x—9, entonces
X =5+25-9, que es = 5=+4; por lo tanto, los dos valores
serén x=9 y x=1.

82.

Para mayor explicacion de esta regla, se pueden
distinguir los siguientes casos, 1.) si p es un niumero par,
[1.) si p es un nimero impar, y Ill.) si p es un nimero
fraccionario.

I.) Sea p un ndmero par y sea la ecuacion de la forma:

XX = 2pX + g, entonces obtenemos x = p+./pp+q.
I1.)Sea p un ndmero impar y sea la ecuacion
XX = pX + g, entonces sera

X=3 P+ PP+,

ahora, ya que % pp+0 = pp%“q, y que del denominador 4
se puede sacar la raiz cuadrada, entonces se obtiene

Jop+a + [pp+a
x=2px Y0 osea x="EE

I11.) Pero si p es una fraccion, la resolucion puede ser
realizada de la siguiente forma. Sea la ecuacién cuadratica

_ _bx, c
axx=bx+c, 0 XX=T+-,
entonces, segun la regla sera
b bb , c
=+, —+=
X 2a = \ daa + a’
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c bb+4ac

Ahora, dado que 4aa ~dan

, Y aqui el denominador
es un cuadrado, entonces

b++/bb+4ac

X= 2a

83.

El otro camino, que también conduce a esta solucion,
consiste en convertir tal ecuacion cuadratica mixta

XX = pPX +(

en una pura, lo que se realiza introduciendo en el célculo,
en lugar del nimero desconocido X, otro namero
desconocido Y, es decir, que

k=y+ip

porque si se ha encontrado y, se obtiene inmediatamente el
valor de x.

Si se escribe y+% p en lugar de x, entonces
XX=Yy+Py+3pp Y PX=py+3zpp,
por eso nuestra ecuacion se convierte en:
Yy + Py +3 pp=py+3 pp+0;
si primero se resta py, entonces se tiene
Yy+3 Ppp=3pp+q,

1 1
restando ademas 7 pp, da yy=7pp+q, que es una
ecuacion cuadratica pura, de la cual se obtiene inmediata-

mente y ==+,/3 pp+.

1 1 [1
Dado que x=y+3p, entonces x=3 p+,/3pp+d,
como ya hemos encontrado anteriormente. Asi que no

gueda nada mas que explicar esta regla con ejemplos.
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84.

I. Pregunta. Tengo dos nimeros; uno es 6 mas grande
que el otro y su producto es 91. ¢ Cudles son estos nimeros?
Sea x el nimero mas pequefio, entonces el mas grande
es X+6 Yy su producto
XX+ 6x = 91.

Se resta 6x, entonces se tiene xx =—6x+91, y segun
la regla

X=-3%£+9+91=-3+£10,

por lo tanto, se tiene x=7 o0 x=-13.

Respuesta. La pregunta tiene dos soluciones: segun la
primera, el nimero menor es x=7, el mayor x+6 =13.
Pero segun la otra, el nUmero menor es x =—13 y el mayor
es X+6=-7.

85.

I1. Pregunta. Busco un namero tal que, si resto 9 de su
cuadrado, la diferencia es tanto mas que 100, como mi
numero es menor que 23. ¢ Qué nimero es?

Sea el nimero x, entonces xx—9 excede a 100 en
xx —109. Pero el nimero buscado x esta debajo de 23 con
diferencia de 23 —Xx, de lo cual surge esta ecuacion

XX—109 =23 —x.

Sumando 109 se obtiene xx=-x+132, entonces
segun la regla

_ iy [l 1, [59_ 1,2
x=-L+ii132- 14 [39_ 1.2

Porlotanto, 0 es x=11, 0 x=-12.

Respuesta. Si solo se pide una respuesta positiva,
entonces el nimero buscado es 11, cuyo cuadrado menos 9
da 112, que es 12 més que 100, y el nimero encontrado es
12 menor que 23.
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86.

I11. Pregunta. Busco un numero tal que si multiplico su
mitad por su tercio, y sumo % del nimero buscado, salga

30.

Sea este numero X, cuya mitad multiplicada por su
tercera parte da Zxx; entonces debe ser Zxx+3x=30;
multiplicado por 6, sale xx+3x =180, 0 xx=-3x+ 180,
de lo cual se obtiene

3 , 3,27
X:_E —+180——§ ?

Porlotanto,0 x=12, o0 x=-15.

87.

IV. Pregunta. Busco dos numeros, donde uno es el
doble del otro, tal que si se agrega su suma a su producto,
resulte 90.

Sea el nimero X, entonces el mayor es 2x, su producto
es 2xx, y sumandole la suma 3x da 90. Entonces
2xx+3x =90, y restando 3x da

2XX = —3x+ 90,

dividido entre 2, sale xx= —%x+45; de lo cual se
encuentra segun la regla

__3 /2 __3427
X = 4i 16+45_ 4J_r4.
Por lotanto, o x=6, 0 x:—7%.

88.

V. Pregunta. Alguien compra un caballo por varios
taleros, lo vende de nuevo en 119 tal. y por cada 100 gana
tantos taleros como lo que el caballo costo. La pregunta es,
¢en cuanto se compro el mismo?
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Suponemos que el caballo costo x tal.; ya que ahora
gand el x por ciento sobre el costo, planteamos con 100 se

ganan x, ;Cuanto se ganan con x? Respuesta z;. Ahora,

como gano 100 y lacompra fue x, tiene que haberlo vendido

XX
por x+100 Por lo tanto, X+ 755 =119.

Réstese x, sale 2 100 =—x+119, y se multiplica por 100,

obteniendo xx =-100x+ 11900, de lo cual se encuentra
mediante la regla:

x =-50++/2500+11900 = —50+ /14400 = -50+120.

Respuesta. El caballo costo 70 tal., debido a que ahora
gand el 70 por ciento, la ganancia fue de 49 tal., asi que
tiene que haberlo vendido en 70+ 49, es decir, en 119 tal.,
como sucedid realmente.

89.

VI. Pregunta. Alguien compra una determinada canti-
dad de piezas de tela: la primera por 2 tal., la segunda por 4
tal., latercera por 6 tal. y siempre 2 tal. mas por la siguiente,
y por todas las piezas de tela paga 110 tal. ; Cuantas piezas
de tela fueron?

Suponemos que fueron x piezas de tela, y la siguiente
tabla muestra cuanto pagé por cada una:

parala 12 22 32 428 52 x?
paga 2, 4, 6, 8, 10, ... 2xtal.

Por lo tanto, hay que sumar esta progresion aritmética
2+4+6+8+10+---2x que consta de x términos para
encontrar el precio de todas las piezas de tela juntas.

De acuerdo con la regla dada anteriormente, se suman
el primer término y el Gltimo, se obtiene 2x+2. Esto se
multiplica por el nUmero de términos x, entonces se obtiene
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el doble de la suma 2xx + 2x. Por eso, la suma misma sera
XX + X, que tiene que ser igual a 110, o sea xx+x = 110.
Restamos X, entonces xx = —x+ 110, por lo tanto,

_ 1 /1 _ 1 441
X=—5+ 4+110 0sea =—35+4

0 sea x——§+— 10.

Respuesta. Se han comprado 10 piezas de tela.

90.

VII. Pregunta. Alguien compra varias piezas de tela
por 180 tal. Si por el mismo dinero hubiera obtenido 3
piezas de tal més, cada pieza habria salido en 3 tal. mas
barata. ¢ Cuantas piezas de tela habia?

Suponemos que hayan sido x piezas de tela, por lo que

una pieza realmente costé — 180 tal. Pero si hubiera obtenido

X +3 piezas por 180 tal., cada pieza habria costado %2 tal.,

un precio que esta 3 tal. por debajo del precio real, de lo

cual surge esta ecuacion: 180 _180_3
X+3 X

Multiplicando por x, se obtiene ?ﬂ 180-3x,

dividido entre 3, da 2% =60 x, multiplicado por x+3, se

obtiene 60x =180+ 57x—xx, se suma Xxx, entonces sale
XX+ 60x =180+57x. Se resta 60x, entonces se obtiene
xx = —3x+ 180. De esto, de acuerdo con la regla:

3, [o 3
X=—5+ Z+18O, osea X=—35+5 =12.

Respuesta. Entonces, se han comprado 12 piezas de
tela por 180 tal., por lo tanto, una costd 15 tal. Pero si se
hubieran obtenido 3 mas, es decir, 15 por 180 tal., entonces
1 pieza habria costado 12 tal., en consecuencia 3 tal. menos
que de hecho.
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91.

VIII. Pregunta. Dos comerciantes forman una
sociedad, su inversion conjunta es de 100 tal.; el primero
deja su dinero durante 3 meses, y el otro durante 2 meses,
y cada uno saca 99 tél. con capital y ganancias. ¢Cuéanto
invirtié cada uno?

Suponemos que el primero ha invertido x tal., y asi el
otro invirtié6 100—x; ya que el primero retira 99 tal., su
ganancia es 99 —x, que ha sido adquirida en 3 meses con el
capital x; ya que el otro también retira 99 tal., su ganancia
es x—1, que fue adquirida en dos meses con el capital

100 —x; con este mismo capital 100 —x se ganaria enton-

ces en tres meses # Ahora estas ganancias son

proporcionales al capital, es decir, aquel capital es a aquella
ganancia como este capital es a esta ganancia; entonces

x:99—x:100—x:3X—2_3.

Igualando el producto de los términos en los extremos
con el producto de los términos de en medio, se tiene

203X ~ 9900 -199x +xx, y multiplicado por 2, da

3xx —3x = 19800 — 398X + 2xX;

restando 2xx sale xx—3x =19800-398x, y sumando 3x
se obtiene:

xx = —395x + 19800.
Por lo tanto, de acuerdo con la regla

X:—£25+ ’1562254_79‘2100 0 sea

_ 3% ,48 90 _
X=—"F+5=5=45.

Respuesta. EI primero ha puesto 45 tal. y el otro 55 tal.
Con los 45 tal., el primero gand 54 tal. en 3 meses, por lo
tanto, habria ganado 18 tal. en un mes. Y el otro gana
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44 tél.con 55 tél. en 2 meses, por lo tanto, habria ganado
22 tal. en un mes, lo que también esta de acuerdo con
aquello; porque si con 45 tal. se ganan 18 en un mes,
entonces con 55 en el mismo lapso se ganan 22 tal.

92.

IX. Pregunta. Dos campesinas juntas llevan 100
huevos al mercado, una mas que la otra, y sin embargo,
ambas obtienen la misma cantidad de dinero. La primera le
dice a la otra: “si yo hubiera tenido tus huevos, habria
ganado 15 kreuzers” [monedas antiguas en Alemania,
Austria y Suiza]; a lo que la otra responde: “si yo hubiera

tenido tus huevos, habria ganado 6% kreuzers con ellos”.

¢ Cuantos huevos tenia cada una?

Suponemos que la primera haya tenido x huevos, y
entonces la otra tenia 100 —x.

Asi que ahora la primera habria vendido 100—x por
15 kreuzers, entonces se plantea esta regla de tres:

15x

Too—x Kreuzers.

100-x:15=x para..., respuesta:

Lo mismo se aplica a la otra que habria vendido x
huevos por 6% kreuzers, y se puede encontrar cuanto gano
con sus 100 —x huevos,

2000-20x

L 20 _ann :
x: %5 =100-x a .., respuesta: =

Como las dos campesinas han ganado la misma cantidad,
encontramos esta ecuacion:

15x _ 2000-20x
100-x 3x !

multiplicada por 3x, da 2000—20x=1403—)ixx, multiplicada

por 100-—x, da 45xx = 200000 —4000x+ 20xx, restando
20xx, se obtiene 25xx = 200000 — 4000x, dividido entre 25,
da xx =—160x+ 8000, por lo tanto, segun la regla
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X = —80++/6400+8000 = —-80+120 = 40.

Respuesta. Entonces, la primera campesina tenia 40
huevos, la otra 60 huevos y cada una gané 10 kreuzers.

93.

X. Pregunta. Dos comerciantes vendieron varias varas
de tela, el segundo 3 varas mas que el primero, y juntos
ganaron 35 tal. El primero le dice al otro: “con tu tela yo
hubiera ganado 24 tal.”, responde el otro: “con la tuya yo

hubiera ganado 12% tal.” ;Cuantas varas tenia cada uno?

Suponemos que el primero haya tenido x varas, y
entonces el otro tenia x+ 3. Dado que el primero hubiera
ganado 24 tal. con x+ 3 varas, tiene que haber vendido sus

28X tal., y dado que el otro habria vendido x

X varas por i3

varas por 12% tal., entonces habria vendido sus x + 3 varas

por 25;;75 y entonces los dos juntos ganaron
24x | 25X+75 _ 4
3t o =351l Por lo tanto

2B o5x+75=70x osea X =45Xx—-75,
X+3 X+3

multiplicado por x + 3, da 48xx = 45xx + 60x — 225, restado
45xx, se tiene 3xx = 60x —225, 0 sea xx = 20x—75.

Esto se convierte en
x =10+/100—75 =10++/25, entonces x=10+5.

Respuesta. Por lo tanto, hay dos soluciones. Segun la
primera, el primero ha vendido 15 varas y el otro 18 varas;
ahora, ya que el primero habria vendido 18 varas por 24 tal.,
entonces con sus 15 varas ha ganado 20 tal. Pero el otro con

15 varas habria ganado 12% tal., por lo tanto, con sus 18

varas ha ganado 15 tal., asi que ambos juntos ganaron 35
tal.
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Segun la segunda solucién, el primero tenia 5 varas, en
consecuencia el otro tenia 8 varas, por lo que el primero
habria vendido 8 varas por 24 tél. y asi con sus 5 varas ha

ganado 15 tal.. El otro habria vendido 5 varas por 12% tal.,

por lo tanto, con sus 8 varas ha ganado 20 tal. en
consecuencia, ambos juntos de nuevo 35 tal.

CAPITULO 7

DE LA EXTRACCION DE LAS RAICES DE LOS
NUMEROS POLIGONALES

94.

Hemos mostrado arriba [Parte |, § 425-439] como se
encuentran los ndmeros poligonales; pero lo que ahi
habiamos llamado un lado, también se llama raiz. Ahora, si
la raiz se indica por x, entonces se encuentran los nimeros
poligonales de la siguiente forma.

XX+X
2

El triangulo es

cuadrilatero XX

" no 3XX—X
5-gono 5

" 6-gono "O2XX =X

" nw o 5xx=3x
7-gono 5

" 8-gono " 3xXX—2X

" w 7XX=5x
9-gono 3

" 10-gono " 4xx—3X

w (n=2)xx—(n—-4)x

" n-gono 5
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95.

Ya se ha mostrado arriba extensamente que con la
ayuda de estas férmulas ahora es facil encontrar un namero
poligonal para cualquier lado, o raiz, sea el numero de
vértices tan grande como sea. Pero si, al reves, se dan un
numero poligonal y el nimero de lados, es mucho mas
dificil encontrar su raiz o lado, y para este propdsito se
requiere la resolucion de ecuaciones cuadraticas, por lo que
este asunto merece ser tratado aqui. Siguiendo el orden,
comenzamos con los niUmeros triangulares y seguimos con
los poligonales.

96.

Entonces, sea 91 el nimero triangular dado, del cual se
debe buscar el lado o la raiz.

Ponemos esta raiz = x, entonces <= tiene que ser

igual al nimero 91; se multiplica por 2, entonces se tiene
XX+ X = 182, de donde se encuentra xx = —x + 182 y asi

__1 /1 -1 /E - 1,21 43
X==5+,/7+182=—5+,/-7-, luego x=—5+5=13;

por lo tanto, la raiz requerida del triangulo = 13, porque el
triangulo de 13 es 91.

97.

De manera general, sea a el nimero triangular dado
cuya raiz se debe encontrar.

Ponemos la raiz =x, entonces XXX

2
XX+ X = 2a, ademas xx =—X+2a, de lo cual se encuentra

__1 /1
X=—35+ 4+2a,osea

_ —1++/Ba+l

=a, 0 sea
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De ahi surge esta regla. Se multiplica el numero
triangular dado por 8 y se suma 1 al producto, se saca la
raiz cuadrada de la suma, se resta 1 de ella; el resto se
divide entre 2, entonces resulta la raiz del tridngulo que se
busca.

98.

De esto se puede ver que todos los nUmeros
triangulares tienen la propiedad de que si se multiplican por
8 y se le agrega 1, siempre tiene que salir un ndmero
cuadrado, como se puede ver en la siguiente tabla,

tridngulo 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, etc.
8veces +1: 9, 25,49, 81, 121, 169, 225, 289, 361, 441, 529, etc.

Si el nimero dado a no es de tal naturaleza, eso es una

sefial de que no es realmente un nimero triangular, o que la
raiz del mismo no es racional.

99.

Buscamos la raiz triangular del nimero 210 mediante
esa regla, entonces a=210 y 8a+1=1681, cuya raiz
cuadrada es 41, de la cual se puede ver que el numero 210
es realmente un numero triangular, del cual la raiz es

_ 414
==-=20.

Pero si el numero 4 se diera como un triangulo, cuya
raiz deberia buscarse, ella seria :\/‘?‘1 y, por tanto,

J_l

irracional. Pero de hecho, de esta raiz, es decir, de

se encuentra el triangulo de la siguiente manera:

\/_1 174_

Como x= , entonces xx = ; sumando x se

obtiene xx+x_—_8 y, en consecuencia, el numero

XXX
=4,

triangular es 5
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100.

Dado que los nimeros cuadrilateros son los mismos
que los cuadrados, el asunto no tiene dificultad. Porque, si
ponemos el ndmero cuadrildtero dado =a y su raiz

cuadrilatera = x, entonces xx=a y por lo tanto x = Ja. De
modo que la raiz cuadrada y la raiz cuadrilatera son iguales.

101.

Ahora proseguimos con los niumeros pentagonales.
Sea 22 un numero pentagonal y su raiz = x, entonces

tiene que ser 3L{)(:22’ 0 sea 3xx—x=44, o sea

1, 44
%+?, €S

ol

xx:%x+ﬂ; de lo cual se encuentra x=
1”52 g+—_4 Entonces, 4 es la raiz

pentagonal buscada del nimero 22.

decir x=

102.

Ahora, esté planteada esta pregunta: si el pentdgono
dado es = a, ;cOmo se debe encontrar su raiz?
Si se pone esta raiz buscada =x, se llega a esta

ecuacion 3"’;"‘ =a, 05ea3xx—X=2a,05sea XX = 1 X+ 2""

de lo cual se encuentra x :%+,/3—16+ , es decir

X = 1++/24a+1

6

Por eso, si a es un pentagono verdadero, entonces
24a+ 1 siempre tiene que ser un numero cuadrado.
Sea p. ej. 330 el pentagono dado, entonces su raiz sera

1++/ 7921 l+89 15

X= 6
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103.

Ahora sea a un numero hexagonal dado cuya raiz
debe buscarse.
Si se pone esta raiz buscada =X, entonces sera

2XX—X=a, 0sea XX = % X +%a, asi encontramos

1 1 1+yBa+l
X=7+\igt3 la= =
Por eso, si a es un hexagono real, entonces 8a+ 1 tiene que
ser un cuadrado, de lo cual se ve que todos los nimeros
hexagonales estan incluidos en los triangulares; pero las
raices son diferentes.

Sea p. ej. 1225 el nimero hexagonal dado, entonces su

1+\/9801 1+99 — 75,

raiz serq x = y

104.

Ademas, sea a un nimero heptagonal dado del cual se
busca el lado o la raiz.

Si se pone esta raiz = x, entonces se tiene SXXZ‘ 3
0 sea 5xx—3x=2a, asi XX=%X+%a, de lo cual se

=a,

encuentra

3++/40a+9
1o WJF ca= 10

Todos los numeros heptagonales son de tal naturaleza
que, si se multiplican por 40 y se suma 9 al producto, la
suma siempre sera un numero cuadrado.

Sea p. e]. 2059 el heptagono dado, entonces su raiz

serg x = SEES8 _ 328T _ 59
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105.

Ahora sea a un numero octagonal dado del cual se
busca el lado o la raiz x.
2

Entonces se tiene 3xx—2x = a, 0 Sea, XX = FX+ % a, de
lo cual se encuentra

X=

1++/3a+l
—s

1,a_
+y5t3 =

Wl

Todos los numeros octagonales son de tal naturaleza
que, si se multiplican por 3 y se suma 1, la suma siempre
sera un nimero cuadrado.

Sea p. ej. 3816 un numero octagonal, entonces su raiz

1++/11449 1+107 - 36.
3

sera X =

106.

Finalmente, sea a un niumero n-gonal dado cuya raiz x
debe buscarse, entonces se tiene esta ecuacién

(-2 (0DX _ 5, 0sea (N—2)xx—(N—4)x = 2a, entonces

2
xx = = 42)X +ﬁ, de lo cual se encuentra
n—4 (n-4)2 | 2a
X = + / +=,
2(n-2) 4(n-2)2  n-2
0 sea

n-4_ (n—4)? L 8(n-2)a
4(n-2)2  4(n-2)?

y en consecuencia

_ n—4+/8(n-2)a+(n-4)>2

2(n-2)

Esta formula contiene una regla general para encontrar
todas las raices poligonales posibles de nimeros dados.
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Para explicar esto con un ejemplo, consideramos el
numero 24-gonal 3009; ya que aqui a=3009 y n=24,
entonces n—2 =22 y n-4 =20, luego obtenemos la raiz

_ 20+/529584+400 _ 20+728 _ 17

X 44 - 44 T
CAPITULO 8
DE LA EXTRACCION DE LAS RAICES DE
BINOMIOS
107.

Un binomio en &lgebra es un niumero que consta de dos
partes de las cuales una o dos contienen el signo de raiz
cuadrada.

Entonces 3++/5 esun binomio, también \/§+\/§ y
no importa si estas dos partes estén conectadas con el signo

+ 0—. Por eso, tanto 3—+/5 como 3++/5 se denominan
binomios.

108.

Estos binomios son notables principalmente porque al
resolver las ecuaciones cuadraticas siempre se obtienen
tales expresiones si la resolucion no puede ser efectuada.

Entonces, dada p. ej. la ecuacibn  xx=6x-4,

tendremos x =3++/5. Por este motivo, tales expresiones
aparecen con mucha frecuencia en los célculos algebraicos,
y ya hemos mostrado anteriormente cémo se realizan con
ellas las operaciones habituales de suma, resta,
multiplicacién y divisién. Pero ahora ya estamos en
posicion de mostrar también como se pueden extraer las
raices cuadradas de tales expresiones, siempre y cuando tal
extraccion sea factible, y en el otro caso, solo se pone un
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signo de raiz, es decir, la raiz cuadrada de 3++/2 es

3442

109.

Ahora, en primer lugar, debe observarse que los
cuadrados de tales binomios también son binomios, incluso
de tal forma que una parte es racional.

Porque, el cuadrado de a++b es (aa+b)+2a\/5.
Entonces, al revés, si se busca la raiz cuadrada de esta

expresion (aa+b)+2aJ5, se encuentra a++/b que sin
duda se puede entender mas claramente que si se hubiera
puesto el signo J en aquella expresiéon. De la misma
manera, si se toma el cuadrado de esta expresion \/5+ \/5
se obtiene (a+b)+2\/£, por lo tanto, también al revés, la
raiz cuadrada de esta expresion (a-+b)+2vab sera
Ja++b, que nuevamente es mas comprensible que si se
hubiera puesto el signo J en aquella expresion.

110.

Por lo tanto, se trata de encontrar una sefial que permita
decidir en cada caso si una raiz cuadrada de esta forma
se da o no. Para este fin, empezamos con una expresion

sencilla y vemos si de este binomio 5+26 se puede
encontrar la raiz cuadrada de tal forma.

Entonces, suponemos que esta raiz sea \/§+\/§, de la
cual el cuadrado es (x+Y)+2xy, por lo que este

cuadrado tiene que ser igual a aquella expresion 5+ 2./6;
por lo tanto, la parte racional x+Y tiene que ser igual a5y
la parte irracional 2./xy tiene que ser igual a 2:/6; por lo

tanto, se obtiene /xy =+/6 y tomando los cuadrados,
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Xy=6. Ya que x+y=D5, entonces y=5-x, este valor
sustituido en la ecuacion xy=6 da 5x—xx=6, 0 sea

— 5y _ _5, [B_24_5 1_a
XX =5x—-6, por lo tanto X=35+47 4_2+2_3,

entonces x=3 e y=2, por eso, la raiz cuadrada de

5+2\/5 sera «/§+\/§

111.

Ya que aqui hemos obtenido estas dos ecuaciones
) x+y=5 vy IL) xy=6,
mostraremos una forma especial de encontrar x e y, que
consiste en lo siguiente.

Como x+Yy =5, tdbmese el cuadrado xx + 2xy +yy = 25.
Ahora hay que notar que xx—2xy+Yyy es el cuadrado de
X—Yy; por eso, de aquella ecuacion, es decir, de
XX+ 2Xy + Yy = 25, restamos el cuadruplo de xy =6, o sea
4xy = 24, se obtiene xx—2xy+yy =1, y laraiz cuadrada da
x—Yy = 1. Entonces, porque x+Yy = 5, encontramos x=3 e

y =2. Por lo tanto, la raiz cuadrada buscada de 5+26

sera «/§+ \/5

112.

Consideramos este binomio general a+\/5, Yy Su raiz
cuadrada sea /X +\/§ , entonces obtenemos esta ecuacién

(x+y)+2\/@=a+ b, asi
x+y=a y 2xy=+b, osea 4xy=b;
el cuadrado de aquella es xx+2xy+yy=aa, de este
restamos 4xy =Db, lo cual da xx—2xy+yy=aa—b, cuya

raiz cuadrada es x—y=+aa—b. Dado que x+y=a,

encontramos

a-+Jaa—h a—aa-b
X==%— Y y="—(%—
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por lo tanto, la raiz cuadrada requerida de a + Jb sera;

\/a+\/aa—b + \/a— aa—b
2 2 )

113.

Pero esta expresion es mas enredada que si se hubiera
puesto simplemente el signo raiz < en el binomio dado

a++/b, es decir, \/a+\/5. Pero esta expresion puede ser

mucho maés facil si los nUmeros a y b son tales que aa—b
se convierte en un cuadrado, porque entonces desaparece la

J enla« . Deesto se reconoce que la raiz cuadrada del
binomio a++b se puede sacar comodamente solo en tales
casos en que aa—b = cc, porque entonces la raiz cuadrada

buscada sera
a+C a—C.
vz "N

pero si aa—b no es un nimero cuadrado, la raiz cuadrada
no se puede mostrar de manera mas adecuada que

colocando el signo J enella

114.

Por lo tanto, obtenemos esta regla para expresar la raiz

cuadrada de un binomio a++/b de una manera méas
cémoda. Para ello se requiere que aa—b sea un nimero
cuadrado; si el mismo es = cc, entonces la raiz cuadrada

requerida sera ,/% + %; donde ademas hay que notar

que la raiz cuadrada de a—+b sera \/%¢ — 2. Porque

si se toma el cuadrado de esta expresion, entonces se

aa—CcC .
4 ’
aa—cc = b; por eso este cuadrado es

obtiene a-2

ya que cc=aa-b, tenemos
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:a—Z\/gza—ﬁza—\/B.

115.

Asi que si hay que sacar la raiz cuadrada de dicho
binomio aiJB, entonces del cuadrado de la parte racional

aa se resta el cuadrado de la parte irracional b; del resto se
saca la raiz cuadrada, que sea = c, entonces la raiz cuadrada

requerida es
a+C a—C
Nz T\

116.

Bulsquese la raiz cuadrada de 2+\/§, entonces son
a=2y b=3; por lo tanto, aa—b=cc=1 y asi también
¢ = I: entonces la raiz cuadrada requerida es

Ademas, sea dado el binomio 11+6\/§, cuya raiz
cuadrada se debe encontrar. Aqui son a=11y b =6+/2;
por lo tanto, b=36-2=72 y aa—b =49, entonces c=7.
Por eso, la raiz cuadrada de 11+6y2 sera
J9+v2=3+42.

BUsquese la raiz cuadrada de 11-2+/30. Aqui son
a=11vy Jb =230, por lo tanto b=4-30=120 vy
aa—b=1y c=1I: entonces la raiz cuadrada que estamos
buscando es /6 —+/5.

117.

Esta regla también incluso se aplica si hay nimeros
imaginarios o imposibles.
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Asi, dado este binomio 1+4J—_3, entonces a=1vy
Jb =4J-3; poreso b=-48y aa—b =49. Por lo tanto,
c=7 Yy, en consecuencia, la raiz cuadrada buscada es
\/Z+ \/3 =2+ \/3

Ademés, sea dado —7+2-3. Aqui son a=-3,

\/E:%«/_3 y b=%-—3=—%, por lo tanto
aa—b= % +% =1 y c=1: consecuentemente, la raiz
cuadrada buscada es

1 3 1. =3 1,1
\/;“L*,_Z_EJFT 0 sea §+§\/—3.

También este ejemplo es notable, donde se debe buscar

la raiz cuadrada de 2/-1.
Debido a que aqui no hay una parte racional, a=0y

Jb=2J-1, por lo tanto b=-4 y aa—b=4, es decir,
c=2, por lo cual la raiz cuadrada buscada es

+J-1=1+-1, cuyo cuadrado es 1+24/-1-1=
2J-1.

118.

También si se tiene que resolver una ecuacién como

xx=a++b y seria aa—b=cc, entonces para X se
obtendria este valor x =, /% +,/%=, que puede ser (til en

muchos casos.
Sea p. ej. xx =17 +12/2, entonces X=3++/8 =

3+242.

119.

Esto ocurre en particular al resolver algunas
ecuaciones de cuarto grado, como x* =2axx+d. Porque,
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si aqui ponemos xx =y, entonces x*=yy, por lo tanto
nuestra ecuacion serd yy = 2ay +d, de la cual se encuentra
y=at+aa+d; y para la primera ecuacion sera

xx =a++aa+d, de la cual todavia hay que extraer la raiz
cuadrada. Ya que aqui ahora

J5=\/aa+d, entonces b=aa+d, asi aa—b=-d.

Ahora, si —d fuera un cuadrado, es decir cc o0 sea
d =—cc, entonces se podria mostrar la raiz; asi que sea
d=-cc, es decir, consideramos dada esta ecuacién de
cuarto grado x*=2axx-—cc, entonces el valor de x se

expresa de la siguiente forma

a+cC a—C
= /_+ [_
X 5 T

120.

Explicaremos esto con algunos ejemplos.

I. Primero, buscamos dos nimeros cuyo producto sea
105, y si se suman sus cuadrados, la suma sea = 274.

Suponemos que estos nimeros sean X e Y, entonces
inmediatamente tenemos estas dos ecuaciones:

I.) xy=105 y IL) xx+yy=274.

De la primera se encuentra y =222, sustituyendo este

2
valor para y en la segunda ecuacién da xx+ % =274.
Multiplicada por xx serd x*+1052=274xx, 0 sea
x* = 274xx —105°,
Si se compara esta ecuacion con la de arriba, entonces
obtenemos 2a =274 y —cc =-105?%; por lo tanto, ¢ = 105

y a=137. Asi encontramos:

X — \/137;105 + \/1375105 —11+4;
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en consecuencia, x=15, o x=7. En el primer caso es
y=7, pero en el segundo, y=15. Por lo tanto, los dos
numeros que estamos buscando son 15y 7.

121.

Sin embargo, es bueno notar aqui que el calculo se
puede hacer mucho més fécil. Ya que Xxx+2xy+yy, Yy
también xx— 2xy+yy son cuadrados, y ademas conocemos
los valores tanto de xx+yy como de Xy, solo necesitamos
tomar el Ultimo dos veces, sumarlo y restarlo al primero,
como se puede ver aqui: xx+Yyy = 274. Primero, 2xy = 210,
sumado da xx+2xy+yy =484 y x+y=22; luego, 2xy
restado da xx—2xy+yy=64 y x-y=28.

Entonces 2x=30 y 2y =14, de lo cual es evidente
quex=15e y="7.

De esta forma también se puede resolver esta cuestion
general:

I1. Busquese dos numeros de los cuales el producto
=m Yy lasuma de sus cuadrados = n.

Los nimeros que estamos buscando sean x e v,
entonces tenemos las siguientes dos ecuaciones

I.) xy=m, 1) xx+yy=n.
Pero ahora es 2xy = 2m. Primero sumamos 2xy, se obtiene
XX+ 2Xy+Yy =Nn+2m y X+Yy=+/n+2m; luego, restando

2xy, da Xx—2xy+yy=n—-2m y Xx—y=+/n—2m, por lo
tanto

x=%\/n+2m +%«/n—2m e y:%\/n+2m—%«/n—2m.

122.

I11. Consideramos ademas la siguiente cuestion: buscar
dos numeros cuyo producto sea = 35 y la diferencia de sus
cuadrados sea = 24.
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Sea x el namero mayor y el menor y, entonces tenemos
estas dos ecuaciones xy = 35 y xx—yy = 24. Dado que aqui
no se dan las ventajas anteriores procedemos de la forma

habitual, y ahi laprimerada y = sustltuyendo este valor

para y en la segunda ecuacion, tenemos xx—i22 =24,

multiplicado por xx, se tiene x*-1225=24xx vy
x* =24xx+1225. Debido a que el Gltimo término aqui
tiene el signo més, la ecuacion de arriba no se puede aplicar,
porque cc = — 1225, y por lo tanto ¢ seria imaginaria.

Por eso ponemos xx = z, asi tenemos zz = 24z + 1225,
de lo cual se obtiene z=12++/144+1225, o sea
z=12+37, por lo tanto xx=12+37, es decir xx =49
0 XX=-25.

Segun el primer valor, seran x=7 e y=5.

Pero segun el segundo obtenemos

-2 osea y= 12225, 0sea y=+—49.

5eyJ_

123.

Para finalizar este capitulo queremos agregar la
siguiente pregunta.

IV. Se buscan dos nimeros cuya suma, producto, y la
diferencia de sus cuadrados sean iguales entre si.

El nGmero mayor sea x, el menor y, entonces estas tres
expresiones tienen que ser iguales entre si: I.) suma x+Y,
I1.) producto xy, I11.) diferencia de cuadrados xx —yy. Si se
compara la primera con la segunda, se tiene x+y =Xy, Yy
de esto buscamos x. Entonces tendremos y = Xy —X, 0 sea

y =x(y—1), y por lo tanto x:%, entonces X+ y = Wl y
xy:% y por eso la suma, de hecho, ya es igual al

producto. No obstante, estos también tienen que ser iguales
a la diferencia de los cuadrados; pero ahora tenemos:



EXTRACCION DE LAS RAICES DE BINOMIOS 83

4,9\3
w W oY 2y
XX=VYy = yy—2y+1 yy= yy—2y+1

que tienen que ser igual al valor anterior yy ; por tanto, se

W o_ y+2y PRET __—yy+2y.
obtiene 1= dividido entre yy da 1=y
multiplicando ademas por y-1, da 1= 7y$,/_+12y :

multiplicando otra vez por y—-1, da
y—1=-yy+2y, portanto yy=y+1.
De esto se encuentra

y:%i\/%i St \/7 0 sea y-lw—

1+J§
51’
irracionalidad del denominador, multiplicamos arriba y
abajo por JB+1, entonces obtenemos x = % :g.

Respuesta. Entonces, el mayor de los numeros
3+J_ x/§

y por lo tanto obtenemos x= Para eliminar la

buscados es x = , yel menores y=

Por lo tanto, su suma es x+y=2+J§, ademas el

prOdUCtO es Xy= 2+\/§’ y COmMO XX= 7+3\/§

3+\/_

y

, entonces la diferencia de los cuadrados sera

yy_
xx—yy=2+«/§.

124.

Esta resolucion fue bastante laboriosa, pero se puede
efectuar mas facilmente asi; primero equiparamos la suma
x+Yy Y la diferencia de los cuadrados xx —yy, entonces se
tiene x+y=xx—yy. Aqui se puede dividir entre x+y
porque xx—yy=(X+y)(X—y), Yy entonces se obtiene
1=x-y, 0 sea x=y+1; por lo tanto, x+y=2y+1 vy
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xXx—yy=2y+1; y esto ademas tiene que ser igual al
producto xy = yy +Y. Por lo tanto tenemos yy+y =2y+1, 0

sea yy=y+1, de lo que encontramos y—1+‘/§, como

arriba.

125.

V. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: encontrar dos
ndmeros cuya suma, producto y la suma de sus cuadrados
sean iguales entre si.

Los nimeros buscados sean x e Y, por lo que estas tres
expresiones tienen que ser iguales entre si 1) x+y, 11.) xy
y L) xx+vyy.

Si se equiparan la primera y la segunda, es decir

X+Y = Xy, entonces se encuentra X =% y X+y=

y- 1'
que también es igual a Xxy. Pero entonces
XX+ Yy = # +vyy, que debe ser igual %
Multiplicando por yy—2y+1, se obtiene
y*—2y3+2yy =y3—vyy, osea y*=3y%-3yy, ydividido

entre yy da yy = 3y —3; por lo tanto yzgi,/%—& luego

y—3+‘/_3, luego y-— 1—1+*2/_3, —ig

Multipliquese arriba y abajo por 1-+/-3, entonces

por tanto Xx=

x = ZJ_ , 0sea x =23 ‘2/3
Respuesta. Entonces los dos nimeros buscados son
3-J=3 3+J_
X=—7— Y Yy=

su sumaes x+Yy = 3, el producto xy = 3, y como finalmente

3-3J-3 3+3J_
XX == e yy=

, entonces xx+yy = 3.
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126.

Este calculo puede ser facilitado bastante por un
planteamiento especial que también se utiliza en otros
casos. El consiste en expresar los nimeros buscados no con
letras individuales, sino con la suma y diferencia de otras
dos letras.

Entonces, en la pregunta anterior, ponemos uno de los
numeros buscados igual a p+q Yy el otro p—q, entonces la
suma de estos serd 2p, su producto pp—qq Yy la suma de
sus cuadrados 2pp+2qq, estas tres piezas tienen que ser
iguales entre si. Equiparamos la primera y la segunda, de
modo que 2p =pp—qq Y entonces qg = pp —2p. Ponemos
este valor en la tercera expresion, en lugar de gq, entonces
obtenemos 4pp —4p. Equiparando esta expresion con la
primera, da 2p = 4pp—4p. SUmese 4p, asi sera 6p = 4pp,

dividido entre p da 6 =4p y por lo tanto p :%.

De esto qq=—% Yy q=§; en consecuencia,
3+v-3

nuestros numeros buscados son p+q ===

p—g= 3‘\2/3 , que también habiamos encontrado antes.

y el otro

CAPITULO 9

DE LA NATURALEZA DE LAS ECUACIONES
CUADRATICAS

127.

De lo anterior se ha visto suficientemente que las
ecuaciones cuadraticas permiten dos soluciones, propiedad
que por supuesto merece ser tomada en cuenta porque
explica bastante bien la naturaleza de las ecuaciones
superiores. Por lo tanto, investigaremos en detalle de donde
viene que toda ecuacion cuadratica permita dos soluciones
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porque esto indudablemente contiene una propiedad muy
esencial de estas ecuaciones.

128.

Ya se ha visto que esta doble resolucion se origina en
el hecho de que la raiz cuadrada de cualquier numero podria
tomarse tanto negativa como positiva: pero esta razon no
seria aplicable a ecuaciones superiores, por lo que seria
bueno poner a la vista la razén de esto de otra forma. Por lo
tanto, es necesario explicar de dénde viene que una ecua-
cion cuadratica como p. ej. xx = 12x — 35 se pueda resolver
de dos maneras, es decir, que se puedan indicar dos valores
para x que satisfagan ambas la ecuacion, como en este
ejemplo donde para x se puede poner tanto 5 como 7, ya
que en ambos casos xx y 12x— 35 seran iguales entre si.

129.

Para explicar la razon de esto con mas claridad, es util
[levar todos los términos de la ecuacion a un lado, de modo
que 0 esté en el otro. Por lo tanto, la ecuacion anterior sera
xx—12x+35 =0, donde se trata de que se encuentre tal
ndmero que si se pone por X, la expresion xx—12x+35
realmente se convierta en nada; y luego también se tiene
gue mostrar la causa por qué esto puede suceder de dos
maneras.

130.

Aqui todo depende de mostrar claramente que una
expresion como xx—12x+35 puede verse como un
producto de dos factores; de hecho, esta expresion consta
de estos dos factores (x—5)-(x—7). Por lo tanto, si aquella
expresion debe ser 0, entonces este producto también tiene
que ser (x—5)-(x—7)=0. Pero un producto, no importa
cuantos factores tenga, siempre serd O si solo uno de sus
factores es 0. Entonces, por grande que sea el producto de
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los otros factores, cuando se multiplica por 0, el resultado
siempre es 0, lo cual es un principio basico que debe tenerse
en cuenta para las ecuaciones superiores.

131.

De esto se entiende muy bien que este producto
(x=5)-(x—7) puede convertirse en 0 de dos maneras:

primero, si el primer factor es x—5 =0, y luego también si
el otro factor es x—7 = 0. Lo primero ocurre si x =5, pero
el otro si x=7. De ello se comprende la verdadera razén
por la que una ecuacion como xx — 12x + 35 = 0 permite dos
soluciones, es decir, que se pueden encontrar dos valores
para x que ambos satisfagan la ecuacion.

La razdn es que la expresion xx—12x+35 se puede
representar como un producto de dos factores.

132.

Exactamente lo mismo sucede en todas las ecuaciones
cuadraticas. Porque, si todos los términos se llevan a un
lado, siempre se obtiene una expresion como
xx—ax+b = 0; y esta expresidén también puede verse como
un producto de dos factores, que representamos como
(x—p)(x—q), sin preocuparnos por saber cuales nimeros
puedan ser p y @. Ya que nuestra ecuacion ahora requiere
que este producto sea igual a 0, es evidente que esto puede
pasar de dos formas: primero, si X = p, y segundo, si X =q,
que son los dos valores de x que satisfacen la ecuacion.

133.

Veamos ahora cudl tiene que ser la naturaleza de estos dos
factores para que su producto dé justamente nuestra
expresion xx—ax+b. Multiplicamos los dos factores
realmente, y obtenemos xx—(p+q)X+ pg. Dado que esto

debe ser lo mismo que xx—ax+b, esté claro que tiene que
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ser p+q=a Yy pq=h, de donde reconocemos esta
maravillosa propiedad: que de tal ecuacion xx—ax+b =0,
ambos valores de x son de tal naturaleza que, en primer
lugar, su suma es igual al nmero a y su producto es igual
al nimero b. Por lo tanto, en cuanto se conozca un valor, es
facil encontrar el otro también.

134.

Este fue el caso cuando ambos valores de x son
positivos, ya que el segundo término de la ecuacion tiene el
signo —, pero el tercero tiene el signo +. Entonces, también
consideraremos los casos en los que uno de los dos 0 ambos
valores de x se vuelven negativos. Aquello sucede cuando
los dos factores de la ecuacion son de la forma:
(Xx—p)(x+q), de donde se originan estos dos valores para

X, primero x=p Yy segundo Xx=-q. Pero entonces la
ecuacion misma es xx + (g —p)x—pq = 0, donde el segundo
término tiene el signo + si g es mayor que p, pero si q
fuera menor que p, tendria el signo —; pero aqui el tercer
término siempre es negativo.

Pero si los dos factores fueran (x+ p)(X+q), entonces
ambos valores para x serian negativos, es decir, x=—p y
x=—¢ VY la ecuacién misma seria xx+(p+q)x+pqg =0,
donde tanto el segundo como el tercer término tienen el
signo +.

135.

Por eso, reconocemos la naturaleza de las raices de
cualquier ecuacion cuadratica viendo el signo del segundo
y tercer término. Sea la ecuacién xx---ax---b=0; si el
segundo y tercer término tienen el signo +, ambos valores
son negativos; si el segundo término es — pero el tercer
término es +, ambos valores son positivos; pero si el tercer
término es negativo, entonces un valor es positivo. Pero en



NATURALEZA ECUACIONES CUADRATICAS 89

todos los casos, el segundo término contiene la suma de los
dos valores y el tercero su producto.

136.

Ahora es muy facil plantear ecuaciones cuadraticas
que contengan dos valores dados arbitrariamente: p. ej. se
pide una ecuacion tal que un valor de x debe ser 7, pero el
otro — 3. De ello se forman estas ecuaciones sencillas x =7
y x=-—3; entonces luego estas x—7=0 y x+3=0, que
seran los factores de la ecuacién requerida; de modo que la
ecuacion serd: xx—4x—21=0, de la cual aquellos dos
valores para X justamente se encuentran segun la regla
anterior. Porque, como xx = 4x + 21, entonces x = Zi\/g,

luego, x=2+5, luego,0 x=7 0 x=-3.

137.

También puede suceder que ambos valores de x sean
iguales entre si; para ver eso, busquese una ecuacion donde
ambos valores de x sean x=5; los dos factores seran
entonces (x—5)(x—5) y la ecuacion tiene la siguiente
forma xx—10x+25=0, que parece tener un solo valor
porque se obtiene doblemente x=5, como muestra la
resolucion habitual. Porque, como xx = 10x — 25, entonces

x=5J_r\/5, osea x=5%0 yporlotanto x=5y x=>5.

138.

En particular, debe tenerse en cuenta aqui que ambos
valores de x a veces se vuelven imaginarios o imposibles,
en cuyo caso es absolutamente imposible mostrar un valor
de x que satisfaga la ecuacion, lo cual p. ej. sucede cuando
el nimero 10 debe partirse en dos partes cuyo producto sea
30; porgue sea una parte =X, entonces la otra sera 10 —x
y por lo tanto su producto 10x —xx = 30, en consecuencia

xx=10x-30 y x= Si«/g, que es un nimero imaginario
o imposible e indica que la pregunta es imposible.



90 PARTE 2, SECCION 1, CAPITULO 9

139.

Por eso es muy importante encontrar una sefial con la
cual se pueda ver inmediatamente si una ecuacion
cuadratica es posible o no. Consideramos esta ecuacion
general:

xx—ax+b=0, luego xx=ax-b y x=%ai./%aa—b;

de lo cual es evidente que si el nimero b es mayor que
%aa, 0 sea si 4b es mayor que aa, entonces los dos valores

[de x] son imposibles porque habria que extraer la raiz
cuadrada de un numero negativo. Sin embargo, siempre que

b sea menor que %aa, 0 incluso menor que 0, es decir,

negativo, ambos valores son siempre posibles. No obstante,
los dos valores, ya sean posibles o imposibles, siempre se
pueden expresar de esta manera, y siempre tienen la
propiedad de que su suma =a Yy su producto = b, como se
puede ver en este ejemplo xx—6x+ 10 =0, donde la suma
de los dos valores para x tiene que ser =6 y el producto
= 10. De hecho, se encuentran estos dos valores:

1) x=3+J-1 y I) x=3-+-1,

cuya sumaes =6 Yy su producto es = 10.

140.

Se puede expresar esta caracteristica de una manera
mas general que también se puede aplicar a tales ecua-
ciones como fxx+gx+h=0: porque de esta se obtiene

xx=¢%—%, por lo tanto

-9 /ﬂ_ﬂ _ F9+gg-4fh
X—+2fi 11 , 0oSea X= o ,

de esto se puede ver que ambos valores se vuelven
imaginarios, o sea la ecuacién se vuelve imposible, si 4th
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es mayor que gg, o cuando en esta ecuacion fxx £ gx+h =0,
cuatro veces el producto del primer y ultimo término es
mayor que el cuadrado del segundo término. Porque el
producto cuadruple del primer término y el dltimo es 4fhxx,
pero el cuadrado del término de en medio es ggxx: si ahora
4fhxx es mayor que ggxx, entonces 4fh también es mayor
que gg Y, por lo tanto, la ecuacion es imposible. En todos
los demaés casos, sin embargo, la ecuacion es posible y los
dos valores de x se pueden dar realmente, aunque a menudo
se vuelvan irracionales, en cuyo caso uno puede acercarse
cada vez mas a su verdadero valor, como se sefial6
anteriormente; por otro lado, no tiene lugar ninguna

aproximacion con expresiones imaginarias como +-5, ya
que 100 esta tan lejos de él como 1 o cualquier otro nimero.

141.

También se recordar que cualquier expresion de
segundo grado xx*axzb necesariamente siempre se
puede resolver en dos factores como

(x£p)(x£0q).

Porque si se quisieran tomar tres de esos factores, se
llegaria al tercer grado, y con solo un factor no se llegaria
al segundo grado. Por eso esta claro que toda ecuacion de
segundo grado contiene necesariamente dos valores para X,
y que no pueden ser ni Mas ni menos.

142.

Ya hemos visto que si se encontraron estos dos
factores, de ellos también se pueden indicar los dos valores
para x; porque si se equipara cada factor con 0, se obtiene
un valor para x. Esto también ocurre al revés, de modo que
tan pronto como se encuentra un valor para X, se reconoce
un factor de la ecuacion cuadratica. Porque si X =p es un
valor para x en una ecuacion cuadratica, entonces X —p
también es un factor de la misma, es decir, si todos los
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términos se llevan a un lado la ecuacion se puede dividir
entre x—p, y el cociente da el otro factor.

143.
Para explicar esto, sea dada esta ecuacion:
XX+4x-21=0,
de la cual sabemos que x =3 esun valor para x porque
3-3+4-3-21=0
y por lo tanto podemos concluir con certeza que X — 3 es un

factor de esta ecuacion, es decir, que xx+4x—21 se puede
dividir entre x— 3, como se puede ver en esta division:

X—3) xX+4x-21 (x+7
XX —3X
7x-21
7x-21
0

Entonces el otro factor es x+7 y nuestra ecuacion es
representada por este producto (x—3)(x+7) =0, del cual
los dos valores para x se aclaran inmediatamente, porque
del primer factor sale x = 3, y del otro sale x= —7.

CAPITULO 10

DE LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
CUBICAS PURAS

144.

Una ecuacién cubica se llama pura si el cubo del
numero desconocido se iguala a un numero conocido, es
decir, que ni el cuadrado del nimero desconocido ni el
numero desconocido mismo aparecen en ella.
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Una de estas ecuaciones es x® =125, o de manera

general, x*=a, 0 x*=1.

145.

Es obvio como se puede encontrar el valor x de tal
ecuacion, ya que solo es necesario extraer la raiz ctbica en
ambos lados.

Entonces de la ecuacion x® =125 se encuentrax =5,

y
de la ecuacién x® =a se obtiene x=3a; pero de x* =%

se tiene

Por lo tanto, habiendo aprendido a extraer la raiz cubica de
un ndmero dado, también se pueden resolver tales
ecuaciones.

146.

De tal manera solo se obtiene un valor para x; ya que
cada ecuacién cuadratica tiene dos valores, por lo que se
tienen razones para sospechar que una ecuacion cubica
también tiene que tener mas de un valor, por lo que valdra
la pena el esfuerzo de investigar este asunto mas de cerca,
y en el caso de que tal ecuacién tuviera mas valores para X,
de encontrarlos también.

147.

Consideremos p. ej. esta ecuacion x*=8, de la cual se
deben encontrar todos los nimeros cuyo cubo sea igual a 8;
ya que ahora uno de estos nameros es indiscutiblemente
x =2, la expresion x®*—-8=0 se tiene que poder dividir
necesariamente entre x — 2, segun el capitulo anterior. Por
lo tanto efectuamos esta division como sigue:
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Xx—2) x*-8 (xx+2x+4
X3 — 2XX
2XX—8
2XX —4X
4x -8
4x -8
0

Entonces nuestra ecuacion x*—8=0 puede ser represen-
tada por estos factores:

(X—=2)(xx+2x+4)=0.

148.

Ya que la pregunta es cual nimero tenga que ponerse
para x para que x*=8, oque x*-8=0, esta claro que esto
sucede si el producto encontrado es igual a 0; pero este sera
0 no solo si el primer factor es x—2 =0, lo cual da x =2,
sino también si el otro factor es xx+2x+4=0. Entonces
ponemos XX+ 2x+4 =0, asi tenemos xx =—2x—4y por lo

tanto sera:
X =-1++/-3.

149.

Asi que, ademas del caso x = 2 en el que se satisface la
ecuacién x® =8, tenemos otros dos valores para X cuyos
cubos también son 8, y que tienen esta forma:

1) x=—1+J=3 y 1) x=-1-+/-3,

lo cual queda fuera de duda calculando sus cubos como
sigue:
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~1+J-3 ~1--3

~1+J-3 ~1--3
1-J-3 1++/-3
~-J-3-3 +4J-3-3

—2—2\/3 cuadrado —2+2\/§

~1++/-3 ~1--3
2+24/-3 2-2J-3
—2/-3+6 +24/-3+6

8 cubo 8

Estos dos valores son imaginarios o imposibles, pero
sin embargo merecen ser tomados en cuenta.

150.

Esto también sucede en general para cualquier
ecuacion cubica de la forma x® =a, donde, ademas del

valor x=4%a, también hay otros dos. Para abreviar,
ponemos 3fa =c, de modo que a=c?, y nuestra ecuacion
adquiere la forma x3—c® =0, la cual puede dividirse entre
X—C como se puede ver en esta division:
x—c) x3-c® (xx+cx+cc
X% —CXX
cxx—¢c?
CXX — CCX
cex—c?
ccx—c?
0

por lo tanto, nuestra ecuacion es representado por este
producto

(x—=c)(xx+cx+cc) =0,
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que en realidad es 0 no solo cuando x—c=0, 0 sea X =,
sino también cuando xx+cx+cc=0, pero esto da
XX = —CX—CC, y por lo tanto

,+,,,
x:—%iﬁf%—cc 0 sea x:c‘Tgcc,

X = —cicﬁ_ —1i\E
= 5 = .

2

esto es

C,
férmula que contiene otros dos valores para x.

151.

Dado que ahora se ha escrito ¢ en lugar de %/E,
Ilegamos a la conclusion de que para cada ecuacion cubica
de esta forma x®=a se pueden encontrar tres tipos de
valores para X que se expresan asi:

1) x=3a, 1) x=LE ) x="2.4a

lo que aclara que cualquier raiz cubica tiene tres valores
diferentes, de los cuales solo el primero es posible, pero los
otros dos son imposibles. Esto aqui es muy notable porque
ya hemos visto arriba que cada raiz cuadratica tiene dos
valores diferentes, y abajo se mostrard que cada raiz del
cuarto grado tiene cuatro valores diferentes, del quinto
grado cinco de ellos, y asi sucesivamente.

En los célculos comunes, solo se usa el primero de
estos 3 valores, porque los otros dos son imposibles, y
queremos agregar algunos ejemplos mas sobre ello.

152.

I. Pregunta. Buscamos un numero cuyo cuadrado
multiplicado por % del nimero dé 432.
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Este nimero sea X, entonces xx multiplicado por %x

tiene que ser igual al nimero 432: por lo tanto%x3 =432,

multiplicando por 4, se obtiene x® =1728, y sacada la raiz
Cubica, da x=12.
Respuesta. EI numero buscado es 12, porque su

cuadrado es 144, multiplicado por % de él, que es 3, da 432.

153.

Il. Pregunta. Bulsquese un nudmero cuya cuarta
potencia dividida entre su mitad y sumando 14% resulte

100.
El nimero sea X, entonces su cuarta potencia es x*,

dividida entre su mitad %x da2x3, sumando 14% debe dar

100; entonces se tiene 2x*+14; =100, restando 143 da

2x¢ =32 dividido entre 2 da x* =22, y sacando la raiz

cubica obtenemos x = %

154.

I1l. Pregunta. Algunos capitanes estan en campafia,
cada uno tiene tres veces mas jinetes y 20 veces mas
soldados de a pie que el nUmero de capitanes; y un jinete
recibe como paga mensual tantos florines como indica el
numero de capitanes, pero un soldado de a pie recibe la
mitad. El salario mensual en total es de 13.000 florines.
¢ Cuantos capitanes habia?

Suponemos que habia x capitanes, por lo que uno tenia
3x jinetes y 20x soldados de a pie. Entonces, el nimero de
todos los jinetes fue 3xx y el de los de a pie 20xx. Dado que
un jinete obtiene x florines y un soldado de a pie obtiene

%x florines, entonces los salarios mensuales de los jinetes
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son 3x? florines, pero los salarios de los soldados de a pie
son10x?® florines, por lo tanto en total reciben 13x® florines
nimero que tiene que ser igual a 13000, es decir,
13x® =13000, asi x®*=1000 y x=10.

Este es el nimero de capitanes.

155.

IV. Pregunta. Varios comerciantes se asocian y cada
uno invierte 100 veces mas que el nimero de socios; con
esta cantidad envian un representante a Venecia, el cual de
cada 100 florines logra ganar tantos flo. como indica el
doble nimero de socios; a su regreso la ganancia asciende
a 2662 florines. La pregunta es, ¢ cuantos comerciantes hay?

Suponemos que hayan sido x comerciantes, entonces
cada uno invirti6 100x florines y el capital total fue 100xx
florines. Dado que con 100 florines se ganaron 2x florines,
la ganancia fue 2x°, que debe ser igual al nimero 2662:

entonces 2x*=2662, por lo tanto x®=1331 y consecuen-

temente x =11, ese es el nimero de comerciantes que
habia.

156.

V. Pregunta. Una campesina cambia quesos por
gallinas, da 2 quesos por cada 3 gallinas; las gallinas ponen

huevos, cada una pone tantos como % del numero de

gallinas. Ella los lleva al mercado, da 9 huevos por tantos

peniques como una gallina ha puesto huevos, y gana 72

penigues. ¢Cuantos quesos cambio la campesina?
Suponemos que el numero de quesos haya sido X,

entonces ellos fueron cambiados por %x gallinas; dado que

una gallina pone %x huevos, el nimero de todos los huevos

3

ES4

xX. Ahora se venden 9 huevos por %x peniques, asi
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ue la ganancia total es de ix3, ue tiene que ser igual a
24

72. Por lo tanto 2—14 x3=72, entonces x*=24-72=8-3-8-9,

o sea x*=8-8-27, por lo tanto x = 12, y ese es el nimeros

de quesos que tenia la campesina, los cuales fueron
cambiados por 18 gallinas.

CAPITULO 11

DE LA RESO}LUCION DE LAS ECUACIONES
CUBICAS COMPLETAS

157.

Una ecuacion cubica se llama completa si en ella
aparecen, ademdas del cubo del numero desconocido,
también este numero desconocido mismo y su cuadrado,
por lo tanto, la forma general de tales ecuaciones es:

ax®+bx?+cx+d =0

si se han llevado todos los términos a un lado. En este
capitulo se mostrara como se pueden encontrar los valores
de x en dichas ecuaciones, que también se denominan raices
de la ecuacion; ahora aqui ya se puede suponer que tal
ecuacion siempre tiene tres raices, porque esto ya se mostrd
en el capitulo anterior de las ecuaciones puras de este grado.

158.
Para empezar, consideramos esta ecuacion:
x® —6xx+11x—-6=0,

y dado que una ecuacion cuadratica puede verse como un
producto de dos factores, esta ecuacidn cubica puede verse
como un producto de tres factores, que en este caso son:

(x=-D)(x-2)(x—3)=0
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ya que multiplicados entre si producen la ecuacion anterior.
Porque (x-1)-(x—2) da xx—3x+2, y esto multiplicado
por x—3 da x*-6xx+11x—6, que es la forma anterior,
que debe ser = 0. Entonces esto sucede si este producto
(x=1) (x—2) (x—23) se convierte en nada, lo que ya sucede
cuando solo uno de los tres factores sea = 0, y por lo tanto
en tres casos, primero cuando x—1=0 o x=1, segundo
cuando x—-2=0 0 x=2, y tercero cuando x—-3=0 o
X=3.

También se puede ver de inmediato que si se pone
cualquier otro nimero para x, ninguno de estos tres factores

se convierte en 0y, por lo tanto, tampoco el producto. Por
€S0 nuestra ecuacion no tiene mas raices que estas tres.

159.

Si en cualquier otro caso se pudieran indicar los tres
factores de tal ecuacidn, se tendrian las tres raices de la
misma. Para este fin consideramos tres de estos factores de
manera general, suponiendo que sean X—p, X—Q, X—T;
entonces buscamos su producto, y ya que el primero
multiplicado por el segundo da

xx—(p+0q)x+ pa,

entonces este producto, multiplicado también por x—r, da
la siguiente expresion:

X3 —(p+q+r)xx+(pq+ pr+qr)x—pqr.
Si esta expresion ahora debe ser igual a 0, esto sucede en
tres casos; primero si x—p=0 o0 Xx=p, segundo si
X—q=0 0 x=q,ytercerosi x—r=0 0 x=r.
160.
Ahora expresamos esta ecuacion de la siguiente forma

X2 —axx+bx—c =0,
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y si las raices de ella son
) x=p, 1) x=q, ML) x=r,

entonces primero tiene que ser a=p+q+r, y luego en
segundo lugar b =pg+pr+qr y en tercer lugar ¢ = pgr, de
lo cual vemos que el segundo término contiene la suma de
las tres raices , el tercer término es la suma de los productos
de dos raices y finalmente el ultimo término es el producto
de todas las tres raices multiplicadas entre si.

Esta Gltima propiedad nos da inmediatamente esta
importante ventaja de que una ecuacion cubica ciertamente
no puede tener otras raices racionales que aquellas entre las
que se puede dividir el dltimo término: porque él es el
producto de las tres raices, entonces tiene que ser divisible
entre cada una de ellas. Por eso se sabe inmediatamente con
cuéles nimeros se debe hacer la prueba si se quiere adivinar
unaraiz.

Para explicar esto, consideramos esta ecuacion
x®=x+6, 0 sea x*—x—6=0. Dado que no puede tener

raices racionales distintas a tales que sean divisores del
altimo término 6, entonces solo es necesario probar estos
numeros 1, 2, 3, 6, cuyas pruebas son:

I.) si x=1entonces 1-1-6=-6.
Il.) six=2entonces 8-2-6=0.
I1.) six=3entonces 27-3-6=18.
I11.) six =6 entonces 216—-6—6=204.
De ello vemos que x =2 es una raiz de la ecuacion
dada, de la cual ahora es facil encontrar las otras dos.
Porque, como x = 2 €S una raiz, entonces x—2 es un factor

de la ecuacion, por lo que solo se tiene que buscar el otro,
lo que se realiza mediante la siguiente division
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X—2) x}—x-6 (Xx+2x+3
X3 — 2XX

2XX— X—6
2XX —4X
3Xx—6
3Xx—6
0

Ya que ahora nuestra expresion es representada por este
producto:

(X—2) (xx+2x+3),

entonces el mismo serd 0 no solo si x—2 =0, sino también
Si

XX+ 2X+3=0.

Pero de esto obtenemos xx=-2x—-3 y por lo tanto
X =—1++/-2, que son las otras dos raices de nuestra

ecuacion, y que obviamente son son imposibles o
imaginarias.

161.

Pero lo dicho solo se aplica si el primer término de la
ecuacion x* se multiplica por 1, y los demas se multiplican
por numeros enteros. Pero si hay fracciones en ella, se tiene
una manera de convertir la ecuacion en otra libre de
fracciones, y entonces se puede hacer la prueba anterior.

Consideramos, por ejemplo, esta ecuacion

X —3xx+Lx—2=0; porque aqui solo hay cuartos,

ponemos X :%, entonces se obtiene

3
y 3y Uy 3_
g8 4 T3 =0,

ENEN
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que multiplicada por 8 da y*-6yy+11y—6=0, cuyas

raices son y=1, y=2, y=23, como vimos anteriormente,
por eso para nuestra ecuacion obtenemos

1) x=3, 1) x=1 1) x=3.

162.

Ahora suponemos que el primer término esté multipli-
cado por un numero y el Gltimo término sea 1, como en esta
ecuacion 6x°® —11xx+6x—1=0, dividiéndola entre 6 sale

x3—1—61xx+x—%:0, la cual podria ser liberada de las

y

fracciones de acuerdo con la regla anterior poniendo x = £,

3
i Y iy oy 1_
entonces se obtiene S-S +5-5=0, Y esto

multiplicado por 216 da y®-11yy+36y—36=0. Aqui
seria laborioso hacer la prueba con todos los divisores del
nimero 36; pero como en nuestra primera ecuacion el
Gltimo término es 1, ponemos X :%, entonces obtenemos

6 _1
A

convierte en 6-11z+6z°—-2°=0, y llevando todos los
términos al otro lado da z®—6zz+11z -6 =0, cuyas raices
sonz=1,z=2, z=3; por lo tanto, para nuestra ecuacion

+§—1:0, la cual, multiplicada por 2z, se

obtenemos x =1, x=%, x=%.
163.

De lo anterior se puede ver que si todas las raices son
nlimeros positivos, en la ecuacion los signos mas y menos
tienen que alternarse, de manera que la ecuacion toma la
forma: x®—axx+bx—c=0, donde ocurren tres alternan-
cias, es decir, tantas como el nimero de raices positivas.
Pero si todas las tres raices hubieran sido negativas y estos
tres factores x+p, X+q, x+r hubieran sido multiplicados,
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entonces todos los términos tendrian el signo mas, y la
ecuacion habria obtenido esta forma x* +axx+bx+c =0,
donde se suceden tres veces dos signos identicos, es decir,
tantos como el nimero de raices negativas.

Ahora, de esto se ha sacado la conclusién de que
cuantas veces los signos se alternen, tantas raices positivas
tiene la ecuacién, pero cuantas veces se sucedan signos
iguales, tantas raices negativas tiene la ecuacion. Esta
observacién es de gran importancia para saber si se tiene
que tomar el signo negativo o positivo en los divisores del
ultimo término cuando se haga la prueba.

164.

Para explicar esto con un ejemplo, consideremos esta
ecuacion:

X3 + xx—34x+56 =0,

en la cual hay dos alternancias de signos y solo una
secuencia del mismo signo, por lo que se concluye que esta
ecuacion tiene dos raices positivas y una negativa, que
tienen que ser ser los divisores del ultimo término 56 y por
lo tanto estan dentro de los nimeros +1, 2, 4, 7, 8, 14, 28,
56.

Siahorase pone x =2, entonces 8+4—68+56 = 0, de
lo cual vemos que x =2 es una raiz positivay por lo tanto
X—2 es un divisor de nuestra ecuacion, a partir de la cual
las dos raices restantes se pueden encontrar facilmente
dividiendo la ecuacion entre x—2 de la siguiente manera

X—2) X+ xx—34x+56 (xx+3x-28
X3— 2Xx
3xx—34x+56
3XX— 6X
—28x+56
—28x+56
0
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Ponemos este cociente xx+3x—28=0, de lo cual
entonces se encuentran las otras dos raices, que seran

x=-S+1 luego estas otras dos raices son x=4 vy

22
X =—17, a las cuales hay que agregar la de arriba, x = 2.

De donde esta claro que realmente hay dos raices
positivas y una sola raiz negativa; ademas, quisiéramos

explicar esto con los siguientes ejemplos.

165.

I. Pregunta. Hay dos niameros, su diferencia es 12, si
se multiplica su producto por su suma, se obtiene 14560,
;cuales son estos nimeros?

El menor sea x, entonces el mayor es x+ 12, su pro-
ducto es xx+ 12x, este multiplicado por su suma 2x+12
da 2x*+36xx+144x =14560, dividido entre 2 da
x® +18xx + 72x = 7280.

Ahora, ya que el ultimo término 7280 es demasiado
grande para realizar la prueba con todos sus divisores, pero
el mismo es divisible entre 8, entonces ponemos x = 2y,
porque entonces sale: 8y®+72yy+144y=7280, esta

ecuacion dividida entre 8 es y*+9yy+18y =910, y asi

solo hay que probar con los divisores del nimero 910 que
son 1, 2, 5,7, 10, 13 etc. Pero ahora los primeros, 1, 2, 5,
son obviamente demasiado pequefios, pero si se toma
y=7, se obtiene 343+441+126, justamente =910;
entonces una de las raices es y =7, por lo tanto x =14; si
se desea conocer las otras dos raices de y, se divide
y3 +9yy +18y—910 entre y—7 de la siguiente manera:
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y—=7) y*+9yy+18y-910 (yy+16y+130
y —Tyy
16yy+ 18y-910
16yy -112y
130y 910
130y - 910
0

Si ahora se pone este cociente yy+16y+130=0, se
obtiene yy =—-16y—130 y, por lo tanto, y:—SiJE,
por lo que las otras dos raices son imposibles.

Respuesta. Los dos nimeros que estamos buscando

son 14 y 26, su producto es 364, este multiplicado por su
suma 40 da 14560.

166.

Il. Pregunta. Buscamos dos nUmeros con una
diferencia de 18 tales que si se multiplica la diferencia de
sus cubos por la suma de los nimeros, se obtenga 275184.
¢ Cuéles son estos nimeros?

Sea x el niUmero menor, entonces el mayor es x+ 18,
pero el cubo del menor es x* y el cubo del mayor
=x3+54xx+972x+5832, asi que su diferencia es
54xx +972x +5832 =54(xx +18x+108), la cual debe mul-
tiplicarse por la suma de los nimeros, 2x+18=2(x+9);
pero el producto es 108(x® +27xx + 270x +972) = 275184,
dividido entre 108 resulta x3+27xx+270x+972 = 2548,
0 sea x®+27xx+270x =1576. Los divisores del nimero
1576 son 1, 2, 4, 8, etc., donde 1 y 2 son demasiado
pequefios, pero poniendo 4 para X, se satisface esta
ecuacion; si se quisieran encontrar las otras dos raices, se

tendria que dividir la ecuacion entre x—4 de la siguiente
manera:



ECUACIONES CUBICAS COMPLETAS 107

X—4) x*+27xx+270x—-1576 (xx+31x+394
X3 — 4xx
31xx+270x
31xx—124x

394x-1576
394x-1576

0

Del cociente obtenemos xx=-31x—394 y de esto

x=-3t+ /211578 " Jas dos raices son imaginarias o

imposibles.
Respuesta. Entonces, los nimeros buscados son 4y 22.

167.

I11. Pregunta. Busco dos nimeros cuya diferencia sea
720; si multiplico la raiz cuadrada del nimero mas grande
por el nimero mas pequefio, resulta 20736. ¢Qué numeros
son?

El menor sea = x, entonces el mayor es x+ 720 y debe
ser

x+/X+720 = 20736 =8-8-4-81.
Ahora tomamos los cuadrados de ambos lados y tenemos:
XX(X+720) = x3 + 720xx =8%-82-4% -812
Ponemos x = 8y, entonces sera
8y?+720-82y? =82-82-4%-817,
dividido entre 8%, da y®+90y®>=8-4?-81%; ahora sea

y = 2z, entonces 8z° +4-90zz =8-42-81?, dividiendo entre

8 obtenemos z°+45zz =42 -81%. Ademas, ponemos z = 9u
de modo que 9%u® +45-9%uu =42-9*, dividido entre 9° es
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ud+5uu=42-9, o sea uu(u+5)=16-9=144. Aqui se
puede ver claramente que u=4: porque uu=16 vy
u+5=09; ya que ahora u =4, entonces son z=36,y =72,
y X =576, que fue el nUmero menor, pero el nUmero mayor
1296, cuya raiz cuadrada 36 multiplicada por el nimero
mas pequefio 576 da 20736.

168.

Nota. Esta pregunta se puede resolver mas como-
damente de la siguiente manera; ya que el nimero mayor
tiene que ser un cuadrado, porque si no su raiz multiplicada
por el menor no produciria el nimero dado, suponemos que
el nimero mayor sea xx, entonces el menor es xx — 720, que
multiplicado por la raiz cuadrada de aquel, es decir, por X,
da x3-720x=20736=64-27-12; pone-mos X =4y,
entonces 64y®—720-4y =64-27-12, dividido entre 64 da
y®—45y=27.12; ademas ponemos Yy =3z, entonces
277% —135z =27-12, dividido entre 27 da z®-5z=12, o
sea z°-5z-12=0.

Los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6, 12, de los cuales
1y 2 son demasiado pequefios, pero si ponemos z = 3, sale
27-15-12=0; por lo tanto tenemos z=3, y=9, x = 36;
entonces el ndmero mayor es xx=1296 y el menor
xx— 720 =576, como arriba.

169.

IV. Pregunta. Hay 2 numeros cuya diferencia es 12. Si
se multiplica esta diferencia por la suma de sus cubos, se
obtiene 102144. ; Qué nimeros son?

Sea x el menor, asi el mayor es x+12, el cubo del
primero es x*, pero el del otro da x® +36xx+432x +1728,

cuya suma multiplicada por 12 es
12(2x3 +36xx +432x +1728) =102144;
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dividido entre 12 sera 2x3+36xx+432x+1728 =8512,
dividido entre 2 da x3+18xx+216x+864 =4256, 0 sea
x® +18xx +216x =3392=8-8-53. Ponemos x=2y e
inmediatamente dividimos entre 8, entonces obtenemos
y3 +9yy +54y =8-53 =424,

Los factores del ultimo término son 1, 2, 4, 8, 53, etc.,
de los cuales 1 y 2 son demasiado pequefios; pero si se pone
y=4, tenemos 64 +144 +216 =424. Entonces y=4 y
x = 8; por lo tanto, los dos nimeros son 8 y 20.

170.

V. Pregunta. Varias personas establecen una sociedad,
cada socio invierte diez veces méas florines que personas.
Con 100 florines cada socio gana 6 florines mas de lo que
indica el niumero de socios. Ahora se da que la ganancia
total asciende a 392 florines. ¢ Cuantos socios habia?

Suponemos que hayan sido x socios, entonces uno
invierte 10x florines, pero todos juntos invierten 10xx
florines, y con 100 florines ganan 6 florines mas de lo que
indica su nimero. Entonces con 100 florines ganan x+ 6

. . X3+BXX
florines y con todo el capital ganan ~—;—=392.

Multiplicando por 10 se obtiene x*+6xx=3920. Si
ponemos X =2y, obtenemos 8y*+24yy=23920, que
dividido entre 8 da y*+3yy=490. Los divisores del
Gltimo término son 1, 2, 5, 7, 10, etc. de los cuales 1,2y 5
son demasiado pequefios. Pero poniendo y =7 se obtiene
343+ 147 =490, entonces y=7 y x=14.

Respuesta. Habia 14 socios y cada uno invirtié 140
florines.

171.

VI. Pregunta. Algunos comerciantes juntos tienen un
capital de 8240 tal., adicionalmente, cada uno pone 40
veces mas tal. de lo que indica el nimero de socios. Con



110 PARTE 2, SECCION 1, CAPITULO 11

toda esta suma ganan tanto por ciento como indica el
numero de socios; luego se reparten la ganancia y alli se
dan cuenta que, después de haber tomado cada uno diez
veces mas taleros de lo que indica el numero de socios,
todavia quedan 224 tal. ; Cuéntos socios habia?

El nimero de socios sea = X, entonces cada uno agrega
40x tal. al capital de 8240 tal., asi que todos juntos agregan
40xx tal., por lo que el total fue 40xx + 8240, con esto ganan
x tal por cada 100 tal., por lo tanto la ganacia total sera:

40x3  8240x 3, 824 3 412
100 100 EX +Ex_§x +==X. De esta, cada uno

toma 10x tal. y todos juntos 10xx tal., y todavia quedan 224
tal., de lo cual se puede ver que la ganancia fue: 10xx + 224,

de donde surge esta ecuacion 2 x® +2 x =10xx + 224, que
multiplicada por 5 y dividida entre 2 da

X2 +206x =25xx+560, 0 Xx®—25xx+206x—-560=0.

Pero para hacer las pruebas, la primera forma sera mas
conveniente; aqui los divisores del ultimo término son: 1,
2,4,5,7,8, 10, 14, 16, etc. los cuales tienen que tomarse
positivos, porque en la ultima ecuacion hay tres
alternancias de signos, de las cuales se puede concluir con
seguridad que las tres raices son positivas. Si se intenta
ahoracon x=1 0 x=2, es evidente que la primera parte
se vuelve mucho més pequefia que la segunda. Por eso
probamos los siguientes: si x=4, entonces sera
64 +824 =400+560, lo cual no se cumple; si x=5,
entonces serd 125+ 1030 = 625 + 560, lo cual no se cumple;
cuando x =7, entonces sera 343+ 1442 =1225+560, lo
cual se cumple: por lo tanto, x =7 es una raiz de nuestra
ecuacion. Para encontrar las otras dos, dividase la ultima
forma entre x—7 de la siguiente manera:
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X—7) x®—25xx+206x-560 (xx—18x+80
X% — Txx
—18xx+ 206x
—18xx +126x

80x —560
80x —560

0

Entonces ponemos el cociente igual a 0, asi obtenemos
xXx—18x+80=0 o0 xx=18x-80,

por lotanto x = 9+ 1, entonces las otras dos raices son x = 8
y x=10.

Respuesta. Hay tres respuestas a esta pregunta: segln
la primera el nimero de comerciantes fue 7, segun la
segunda el mismo fue 8, segln la tercera 10, como indica
la prueba afiadida aqui.

El nimero de comerciantes 7 8 10
Cada uno invierte 40X.........c.ccoeeeee 280 320 400
asi todos juntos invierten 40xx....... 1960 | 2560 | 4000
el capital antiguo fue ...........ccceue.e. 8240 | 8240 | 8240
el capital total es 40xx +8240........ 10200 | 10800 | 12240
con él se gana tanto por ciento como

el nimero de SOCIOS.......c.cccvevevennns 714 864 | 1224
de esto cada uno quita 10x.............. 70 80 100
entonces todos juntos 10xx............. 490 640 | 1000
entonces quedan ........occoveereiiiennns 224 224 224
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CAPITULO 12

DE LA REGLA DE CARDANO O DE SCIPIONE
FERRO

172.

Si una ecuacion cubica se reduce a nimeros enteros,
como se mostrd anteriormente, y ningun divisor del ultimo
término es una raiz de la ecuacion, esto es una sefial segura
de que la ecuacion no tiene raiz en nimeros enteros, pero
tampoco en fracciones, lo cual se demuestra como sigue.

Consideramos la ecuacion x® —axx+hbx—c =0, donde

a, b y c son nimeros enteros, entonces si p. €j. ponemos

X :%, obtenemos %—%a+%b—c; aqui el primer término
solo tiene 8 como denominador. Los demas solo se dividen
entre 4 y 2 0 son nameros enteros, que por lo tanto, junto
con el primero, no pueden convertirse en 0, y esto también

se aplica a todas las demas fracciones.

173.

Dado que en estos casos las raices de la ecuacion no
son numeros enteros ni fracciones, entonces son
irracionales y a menudo incluso imaginarias. Como se van
a expresar y qué tipos de signos de raiz aparecen es un
asunto de gran importancia cuya solucién se atribuy6 a
CARDANO 0 mas bien a SCIPIONE FERRO hace unos cientos
de afios, que por lo tanto merece ser explicado aqui con toda
dedicacion.

174.

Para este proposito hay que considerar detalladamente
la naturaleza de un cubo cuya raiz es un binomio:

Sea la raiz a+b, entonces su cubo es
a® +3aab +3abb +b?, que consta primero del cubo de cada

parte y ademas de estos también contiene dos términos
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intermedios, es decir, 3aab -+ 3abb, que ambos tienen 3ab
como factor, pero el otro factor es a+b. Porque 3ab
multiplicado por a+b da 3aab+ 3abb. Estos dos términos
contienen el triple del producto de las dos partes a y b
multiplicado por su suma.

175.

Ahora ponemos Xx=a+b y tomamos el cubo en
ambos lados, entonces x®=a®+b*+3ab(a+b). Como
a-+b = x, tenemos la ecuacion ctbica x® =a®+b*+3abx, o
sea, x® =3abx+a®+b?, de la cual sabemos que una raiz es

X =a+b. Por lo tanto, siempre que ocurra una ecuacion de
este tipo, podemos mostrar una raiz de ella.

Sean p. ). a=2 y b=3, entonces se obtiene esta
ecuacion x* =18x+ 35, de la cual sabemos con certeza que

X ="5es unaraiz.

176.

Ahora ademas también ponemos a*=p y b®=q,

entonces a=3/p y b=3q, por lo tanto ab=3/pq; por
eso, si se da esta ecuacion cubica

x*=3x3/pq + p+q,

entonces 3/p +3/q serd una raiz de ella.
Pero siempre se pueden determinar p y g de tal mane-
ra que tanto 33/pq como p+q sean iguales a cualquier

numero dado, lo que permite resolver cualquier ecuacion
clbica de este tipo.

177.

Por eso consideramos esta ecuacion cubica general
x® = fx+g. Aqui f tiene que compararse con 33/pq, y ¢
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con p+q; es decir, se tienen que determinar p y q de tal
manera que 33/@ sea igual al namero f, y p+q sea igual
al nimero g, y entonces sabemos que una raiz de nuestra
ecuacion seré x = ¥p + /.

178.
Entonces se tienen que resolver estas dos ecuaciones

1) 3Ypa=f y 1) p+q=g.

De la primera se tiene 3/pq :% y pqzé—;:% f3y

4pq=2i7f3; cuadrando la segunda ecuacion resulta
pp+2pq+qgq=9g; de esta se resta 4pq:2i7f3,

obtenemos pp—2pq-+qg=gg —% f3, cuyaraiz cuadrada
es p—q=4/99 —2i7 f3. Como ahora p+q=g, entonces

seran 2p=g+ gg—2i7f3 y 20=0— gg—2i7f3, por
lo tanto obtenemos

o— g+og— 2 13 y q= g-\99— 3
- 2 - 2

179.

Por lo tanto, si se da una ecuacion cubica de la forma
x® = fx+ g, donde los nimeros f y g pueden ser de la
naturaleza que quieran, entonces una raiz de ella siempre

sera
‘o i/gh/gg—;f?’ +§/g—\/gg—g‘7f3 _
= 2 2 ’
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de donde es evidente que esta irracionalidad incluye no solo
el signo de la raiz cuadrada, sino también el signo de la raiz
Ccubica, y esta formula es la que se suele llamar la regla de
CARDANO.

180.

Quisiéramos explicar la regla con algunos ejemplos.
Sea x*=6x+9, entonces aqui son f=6 y g=9,

luego gg=81, f°=216 y - f>=32. Por lo tanto,

99—+ F2=49 y \Jgg—-= 2 =7; por lo tanto, una raiz

de la ecuacién dada sera x=13/9L27+3%, esto es

x=§/§+§/1:3/§+31, 0 sea Xx=2+1=3. Entonces

X =3 esuna raiz de la ecuacién dada.

181.

Ademés, consideramos dada esta ecuacion
x3—3x+2 entonces f=3 y g=2,luegogg=4, f*=27
3 3
Y 5 % 2 = 4; por eso la raiz cuadrada de gg——f es =0;
por lo tanto una raiz sera

X = 13[2%0 +§/% =1+1=2.

182.

Aungue una ecuacion de este tipo tenga una raiz
racional, a menudo sucede que la misma no se puede
encontrar mediante esta regla, a pesar de que esté contenida
en ella.

Suponemos dada esta ecuacién x* =6x+40, donde
X=4 es una raiz. Aqui tenemos f=6 y ¢g=40, luego
99 =1600 y .- f3=32, porlo tanto gg— f*=1568 y
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lag — o 13 =/1568 = /4-4-49-2 = 28/2; entonces una

raiz sera

_ 3[40+282 40-282
X= %/ > +%/ > 0 sea
x = 320+142 + 3201442,

expresion que de hecho da 4, aunque no salte a la vista.
Porque dado que el cubo de 2+~/2 es 20+1442,

entonces, al revés, la raiz clbica de 20+14+2 es igual a
2++/2, y asi también

320-14y2 =22,

por lo tanto nuestra raiz sera x = 2+J2+2-2=4.

183.

Se puede objetar a esta regla que no se extiende a todas
las ecuaciones cubicas, porque no contiene el cuadrado de
X, 0 porque falta el segundo término. Pero debe notarse que
cualquier ecuacion completa siempre se puede transformar
en otra en la que falte el segundo término y a la que
entonces se puede aplicar esta regla. Para mostrar esto,
suponemos dada esta ecuacion cubica completa
x* —6xx+11x—6=0. Ahora tomamos la tercera parte del
namero 6 en el segundo término y ponemos x—2 =Y,
entonces x =y +2, y el resto del calculo es como sigue:
ya que

X=Yy+2,
XX=Yyy+4y+4,
X} =y +6yy+12y +8,

entonces tenemos
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x}=y3+6yy+12y+ 8
—6xx= —6yy—-24y-24

+11x = + 11y +22
-6= -6
x*—6xx+11x—-6=y? - .

Por eso obtenemos la ecuacion y®-y=0, cuya

resolucion salta a la vista inmediatamente, porque tenemos
los factores

y(yy-1) =y(y+1)(y-1)=0.
Si igualamos cada uno de los factores a 0, obtenemos:

LY=o ly==ho y=t
X=2, X= 1 X=3,

que son las tres raices ya encontradas arriba [§ 158].

184.
Consideramos esta ecuacion cubica general:

X3 +axx+bx+c=0,

de la cual se tiene que eliminar el segundo término.
Paraeste fina x se le agrega la tercera parte del nime-

ro del segundo término y para la suma se escribe una nueva

letra, por ejemplo y. Segun esta regla tendremos

x+%a =Yy, luego x= y—%a, de lo cual surge el siguiente
calculo:

—y-1
X_y 3a|

_ 2 1 .
XX=yy-zay+gaa, ademas
3 _ 3 _ 1 _ 1 s
X* =y’ —ayy+zaay—--a’;

entonces
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x¢ =B ayy+éaay——a3

axx = +ayy—%aay+ 5@’

bx = +hy - fab
c= +c

y? (aa b)y+—a3——ab+c 0,
ecuacion en la cual falta el segundo término.

185.

Ahora la regla de CARDANO se puede aplicar
facilmente a este caso. Porque dado que arriba teniamos la
ecuacion x® = fx+g, osea xX*— fx—g =0, en nuestro

caso son f _—aa by g_——a +3 ab c. De estos
valores encontrados para las letras f y ¢ obtenemos como

arriba:
~ §/9+«/gg—;‘7f3 +§/g—«/gg—;‘7f3
= 2 2 ’

y ya que asi se ha encontrado Yy, entonces para la ecuacion
dada tendremos: x=y-za.

186.

Con la ayuda de esta transformacion, ahora somos
capaces de encontrar las raices de todas las ecuaciones
cubicas, lo cual queremos mostrar con el siguiente ejemplo.
Sea la ecuacién dada como sigue

—6XX+13x-12=0.

Para eliminar el segundo término aqui, se pone x—2 =Yy,
entonces tendremos:

X=y+2, xxX=yy+4y+4, ademas
x}=y*+6yy+12y +8,
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por lo tanto

xX*=y3+6yy+12y+ 8
—6xx= —6yy—24y-24
+13x = +13y+26
- 12= -12

yi+y-2=0
0 sea y*=-y+2, que comparada con la férmula

x—fx+gdaf_—lg 2,asigg=4y 4f3 217.

Entonces gg — = f3 4+5 = %; por lo tanto obtenemos

4 f3 /% :%F, de lo que resulta

Y PEN/ IR PN/
y= s+ 52—, 0 sea
y= \/1+ Zf \/1—— 0 sea

y = €/9+29Jﬁ +§/9—29Jﬁ’ 0 sea
3 %/ 274621  a[27-6121
Y=A—"= 27

, 0Sea

= 1327+ 6421 + 1§27-6421;

y luego se obtiene x =y +2.

187.

En la resolucion de este ejemplo nos hemos topado con
una doble irracionalidad, pero no se tiene que concluir en
absoluto que la raiz es irracional, ya que por suerte podria

suceder que los binomios 27 +6+/21 realmente sean cubos.

Esto también se da aqui, porque dado que el cubo de 3**/_
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esigual a %SJZ = 27 +6+/21, entonces la raiz ctibica de

27+6+/21 es 3**2@ y la raiz clbica de27-621 es

3“2/ﬁ. Por ello el valor anterior de y sera

y:%(%gﬁ) (3—gﬁ):l+%:1.Ya que ahora y=1,

2
obtenemos x = 3, que es una raiz de la ecuacion dada. Si se
quisiera encontrar las otras dos también, se tendria que
dividir la ecuacion entre x—3 como sigue:
x—3) x*-6xx+13x-12 (xx—3x+4
X3 —3Xx
—3XX+13x
—3xx+ 9x
+4x-12
+4x-12
0

1
*3

y ponemos este cociente xx—3x+4 =0, de modo que

_ay _3,[9 16 _3, [7 _3T
XX=3x—-4 'y X=3*\ ;-7 =3% , 0 X==—7—.

Estas son ahora las otras dos raices, que son ambas
imaginarias.

188.

Pero aqui fue solamente suerte que realmente se
pudiera extraer la raiz cibica de los binomios encontrados,
lo que solo ocurre en aquellos casos en los que la ecuacion
tiene una raiz racional, la cual se puede encontrar mucho
mas facil segun las reglas del capitulo anterior; pero si una
raiz no es racional, no hay otra manera de expresarla que
segun la regla de CARDANO, por lo que no se puede abreviar
mas, como pasa por ejemplo en esta ecuacion x* =6x+4,

donde f=6 y g=4. Por lo tanto, se encuentra
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x=32+20"1+32-2v1,

que no se puede expresar de otra manera.

CAPITULO 13

DE LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE
CUARTO GRADO, TAMBIEN LLAMADAS
ECUACIONES BICUADRATICAS

189.

Si la potencia més alta del nimero x aumenta al cuarto
grado, entonces tales ecuaciones se llaman de cuarto grado
0 bicuadraticas, de las cuales la forma general sera:

x4 +ax® +bxx+cx+d =0.

Consideramos primero las denominadas ecuaciones
bicuadraticas puras, cuya forma es x* = f, de la cual se
encuentra la raiz inmediatamente sacando la raiz cuarta en

ambos lados, ya que entonces se obtiene x = \/?

190.
Dado que x* es el cuadrado de xx, el calculo se explica
bastante, si primero se extrae solo la raiz cuadrada, ya que
entonces se obtiene xx = ﬁ ; luego se saca la raiz cuadrada

una vez mas, asi que se obtiene x:«Nf , de modo que

,4/ f no es otra cosa que la raiz cuadrada de la raiz cuadrada

de f.
Si por ejemplo tuviéramos esta ecuacion x* = 2401,

entonces primero se encuentra xx = 49 y luego x = 7.
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191.

Pero de tal forma solo se puede encontrar una raiz, y
como siempre hay tres raices cubicas, no hay duda de que
deberia haber cuatro raices, que ahora también se pueden
hallar de esta manera. Porque dado que del ultimo ejemplo
resulta no solo xx = 49 sino también xx = — 49, entonces de
la primera ecuacion obtenemos estas dos raices x =7,
x=-7, pero de la segunda obtenemos también:

X =49 = 7/-1 y X=- —49:—7\/—_1, que son las

cuatro raices cuartas de 2401. Y asi es con todos los demas
ndmeros.

192.

En su debido orden, después de estas ecuaciones puras
siguen aquellas en las que faltan el segundo y cuarto
término, o sea que tienen esta forma:

x*+ fxx+g =0,

que se puede resolver segun la regla de las ecuaciones

cuadraticas. Porgue si ponemos xx =Y, entonces se tiene
yw+fy+g=0, osea yy=-fy—g,

de la cual se encuentra:

fafiff—g=—20149

y=- 2

N~

—fx ff-4g

2 EH
donde los signos ambiguos + indican todas las cuatro
raices.

Como ahora xx =Y, entonces resulta x=+

193.

Pero si todos los términos aparecen en la ecuacion, ella
siempre puede verse como un producto de cuatro factores.
Porque si estos cuatro factores (x— p)(X—q)(X—r)(x—s)
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se multiplican entre si, entonces se encuentra el producto
siguiente

X*— (p+g+r+s)x3+ (pg+ pr+ ps+qr-+qs+rs)xx
— (pgr + pgs+ prs+qrs)x + pqrs,

expresion que no puede ser igual a 0 de otro modo que
cuando uno de los cuatro factores anteriores sea = 0. Esto
puede suceder de cuatro formas diferentes,

I.) si x=p, IL.) x=q, HL) x=r, IV.) x=5,
que son las cuatro raices de esta ecuacion.

194.

Si miramos mas de cerca esta forma, encontramos que
en el segundo término aparece la suma de las cuatro raices,
la cual se multiplica por —x3, en el tercer término esta la

suma de los productos de dos raices multiplicadas entre si,
que se multiplica por xx, en el cuarto término vemos la
suma de los productos de tres raices multiplicadas entre si,
que se multiplica por —Xx, y finalmente el quinto y Gltimo
término contiene el producto de todas las cuatro raices
multiplicadas entre si.

195.

Dado que el dltimo término contiene el producto de
todas las raices, dicha ecuacion bicuadratica no puede tener
otras raices racionales que las que sean a la vez divisores
del dltimo término, de modo que por esta razon todas las
raices racionales, si existen, pueden ser encontrados facil-
mente si se pone cada divisor del dltimo término para x
paso a paso, Y prueba cual satisface la ecuacién; pero si ya
se ha encontrado una sola raiz, p. €j. x = p, entonces solo se
necesita dividir la ecuacion entre x—p después de que
todos los términos se hayan llevado a un lado, e igualar el
cociente a 0, lo que dara una ecuacion cubica que se puede
resolver segun las reglas anteriores.
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196.

Pero ahora para esto se requiere inevitablemente que
todos los términos consten de ndmeros enteros, y que el
primero esté solo, es decir, que se multiplique solo por 1;
entonces, si hay fracciones en algunos términos, estas
tienen que eliminarse de antemano, lo cual se puede lograr
siempre si en lugar de x se escribe y dividida entre un
numero que incluya los denominadores de las fracciones:

si se diera esta ecuacion

x4—%x3+1xx—3x+i 0,

3 FRARET
entonces, como los denominadores contienen 2 y 3 junto
con sus potencias, ponemos

1.3 1 3
VAR LA L

x=%, luego Lr—2-

1_
@ Te et 0

que multiplicado por 6* da
y*—3y* +12yy —162y +72 =0.

Si se quisiera averiguar si esta ecuacion tiene raices
racionales, en lugar de y se tendria que escribir los divisores
del nimero 72 paso a paso para ver en cuales casos la
expresion realmente se convierte en 0.

197.

Pero como las raices pueden ser tanto negativas como
positivas, habria que hacer dos pruebas con cada divisor, la
primera tomandolo positivo, y la otra tomandolo negativo.
Pero aqui nuevamente hay que notar que cuantas veces los
dos signos + y — se alternan entre si, tantas raices positivas
tiene la ecuacidn; pero cuantas veces haya signos iguales
consecutivos, tantas raices negativas tiene que haber. Dado
que ahora hay 4 alternancias en nuestro ejemplo, y
ningunos signos iguales consecutivos, todas las raices son
positivas y, por lo tanto, no es necesario tomar negativo
ningun divisor del Gltimo término.
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198.

Por ejemplo, consideramos dada esta ecuacion
x* +2x® = 7xx—8x+12 =0. Ahora hay dos alternancias de
los signos, y también dos sucesiones, de lo cual se puede
concluir con certeza que esta ecuacion tiene dos raices
positivas y dos raices negativas, y todas tienen que ser
divisores del nimero 12. Ya que estos divisores son 1, 2, 3,
4, 6, 12, primero probamos x=+1, el resultado es
realmente 0, por lo que una raiz es x=1. Si ademés
ponemos x=-1, resulta +1-2-7+8+12=21-9=12,
y por eso x =—1 no es una raiz. Si ademas también se pone
X = 2, entonces nuestra expresion nuevamente es = 0, y por
lotanto X =2 es unaraiz; pero x=—-2 también funciona.
Si se pone x =3, entonces sale 81 +54 -63—-24+ 12 =60,
por lo tanto no funciona; pero si se pone x=-3, esto da
81-54-63 +24+12=0, consecuentemente Xx=-3 €S
una raiz; asi que las cuatro raices son racionales y tienen los
siguientes valores

) x=1, 1) x=2, l.) x=-2, IV.) x=-3,

de los cuales dos son positivos y dos son negativos, como
lo indica la regla anterior.

199.

Pero si ninguna raiz es racional, tampoco se puede
encontrar ninguna de esta manera; por eso se han buscado
caminos para poder expresar las raices irracionales en estos
casos. Afortunadamente se han descubierto dos caminos
diferentes para llegar al conocimiento de tales raices, sea
como sea la ecuacion bicuadratica.

Pero antes de exponer estos métodos generales, sera
conveniente resolver algunos casos especiales que a
menudo se pueden aplicar con utilidad.
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200.

Si la ecuacion es tal que los nimeros en los términos
van de la misma manera tanto hacia atrds como hacia
adelante, como sucede en esta ecuacion:

X* +mx3 +nxx +mx+1=0,
la cual se puede generalizar un poco mas:
x* +max® +naaxx +ma3x+a* =0,

entonces tal forma siempre se puede considerar como un
producto de dos factores que son expresiones cuadraticas,
y que se pueden determinar facilmente: porque para esta
ecuacion planteamos el siguiente producto

(xx+ pax+aa)(xx+gax+aa) =0,
donde se tienen que buscar p y q tales que resulte la

ecuacion de arriba. Pero efectuando la multiplicacion se
encuentra

x*+(p+a)ax +(pg+2)aaxx+(p+g)a’x+a‘ =0

para que esta ecuacion sea la misma que la dada, se
requieren las siguientes dos cosas: 1.) que p+g=m Yy
I1.) que pg+2=n, osea pgq=n-2.

La primera de estas dos ecuaciones al cuadrado da
pp +2pg+gq = mm, la otra se toma cuatro veces, es decir,
4pq = 4n -8, y restandola queda

pp—2pq+0qq=mm-—4n+8§,

de la cual la raiz cuadradaes: p—q=+mm—-4n+8. Como
p-+q = m, sumandolas obtenemos

2p=m+Jmm—4n+8 osea p=mr/mm-in:s.

2
pero restandolas obtenemos

2q=m—Jmm—4n+8 osea q=T-dTANE

2
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Si ahora se han encontrado p y g, solo se necesita
poner cada uno de los factores =0 para encontrar los
valores de x. El primer factor da xx+pax+aa=0, 0 sea
XX = —pax —aa, de donde se encuentra

x=—221 %% a3 osea x——%ia £-1
osea x=-3patsa,/pp—4

el segundo factor da

~2ga+za\qq-4

y asi tenemos las cuatro raices de la ecuacion dada.

201.
Para explicar esto, sea dada esta ecuacion
x* —4x3-3xx—4x+1=0.

Aquiesa=1, m=—-4,n=-3, por tanto mm—4n+8 = 36
y la raiz cuadrada de esto es = 6; por lo tanto obtenemos
4+6

p= =1y q= =-5, asi que las cuatro raices
seran.
1)y 1) x=-i+1/53-2,
272
y ademas

)y IV) x=3+121=5/4,

entonces las cuatro raices de la ecuacion dada son las
siguientes
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1) x="20 oy x=5

) x=552 vy x=22

las dos primeras de ellas son imaginarias o imposibles, pero

las otras dos son posibles porque J21 se puede indicar con
la precision que se desee expresando la raiz con fracciones
decimales. Porque como 21 es tanto como 21,00000000, se
saca la raiz cuadrada de la siguiente manera:

21/00(00[00[00  (4,5825
16|
51500
1425
7500
8
7264
123600

2
118324
527600

5
1458225
69375

90

Ya que /21=4,5825 entonces la tercera raiz [de la

ecuacion] es x =4,7912 con bastante precision, y la cuarta
x =0,2087, que podrian haberse calculado facilmente con
mayor precision.

Debido a que la cuarta raiz se acerca bastante a

%,osea%, entonces este valor también satisfard la

ecuacion con bastante exactitud; poniendo luego x=1

5!
1 4 3 4 . 31 ' _
obtenemos =z — 5 — 5z —5 T1=1455, que deberia ser =0,

lo que se cumple con bastante precision.
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202.

El segundo caso, donde procede una resolucion
similar, es igual al anterior respecto a los numeros, solo que
el segundo y cuarto término tienen signos distintos; tal
ecuacion es por lo tanto:

x* +max® + naaxx —ma®x +a* =0,
la cual puede representarse por el siguiente producto
(xx+ pax —aa)(xx + gax—aa) = 0.
Porque efectuando la multiplicacion se obtiene
x*+(p+q)ax® +(pg—2)aaxx—(p+qg)a’x+a*,
que serd igual a la expresion dada, si primero p+qg=m
y luego pg—2=n, o sea pg=n+2; porque los cuartos
términos se convierten iguales automaticamente; cuadra-
mos la primera ecuaciobn como antes, obteniendo
pp+2pg+qq=mm, de esto se resta el otro tomado

cuatro veces, osea 4pgq=4n+8, entonces se obtiene
pp—2pq+qg=mm-4n—-8, cuya raiz cuadrada es

p—q=+mm-4n-8, y por lo tanto obtenemos

p= m-+/mm-4n—-8 y = m—J/mm-4n-8
-2 - 2

Si ahora se han encontrado p y g, entonces el primer factor
da estas dos raices

X=—1patza/pp+4,

y el segundo factor da estas

x=—%qai%a\/qq+4,

y asi se tienen las cuatro raices de la ecuacion dada.
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203.
Por ejemplo, sea dada esta ecuacion
x*—3-2x*+3-8x+16 =0,

aqui a=2ym=-3yn=0, entonces Ymm—-4n—8 =1,

por lo tanto p :%*1 =-1VYyqQ :% =-2, por lo cual las

dos primeras raices seran x=1++5 y las dos Ultimas
X =2++/8, tal que las cuatro raices buscadas seran

1) x=1++/5, 1) x=1-+/5,
1) x=2++8, IV.) x=2-4/8.

Por lo tanto, los cuatro factores que forman nuestra
ecuacion seran:

(x—l—\/g)(x—l+\/§)(x—Z—Jg)(x—2+\/§),

que, efectuando la multiplicacion, tienen que dar nuestra
ecuacion. Porgue el primero y el segundo multiplicados
entre si dan xx—2x—4 vy los otros dos dan xx—4x—4, y
estos dos productos multiplicados entre si dan
x* —6x® +24x+16, que es la ecuacion dada justamente.

CAPITULO 14

DE LA REGLA DE BOMBELLI PARA REDUCIR LA
RESOLUCION DE ECUACIONES BICUADRATICAS
A ECUACIONES CUBICAS

204.

Dado que ya se ha mostrado arriba codmo se pueden
resolver las ecuaciones cubicas con la ayuda de la regla de
CARDANO, lo principal de las ecuaciones bicuadraticas es
saber como reducirlas a ecuaciones cubicas. Porque sin la
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ayuda de las ecuaciones cubicas no es posible resolver la
bicuadratica de forma general: porque aunque se haya
encontrado una raiz, las raices restantes requieren una
ecuacion cubica. De lo cual se puede ver de inmediato que
también las ecuaciones de un grado superior presuponen la
resolucion de todas las inferiores.

205.

Hace varios cientos de afios, un italiano llamado
BoMBELLI dio una regla para esto, la cual queremos
exponer en este capitulo.

Entonces, sea dada la ecuacion bicuadratica general

x4 +ax® +bxx+cx+d =0,

donde las letras a, b, ¢, d pueden significar ndmeros
cualesquiera; ahora nos imaginamos que esta ecuacién sea
la misma que la siguiente

(Xx+2 ax+ p)? — (gx+1)? =0,

donde solo se trata de determinar las letras p, q y r de tal
manera que salga la ecuacion dada. Si ahora se ordena esta
ultima ecuacion, el resultado es
x* +ax® +%aaxx+ apx+ pp
+ 2pxXx—2qrx —rr
- qgxx

Aqui los dos primeros términos ya son iguales a
nuestra ecuacion; para el tercer término tiene que plantearse

1 1
z8a+2p—qq=b, osea qq=zaa+2p-b, parael cuarto
término tiene que ponerse ap—2gr = ¢, de la cual se tiene
2gqr=ap—c, pero para el dltimo término ponemos

pp—rr=d, por lo cual rr=pp—d. En base a estas tres
ecuaciones tienen que determinarse las tres letras p, q y .
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206.

Para hacer esto de la manera mas facil, tomamos la
primera cuatro veces, que serd 4qg=aa+8p-4b,
multiplicamos esto por la ultima rr=pp—d, entonces
obtenemos

4qqrr =8p°® + (aa—4b) pp —8dp —d (aa —4b);
ahora cuadramos la segunda ecuacion:
4qqrr = aapp — 2acp + cc;

asi que tenemos dos valores para 4qqrr que igualados dan
esta ecuacion

8p® + (aa—4b) pp —8dp —d(aa —4b) = aapp — 2acp +cc;
y llevando todos los términos a un lado, obtenemos
8p® —4bpp +(2ac—8d) p—aad +4bd —cc =0,

que es una ecuacion cubica, de la cual el valor de p tiene
qgue determinarse en cada caso segun las reglas dadas
anteriormente.

207.

Si ahora de los numeros dados a, b, ¢, d se han en-
contrado los tres valores de la letra p, para lo cual es
suficiente haber descubierto solo uno de ellos, entonces se
obtienen inmediatamente las otras dos letras q y r. Porque

de la primera ecuacion obtenemos q =, /% aa+2p-b yde

la segunda obtenemos r = % Pero si estas tres letras se

han encontrado para cualquier caso, entonces todas las
cuatro raices de la ecuacidn dada pueden ser determinadas
de la siguiente manera.

Dado que hemos puesto la ecuacion dada en esta forma

(Xx+2 ax+ p)? — (gx+1)? =0,
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entonces es (xx+%ax+ p)? =(gx+r)?, sacando la raiz
cuadrada se obtiene

1 > 1
XX+3aX+p=0x+r, otambién xx+3ax+p=—gx—r.
La primera ecuacion da
xx=(q—%a)x— p+r,

de la cual se encuentran dos raices; pero las otras dos se
encuentran de la segunda ecuacion, que toma la forma

xx:—(q+%a)x— p—r.

208.

Para explicar esta regla con un ejemplo, suponemos
dada esta ecuacion

x* —10x3 +35xx —50x+ 24 =0,

que comparada con nuestra formula general da a =-10,
b=35 ¢=-50, d=24, de lo cual surge la siguiente
ecuacion para determinar la letra p:

8p®—140pp +808p —1540 =0,
que dividida entre cuatro da
2p®—-35pp+202p-385=0.

Los divisores del altimo nimero son 1, 5, 7, 11, etc., de los
cuales 1 no procede; pero si se pone p=>5, entonces
250-875+1010-385=0, en consecuencia p=>5; si
también  se  quiere  poner p=7, entonces
686—1715+1414-385=0, asi p=7 es la segunda raiz.

Para encontrar la tercera, dividimos la ecuacion entre 2, asi

se obtiene p3—3—25 pp+101p—3—§5:0, y dado que el

nimero 3—25 en el segundo término es la suma de las tres
raices, y las dos primeras juntas suman 12, entonces la
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tercera tiene que ser 1—21 Asi que tenemos todas las tres
raices. Pero bastaria con conocer solo una, porque de cada
una tienen que salir las cuatro raices de nuestra ecuacion

bicuadratica.

209.

Para demostrar esto, primero sea p=25, entonces
tendremos

q=+25+10-35=0 y r="2%-23

Dado que nada estd determinado por esto, tomamos la
tercera ecuacion rr=pp—-d=25-24=1, y por lo tanto
r = 1. Por eso nuestras dos ecuaciones cuadraticas seran:

[.) xx=5x-4, I1.) xx=5x-6;

la primera da estas dos raices x =%i\/g, 0sea x=>2,
en consecuencia 0 x=4 o0 x=1. Pero la segunda da

x:gi\/%, asi que x:%; estonosda 0 x=3 0 x=2.

Pero si se desea poner p = 7, entonces seran

q=v25+14-35=2 y r="%0-_5

de donde surgen estas dos ecuaciones cuadraticas
) xx=7x-12, I1.) xx=3x-2;

la primera da x:%i\/z, entonces x:%, por lo tanto

X =4y x = 3; lasegunda ecuacion da esta raiz x =%J_r\/%,
3+ .
entonces x ===, por lo tanto x=2 y x=1; que son
precisamente las cuatro raices que ya se encontraron antes.

Y estas mismas también salen del tercer valor p = 1—21
Porque en este caso tenemos q=+/25+11-35=1 vy
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_ 55450

r 2

seran

—g, por lo cual las dos ecuaciones cuadraticas

I.) xx=6x-8, I1.) xx=4x-3;

de la primera se obtiene x = Biﬁ, entoncesx=4 y x=2;

pero de la segunda obtenemos x=2++/1, 0seax=3 y
X =1, que son las cuatro raices ya encontradas.

210.

Ademas, sea dada esta ecuacion x*-16x-12=0, en
lacuala=0,b=0,c=-16,d=-12; por lo tanto, nuestra
ecuacion cubica serd 8p*+96p—-256=0, es decir

p®+12p—-32=0, ecuacion que se vuelve aln mas fécil si
se pone p = 2t; porque entonces sera

8t3+24t-32=0 osea t3+3t-4=0.
Los divisores del ultimo término son 1, 2, 4, de los cuales
t= 1esunaraiz, de esto p=2 y ademas q=\/Z=2 y
r= % =4. Entonces las dos ecuaciones cuadraticas son
XX=2X+2 Yy Xxx=-2x-6, por lo tanto las raices seran

x:li\/é y x:—li\/g.
211.

Para que la resolucion anterior sea aun mas clara,
queremos repetirla por completo en el siguiente ejemplo:
entonces, sea dada esta ecuacion

X* —6x3 +12xx—12x+4 =0,
que debe estar contenida en esta formula

(xx—=3x+ p)*—(gx+r)? =0,
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donde en la primera parte se puso —3x porque —3 es la
mitad del nUmero — 6 en el segundo término de la ecuacion.
Pero desarrollando esta forma obtenemos

X*—6x3+(2p+9—-qq)xx—(6p+2qr)x+ pp—rr=0,

ahora se compara esta forma con nuestra ecuacion,
entonces se obtiene

I.) 2p+9-0qq=12, Il.)6p+2qr=12, IIl.) pp—rr=4;

de la primera obtenemos qq=2p-3, de la segunda
2qr=12-6p o gr =6—3p, de latercera rr = pp—4; ahora
multiplicamos rr y qgq entre si, entonces obtenemos
qqrr =2p®—3pp—8p+12. Pero si se eleva al cuadrado el
valor de qgr, se tiene qqrr = 36—36p+9pp; por lo tanto
obtenemos esta ecuacion:

2p®—-3pp—-8p+12=9pp—36p +36,

0 sea 2p*-12pp+28p-24=0, o dividida entre 2 da
p®—6pp+14p—-12=0, de la cual la raiz es p = 2; de esto

obtenemosqgq=1,g=1 y gqr=r=0. Por lo tanto, nuestra
ecuacion sera: (xx—3x+2)% =xx, cuya raiz cuadrada es
xX—3x+2 ==x; sise aplica el signo superior, entonces se
tiene xx=4x-2, pero para el signo inferior se tiene
XX=2x—2, de eso se encuentran estas cuatro raices

x=2++2 y x=1+/-1.
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CAPITULO 15

DE UNA NUEVA RESOLUCION DE LAS
ECUACIONES BICUADRATICAS

212.

Asi como la regla anterior de BomBELLI resuelve las
ecuaciones bicuadraticas con la ayuda de una cubica,
también se ha encontrado desde entonces otra forma de
lograr esto, que es completamente diferente a la anterior y
merece una explicacion propia.

213.
Planteamos que la raiz de una ecuacion bicuadratica

tenga esta forma
x=\lp +a T,

donde las letras p, q y r indican las tres raices de una
ecuacién cubica como sigue

z® - fzz+gz—h =0,
asi que seran
p+q+r="f, pg+pr+gr=g y pgr=Hh;
suponiendo esto, cuadramos la forma asumida de la raiz

X=\/E+\/a+\/F, el resultado es
XX = p+q+r+2\/a+2\/§+2\/q_r.

Dado que p+q+r =T, entonces
xx—f =24pq +2\/ﬁ+2\/q_r;
ahora tomamos los cuadrados de nuevo, asi obtenemos
x* =2 fxx+ ff =4pq+4pr+4qr
+84/ppar +84/pagr +84/ parr.
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Dado que ahora 4pq+4pr +4qgr =4g, tendremos

x*—2fxx+ ff —4g :8\/W-(\/E+\/a+\/?);

pero como \/3+\/a+ r=x y pgr=h, o sea
Jpar = Jh, llegamos a esta ecuacion bicuadratica

x4 —2fxx—8x+/h + ff —4g =0,

de la cual la raiz con certeza es

x=\p +fa +F,

y donde p, g y r son tres raices de la ecuacion cubica de
arriba:

23— fzz+gz—h=0.

214.

La ecuacion bicuadratica obtenida puede considerarse
general aunque falte el segundo término x°. Porque
siempre se puede transformar cualquier ecuacién completa
en otra donde falte el segundo término, como mostraremos
mas adelante.

Sea dada esta ecuacion bicuadratica:

x* —axx—bx—-c=0,

de la cual se debe encontrar una raiz. Comparamos la
ecuacion con la forma encontrada para determinar las letras
f, g y h. Para esto se requiere que

1) 2f =a, asi f =3,

C 0 bb
1) 8h=b, asi h=22,

aa

L) ff —4g=—c, osea 2-4g+c=0, 0 zaa+c=4g,

en consecuencia g =g aa+;C.
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215.

De la ecuacion dada x*—axx—bx—c=0 hemos
encontrado que las letras f, g y h estan determinadas asi:

f=la, g=faa+ic y h=ZLbb o Jh=1ip;

de ellas formamos esta ecuacidn cubica:
z® - fzz+gz—h =0,

de la cual hay que buscar las tres raices segun la regla
anterior. Estas sean ahora 1.) z=p, Il.) z=q, llIl) z=r;
de las cuales, una vez que se hayan encontrado, saldra una
raiz de nuestra ecuacion bicuadrética:

x=/p ++Jq+r.

216.

Si bien es cierto que parece que de esta manera solo se
encuentra una raiz de nuestra ecuacion, esta forma contiene
incluso todas las cuatro raices, ya que cada signo de raiz
cuadrada puede tomarse tanto negativo como positivo.

Si se aceptaran todos los cambios en los signos,
entonces saldrian 8 valores diferentes para x, de los cuales
solo 4 pueden ser validos. Pero debe notarse que el

producto de estos tres términos, es decir, \/pqr, tiene que
ser igual a vh=2b; por lo tanto, si £h es positivo, el

producto de las partes también tiene que ser positivo, en
cuyo caso solo se aplican estos cuatro cambios.

) x= \/B+\/a+\/F,
1) x= Jp-a-+r,
L) x=—p+.q -+,
IV.) x=—p —q+r,
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pero si %b es negativo, los 4 valores de x son los siguientes:

L) x=/p+a-+r,
1) x= Jp-g+r
L) x=—p+q+r
IV) x=—p-qg-+r.

Con la ayuda de esta nota, las cuatro raices se pueden
determinar en cualquier caso, como se puede ver en el
siguiente ejemplo.

217.

Sea dada esta ecuacion bicuadréatica en la que falta el
segundo término

x* —25xx+60x—36 =0,
que en comparacion con la féormula anterior da a = 25,
b=-60 y c=236, de lo cual ademas se obtiene
fo25 625+9_769 h=225.

2 9776 =7
entonces nuestra ecuacion cubica es

25 769 , 225
z3 — 5+ 2——7=0.

Para eliminar las fracciones aqui, ponemos z =
tanto sera

7 por lo

3
u 25 uu , 769 u 225
@ 21 e a4 =0

que multiplicando por 64 da
u® —50uu + 769u — 3600 =0,

de la cual deben encontrarse las tres raices, todas las tres
siendo positivas, y de las cuales una raiz es u=9; para
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encontrar las otras, se divide u®-50uu-+769u—3600
entre u—9, y se obtiene esta nueva ecuacion
uu—41u+400 =0, o sea uu =41u-400, de la cual obte-

_ 41, [1681 1600 _ 41+9.
NeMOs U == +,/=5= —== =5,

son u=9, u=16, u=25, por lo tanto obtenemos:

entonces las tres raices

9 25
1) z=7, W) z=4, lll) z="7.

Ahora estos son los valores de las letras p, g y r, de modo
que

p:%’ q=4, f=—7:

ya que ahora \/pgr =vh=-2 'y este valor =2b es
negativo, a esto tienen que ajustarse los signos de las raices
\/5, \/a\/F tiene que haber o solo un menos o tres
menos; como

Jp=3 Ju=2 y Jr=3

entonces las cuatro raices de nuestra ecuacion dada seran:

1) x= 242-2=1,

2 2
1) x= 3-2+2=2,
) x=-3+2+2=3,
IV) x=—-3-2-2=-8,

de donde surgen estos cuatro factores de la ecuacion
(x=D(x=2)(x—3)(x+6) =0,

de los cuales los dos primeros dan xx — 3x + 2, pero los dos
altimos dan xx+3x—18, y estos dos productos
multiplicados entre si producen justamente nuestra
ecuacion.
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218.

Ahora queda por demostrar coémo se puede transformar
una ecuacion bicuadratica en la que estd presente el
segundo término en otra que no contenga el segundo
término, para lo cual sirve la siguiente regla.

Sea dada esta ecuacion general

y*+ay®+byy+cy+d =0.

Aquia y se le agrega la cuarta parte del nimero del segun-
do término, o sea %a, y para ello se escribe una nueva letra

X, asi que y+%a =X, portanto y= x—%a; entonces sera

Yy =XX—zax+;-aa, ademas

Y = X3 = axx+ s aax — gz a’,

y de eso finalmente:

4 _y4_ay3 .3 _Llosy 1 o4
y* =x*—ax’ +gaaxx — pa’X+ 5z a

8 256
3 _ 3_3 3 a3y _ L 44
+ay’=  +ax’—gaaxX+ijsa’X— 4z a
+byy = + bxx—%abx+ %aab
+ey = + CX — zac
+d = + d

4,09_3 losy 3 o4
X*+0 gaaxXX+ ga’X—5za

1 1
+ bxx—Eabx+Eaab
+ oox —tac
4
+ d

En esta ecuacion, como puede verse, se cancelo el segundo
término, es decir que ahora puede aplicarse la regla dada y
determinarse las cuatro raices de x, de las cuales resultan
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automaticamente los cuatro valores de Yy, porque
—x_1
y=x—-za

219.

Tan lejos se ha llegado hasta ahora con la resolucion
de las ecuaciones algebraicas, es decir, hasta el cuarto
grado, y todos los esfuerzos para resolver las ecuaciones de
quinto grado y superiores de la misma manera, o al menos
para llevarlas a grados mas bajos, han sido infructuosos, es
decir que uno es incapaz de dar reglas generales mediante
las cuales se puedan encontrar las raices de ecuaciones
superiores.

Todo lo que se ha logrado en eso funciona sélo en
casos muy especiales, de los cuales el mas importante es
cuando haya una raiz racional, la que se puede encontrar
facilmente por ensayo y error, porque se sabe que siempre
tiene que ser un divisor del Gltimo término; y eso es tal
como ya lo hemos ensefiado con las ecuaciones de tercer y
cuarto grado.

220.

AUln sera necesario aplicar esta regla a una ecuacion
cuyas raices no sean racionales.
Ahora una ecuacion de este tipo es la siguiente

y*—8y*+14yy+4y—-8=0.

Aqui, ante todo, hay que deshacerse del segundo término,
asi que a la raiz y se le suma la cuarta parte del nimero del
segundo término, es decir y—2 = X, entonces sera

y=X+2 Yy yy=xx+4x+4, ademas
Y3 =x3+6xx+12x+8

y por lo tanto
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y* = x* +8x3+24xx +32x+16

— 8y = —8x3-48xx— 96x—64
+14yy = +14XxX+ 56X+ 56
+ 4y = + 4x+ 8
-8 = - 8

x*+0 —10xx— 4x+ 8=0,

que en comparacion con nuestra forma general da a = 10,

b=4, c=-8; de lo cual concluimos f=5, g= h=2

y Vh=3. De esto vemos que el producto /par sera
positivo. Por lo tanto, la ecuacion cubica serad
22 -52z+% 7—7=0, y de esta ecuacion cubica se tienen
que buscar las tres raices p,q y .

221.

Aqui primero hay que eliminar las fracciones, por eso

3
_u ub 5uu 17 u 1
ponemos L= 5 entonces 1 +—4 5T 0,

multiplicado por 8 da u®-10uu+17u—2=0, donde todas
las raices son positivas. Como los divisores del dltimo
término son 1 y 2, primero sea u=1, entonces sera
1-10+17-2=6 'y no 0, pero si u=2, entonces
8—-40+34-2 =0, se satisface la ecuacion. De ahi una raiz

es u=2; para encontrar las otras se divide entre u—2 de
la siguiente manera:

u-2) u®-10uu+17u-2 (uu-8u+1
u®- 2uu
— 8uu+17u
— 8uu+16u
u-2
u-2
0
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y de eso se obtiene uu—8u+1=0, o sea uu=8u-1, por
lo cual las dos raices restantes son u =4++/15. Dado que

=%u, las tres raices de la ecuacion cubica son:

1) z=p=1 1) z=q=2:85 q)z=r=4415

222.

Ahora que hemos encontrado p, g Yy r, sus raices
cuadradas seran

\/—1 \/— 8+2 = 8—;«/1_5_

Pero arriba [8 113-115] se ha demostrado que si

Jaa—b =c, laraiz cuadrada de (a++/b) se puede expre-
sar asi

\/a+J_ \/a+c+

entonces para nuestro caso son a=8 y /b =24/15, o sea
b =60 y por lo tanto ¢ = 2, de esto obtenemos

V8+2\15=5+43 y 8-2J15=15-43.

Dado gue ahora hemos encontrado \/B =1, \/a = _\/5?/5 y

Jr = \E;‘E, y sabiendo que su producto tiene que ser

positivo, entonces los cuatro valores para x seran de la
siguiente forma:

1) x= Jp+a++r= l+w:1+\/§
1) x= Jp-Jg—+r= 1_M:1_\/g
L) x=—p+yg—r =1+ BBEB_ 4, 3
IV) x=—p—Jq+fr=—1- BBy
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Como para la ecuacion dada planteamos y = x + 2, entonces
las cuatro raices de la misma son

L) y=3++5,
1) y=3-+5,
) y=1++/3,
V) y=1-4/3.

CAPITULO 16

DE LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES POR
APROXIMACION

223.

Si las raices de una ecuacidn no son racionales, puedan
expresarse mediante signos radicales o no, como es el caso
de las ecuaciones superiores, hay que conformarse con
determinar su valor mediante aproximaciones, de tal
manera gque uno se acerca mas y mas al valor verdadero,
hasta que el error finalmente pueda considerarse nada. Se
han inventado varios métodos para este fin, aqui explicare-
mos los mas importantes.

224.

El primer método se basa en que uno ya haya
investigado bastante bien el valor de una raiz, es decir, que
se sepa que p. ej. es mayor que 4 y a la vez menor que 5.
Entonces se pone el valor de la raiz =4+p, y ahi p
ciertamente significard una fraccién; pero si p es una
fraccion y por lo tanto es menor que 1, entonces el cuadrado
de p, el cubo y cualquier potencia superior son ain mucho
mas pequefios, por lo que ellos pueden ser omitidos del
calculo porque todo lo que importa es una aproximacion. Si
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ahora se ha determinado solo aproximadamente esta
fraccion p, entonces se conoce la raiz 4+p con mayor
precision; a partir de ésta se investiga un valor ain mas
exacto de la misma manera, y se continda del mismo modo
hasta que uno se haya acercado a la verdad tanto como se
desea.

225.

Explicaremos esto primero con un ejemplo sencillo y
determinaremos la raiz de esta ecuacion xx = 20 mediante
aproximaciones.

Aqui se puede ver que X es mayor que 4 y ademas
menor que 5, por eso ponemos Xx=4+p, entonces
xX=16+8p+pp=20; pero debido a que pp es muy
pequefio, se omite este término obteniendo esta ecuacién
16+8p =20, 0 sea 8p = 4, de esto salen p:% y x=41
que ya estd mucho mas cerca de la verdad; por lo tanto, se
pone X = 4% + p, entonces se estd seguro de que p serd una

fraccion alin mas pequefia que antes; por lo tanto pp ahora

se puede omitir con mayor razén. Entonces tendremos

1 1 . 1
xx=202+9p:20, osea 9p=-7, yasi p=—z, en

consecuencia x = 4%—3—16 = 4%. Si se desea acercarse mas
a la verdad, se tiene que poner Xx= 4%+ p, entonces se
1 34 34
obtiene xx=2036-+83 p=20; luego 83z p=-—
1
multiplicado por 36 sale 322p_—% —35

1296’
y de
1 1
36-322 ~ 11592

417 1 5473
X =436~ 11502 = 11502
verdad que el error ciertamente puede considerarse nada.

en consecuencia

esto sale p=-

este valor se acerca tanto a la
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226.

Para hacer esto mas general, consideramos la ecuacion
XX=4a Yy suponemos que ya sabemos que X es mayor que
n pero menor que n+1; entonces ponemos X =nNn+p, asi
que p tiene que ser una fraccién, y por lo tanto pp puede
descartarse por ser muy pequefio; de esto se obtiene

XX =nNn+2np = a,

a—nn
2n ’

entonces 2np=a-nn 'y p= por lo tanto

a—nn — nn+a
2n 2n
nn+a
2n
Este se pone para n, entonces uno se acercard aun mas a la
verdad, y si se pone este valor reciente otra vez para n,
entonces se estara aln mas cerca; y de esta manera se puede
continuar hasta donde se quiera.
Seap. ej. a = 2, es decir, se pide saber la raiz cuadrada
de 2. Si ya se ha encontrado un valor bastante cercano,

denominado n, entonces ”2;2 dard un valor ain mas

cercano. Por eso planteamos:

X=n+ Si n se acercaba a la verdad, este

nuevo valor se acerca aun mucho mas a la verdad.

) n=1 entoncesserd Xx=

N w

) n=3, entoncessera x=1ir,

577

_17 ., _ 577
) n= entonces sera X = 4z,

Ef
el ltimo valor se acerca tanto a ~/2 que su cuadrado

_ 332929 1 .
= Teoaos €S SOIO 1eazsz Mas que 2.

227.

Se puede proceder de la misma manera, si se debe
encontrar la raiz clbica o una raiz aldn mayor por
aproximacion.
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Sea dada la ecuacion cubica x* =a, es decir, se pide

encontrar 3/a; la cual sea aproximadamente =n vy

planteamos x=n+p; entonces, si se omiten pp y las
potencias superiores, se obtiene:

x®=n®+3nnp = a,

_n3
porlotanto 3nnp=a-n® y p=2-, consecuentemente
3 -
x=20*2 Entonces, si n yase acercaa 3a, esta expre-

sion se acerca ain mucho mas. Si ahora se pone este nuevo
valor para n, esta férmula se acercara ain més a la verdad,
y se puede continuar hasta donde uno desee. Sea p. ej.

x® =2, es decir, se pide encontrar 3/5, a la cual el nimero

2n3+2

n ya se acerca bastante, entonces esta formula x = =—

se
acercard alin mas; asi que se plantea:

) n=1, entoncesserd x=1,
_4 , _ 9
Il) n=3, entoncessera x==3,
_a £ _ 1126819
1l.) n==5, entoncessera X=zg.

228.

Este método se puede utilizar de la misma manera para
encontrar la raiz de todas las ecuaciones mediante aproxi-
maciones. Para este fin, sea dada la siguiente ecuacion
clbica general

X3 +axx+bx+c =0,

donde n se acerca bastante a una raiz de ella; por lo tanto,
planteamos x=n-p y dado que p sera una fraccion,
omitimos pp Yy sus potencias superiores; de esta manera se
obtiene xx=nn-2np y x*=n®*-3nnp, de lo cual surge
esta ecuacion:
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n®—3nnp+ann—2anp+bn—-bp+c=0, osea
n®+ann+bn-+c =3nnp +2anp +bp = (3nn+2an+b) p;

n3+ann+bn+c
3nn+2an+b

obtenemos el  siguiente  valor mas  exacto

X =n— n3+ann+bn+c\ _ 2n®+ann—c
- 3nn+2an+b |~ 3nn+2an+b’

por lo tanto, p= y consecuentemente para x

Si ponemos esto como

nuevo valor para n, entonces se obtiene uno que se acerca
aln mas a la verdad.

229.

Sea p. e]. x*+2xx+3x—-50=0, donde a=2, b=3
y c¢=-50, por lo tanto, si n esta cerca de una raiz, un

, . . o _ 2n%+2nn+50
valor alin mas cercano serd x =S Pero ahora el

valor x = 3 se acerca bastante a la verdad; por eso ponemos
n =3, se obtiene x=%. Si se quisiera escribir este valor

otra vez para n, se obtendria un nuevo valor gque se acerca
ria ain mas a la verdad.

230.

De las ecuaciones superiores solo queremos agregar
este ejemplo x°* =6x+10, osea Xx°>-6x-10=0, donde
es facil ver que 1 es demasiado pequefio y 2 demasiado
grande. Pero sea x=n un valor ya cercano y ponemos
X=n+p, entonces

X>=n°+5n*p yasi n®+5n*p=6n+6p+10, o0sea

6n+10—n°
5n*-6

5n*p—-6p=6n+10—n° yentonces p=

4n°+10
5n%-6 "

y por lo tanto x=
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Ahora ponemos n =1, entonces X :f—i =-14, que es un

valor completamente desacertado, lo que se debe al hecho

de que el valor cercano n era demasiado pequefio. Por eso

ponemos n =2, entonces x=22=32 que ya se acerca

mucho mas a la verdad. Si uno quisiera tomarse la molestia
de escribir esta fraccion % paran, se llegaria a un valor de
la raiz x que es ain mucho mas preciso.

231.

Esta es la manera mas conocida de encontrar las raices
de la ecuacion mediante aproximaciones, que también se
puede aplicar con éxito en todos los casos.

Sin embargo, queremos indicar otro método que
merece nuestra atencion por la facilidad de célculo. El
método se basa en buscar para cada ecuacion una serie de
nameros, como a, b, ¢, etc., que son de tal naturaleza que
cada término dividido entre el anterior muestra el valor de
la raiz con mayor precision, cuando se avance en esta serie
de numeros.

Supongamos que ya hemos llegado a los términos

p,q,r,s, t, etc., de modo que entonces % tiene que indicar

la raiz x con bastante precision, o sea %: X aproximada-

mente.

De la misma manera también se tendra %:x,

multiplicando entonces obtenemos %:xx. Dado que

igualmente = =x, entonces también %:XS, y cOmMo
t ,

ademés <= X, entonces sera Lp: x*, y asf sucesivamente.
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232.

Para explicar esto, empezamos con esta ecuacion
cuadratica xx=x+1, y suponemos que en la serie de
numeros considerada arriba estén estos términos p, q, r,

s, t, etc. Ya que %zx y %zxx,, obtenemos esta

ecuacion: %:%+1, osea g+p=r. De la misma manera
seran s=r+q y t=s+r; de lo que podemos ver que cada
término de nuestra serie de numeros es la suma de los dos
anteriores, por lo que la serie puede continuarse facilmente
hasta donde se quiera, siempre y cuando que se tengan los
dos primeros términos; estos se pueden escoger
arbitrariamente. Entonces ponemos 0,1 para ellos, asi
nuestra serieserd: 0,1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
etc., donde cada uno de los términos mas avanzados
dividido entre el anterior mostrara el valor de x con mayor
precision a medida que se continde la serie. Bien es cierto
que al principio el error es muy grande, pero disminuye
cuanto mas se avance. Estos valores de x, que se acercan
cada vez mas a la verdad, progresan de la siguiente manera:

x—l 12358132 38 5 8 144 o0
T0'1'1'2'3'5' 813" 21'34'55" 89 "

21 441 _ 21 4 _ 442
de los cuales p €. Xx=13 da j5=73+1=15, donde el

error es solo m, pero las siguientes fracciones se acercan
cada vez més a la verdad.

233.

Consideremos también esta ecuacion xx=2x+1, y

porque siempre x=% y xx=%, entonces obtenemos

r_2q
PP
cualquier termino tomado dos veces mas el término anterior

+1, 0 sea r=2q+p; de eso se puede ver que



RESOLUCION POR APROXIMACION 153

da el sucesor. Si otra vez empezamos con 0, 1, obtenemos
la siguiente serie:

0,1,2,5,12, 29, 70, 169, 408, etc.,

por eso el valor buscado de x es expresado cada vez con
mas precision por las siguientes fracciones:

1 2 5 12 29 70 169 408
X=5'1'2'5'12' 29" 70 160" €LC

las cuales por lo tanto se acercan mas y mas al valor
verdadero x=1++/2. Si ahora se resta 1, entonces las

siguientes fracciones dan el valor de J2 con cada vez
mayor precision:

113717 4199 289 oy
0'1'2'5'12'29' 70" 169"’ "

9801

de las cuales consideramos 2 cuyo cuadrado es o5~ que

70’

es solo —3== mayor que 2.

4900

234.

Este método también se aplica a ecuaciones
superiores, como por ejemplo a esta ecuacion cubica:
X3 = XX+ 2X+1, ponemos x:%, xx:% y x3:%, obte-
niendo s=r+2q+p, de lo cual se ve como de los tres
términos p, g, r se debe encontrar el término siguiente s;
como antes, aqui se puede comenzar arbitrariamente,
entonces una de estas series sera:

0,0,1,1,3,6,13, 28, 60, 129, etc.,
de la cual salen las siguientes fracciones que indican el
valor para x con masy mas precision:

011 3 6 13 28 60 129
X=3:6'1'1"3" 613’28’ 60 SLCx
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de los cuales los primeros fallan de forma atroz, pero este

_ 60 15 3375 _ 225
X =25 ==, puesto en la ecuacion, da m =20t +1
_ 3388 13
=33 donde el error es == %3
235.

Aqui hay que tomar nota que no todas las ecuaciones
son de tal naturaleza que este método se pueda aplicar a
ellas; en particular, si el segundo término esta ausente, no
se puede utilizar este método. Porque sea p. ej. xx=2 y

quisiéramos poner x:% y xx:%, entonces obtendri-

amos %z 2, 0sea r=2p, que es r=0q+2p, de donde
surgiria esta serie de numeros:
1,1,2,2,4,4,8, 8, 16, 16, 32, 32, etc.,

de la cual no se puede sacar ninguna conclusion, porque
cada término, dividido entre el anterior,dao x=1, o

X = 2. Pero se puede superar este inconveniente poniendo
x =Yy —1: entonces se obtiene yy—2y+1=2, y si aqui se

plantea y :% y Yy :%, entonces se obtiene la

aproximacion ya dada arriba.

236.

Lo mismo ocurre con esta ecuacion x® =2, paralacual
no se puede encontrar una serie de nimeros que nos
muestre el valor de /2. Pero solo se necesita poner
X =Yy -1, para obtener esta ecuacion y®-3yy+3y-1=2,
osea Vy? =3yy—3y+3. Para la serie de numeros ahora

planteamos y— : yy— y3=%; entonces  sera

s=3r—3q+3p, de lo cual se puede ver como de tres
términos se puede determinar el término siguiente. Asi que
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tomamos los tres primeros términos arbitrariamente, como
p. €j. 0, 0, 1, entonces se obtiene esta serie:

0,0,1,3,6,12, 27, 63, 144, 324, etc.,

de la cual los dos dltimos términos dan y =27 y x=2,

esta fraccion también se acerca bastante a la raiz cubica

de 2, porque el cubo de 2 es 12, en cambio 2 =128,
2 o4 54

237.

Respecto a este método también debe tenerse en cuenta
que si la ecuacidn tiene una raiz racional y se plantea el
comienzo de la serie de tal forma que de él resulte esta raiz,
entonces cada téermino de la serie, dividido entre el anterior,
dara exactamente esta misma raiz.

Para mostrar esto, sea dada esta ecuacion xx = x+ 2, de
la cual una raiz es x = 2; ya que ahora se tiene esta formula
para la serie r=q+2p, entonces, poniendo al comienzo
1,2, se obtiene esta serie:

1,2,4,8, 16, 32, 64, etc.,
gue es una progresion geomeétrica cuya razon es = 2.
Lo mismo también se aclara con esta ecuacién cubica
X3 = xx+3x+9, de la cual una raiz es x = 3. Si ahora se

plantea 1, 3, 9 para el comienzo de la serie, entonces de la
formula s=r+3g+9p sale esta serie:

1,3,9, 27,81, 243, 729, etc.,
(ue es nuevamente una progresion geométrica cuya razon
=3.
238.

Pero si el comienzo de la serie difiere de esta raiz, esto
no implica que con ello uno se acerque a esta misma raiz:
si la ecuacion tiene mas raices, esta serie solo se acerca a la
raiz méas grande y para obtener una de las mas pequefias no
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hay otra manera que plantear el comienzo adecuadamente.
Esto quedara claro con un ejemplo. Sea la ecuacion
xx = 4x —3, cuyas dos raices son x=1 y x=23. Ahora la
formula para la serie de nimeros es r=4q—-3p Yy si se
pone 1, 1 en el comienzo de la serie para la raiz mas
pequefia, entonces la serie completaserd 1, 1,1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, etc. Pero si se plantea el comienzo 1, 3, que contiene
la raiz més grande, entonces la serie sera 1, 3, 9, 27, 81,
243, 729, etc., donde todos los términos indican la raiz 3
exactamente. Pero si se plantea el comienzo de manera
diferente, arbitrariamente, solo que la raiz mas pequefia no
esté incluida exactamente, entonces la serie siempre se
acerca a la raiz mas grande 3, como se puede ver en las
siguientes series:

el comienzosea 0, 1, 4, 13, 40, 121, 364, etc.

ademés 1,2, 5 14, 41, 122, 365,etc.

ademés 2,3, 6, 15 42, 123, 366, 1095, etc.

ademés 2,1, -2, —11, —38, —119, —362, —1091, —3278, etc.
donde los ultimos términos divididos entre los anteriores,
siempre se acercan a la raiz mas grande 3, pero nunca a la
raiz més pequefia.

239.

Este método se puede aplicar incluso a ecuaciones que
contintan hasta el infinito; esta ecuacion servira como
ejemplo:

X? = X"+ X2+ X3+ x4 + etc,,
para lo cual la serie de nimeros tiene que ser tal que cada

término sea igual a la suma de todos los nimeros anteriores,
de donde surge esta serie

1,1, 2, 4,8, 16, 32, 64, 128, etc.,

de donde se puede ver que la mayor raiz de esta ecuacion
es exactamente x = 2; lo que también se puede mostrar de
la siguiente manera. Se divide la ecuacion entre x”, asi se



RESOLUCION POR APROXIMACION 157

: 1,1 ,1 1
obtiene 1:§+7+F+X—4 etc., cuya suma resulta ser
:ﬁ’ de manera que 1=%; multiplicado por x—1 da

240.

Ademas de estos dos métodos para encontrar la raiz de
la ecuacion por aproximacion, uno de vez en cuando se
encuentra con otros, pero estos son o0 demasiado laboriosos,
0 no generales. Pero de todos los métodos, el primero arriba
explicado merece la preferencia, porque se aplica a todos
los tipos de ecuaciones con el éxito deseado; en cambio, el
segundo a menudo requiere una cierta preparacion en la
ecuacion, sin la cual ni siquiera puede usarse, como hemos
expuesto aqui con varios ejemplos.

FIN DE LA PRIMERA SECCION
DE LAS ECUACIOES ALGEBRAICAS
Y SU RESOLUCION
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SEGUNDA SECCION DE LA SEGUNDA PARTE

DE LA ANALITICA INDETERMINADA

CAPITULO 1

DE LA RESQLUCION DE ECUACIONES SENCILLAS
CON MAS DE UN NUMERO DESCONOCIDO

1.

De lo anterior se puede ver coOmo un ndmero
desconocido se puede determinar mediante una ecuacion;
dos numeros desconocidos mediante dos ecuaciones; 3 por
medio de 3; 4 se pueden determinar con 4 y asi
sucesivamente; es decir, que siempre se requieren tantas
ecuaciones como numeros desconocidos a encontrar; dicho
de otra manera, la pregunta misma esta determinada.

Pero si de la pregunta se pueden sacar menos
ecuaciones que la cantidad de supuestos nimeros descono-
cidos, entonces algunos nimeros quedan indefinidos y
podemos disponer de ellos arbitrariamente; por eso tales
preguntas se llaman indeterminadas y constituyen una parte
separada de la analitica, por lo que se suele llamar analitica
indeterminada.

2.

Como en estos casos se pueden poner uno 0 mMas
nameros desconocidos a nuestro antojo, asi de hecho hay
muchas soluciones.

Pero comUnmente se afiade la condicion de que los
numeros buscados sean nimeros enteros, incluso positivos,
o al menos racionales; por lo que el nimero de todas las
soluciones posibles es reducido enormemente, de modo que
a menudo quedan solo unas pocas, a veces también un
namero infinito, pero que no saltan a la vista facilmente, de
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vez en cuando hasta ni siquiera una sola es posible. Por eso,
esta parte de la analitica muchas veces requiere técnicas
muy especiales, y sirve bastante para iluminar la
comprension de los principiantes y ensefiarles una mayor
habilidad en el calculo.

3.

Empezamos con una de las preguntas mas faciles y
buscamos dos numeros, cuya suma debe ser 10, donde se
sobreentiende que estos numeros deben ser enteros y
positivos.

Estos numeros sean ahora x e 'y, de modo que
x+Yy =10, de lo cual encontramos x=10-y, asi que Yy
solo esta determinada por la condicion de ser un nimero
entero y positivo; por lo tanto, se podrian asumir para y
todos los nimeros enteros desde 1 hasta infinito, pero como
x también tiene que ser positivo, no se puede suponer que
y sea mayor que 10, porque de lo contrario x seria negativo;
y si tampoco se permite 0, entonces y se puede poner como
méaximo 9, porque de lo contrario seria x = 0; por lo tanto
solo proceden las siguientes soluciones:

Si y=1,23,4,56,7,8,9,
entonces x=9,8,7,6,5,4,3, 2, 1.

Pero de estas nueve soluciones, las Gltimas cuatro son
las mismas que las primeras cuatro, por lo que en total solo
hay cinco soluciones diferentes.

Si se requieren tres nUmeros cuya suma sea 10, solo se
necesita partir uno de los dos numeros encontrados aqui en
dos partes, de lo cual se obtendria un conjunto mayor de
soluciones.

4.

Dado que esto no tiene ninguna dificultad, pasemos a
cuestiones algo mas dificiles.
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I. Pregunta. Se debe partir 25 en dos partes, tal que una
de ellas se pueda dividir entre 2, pero la otra entre 3.

Una de las partes sea 2x, la otra 3y, entonces tiene que
ser 2x+3y=25. Por lo tanto, 2x =25-3y. Dividiendo

entre 2 sale x :25;233’, de lo que primero vemos que 3y

tiene que ser menor que 25 y por lo tanto y no debe ser
mayor que 8. Quitamos la mayor cantidad de enteros

posible, es decir, dividimos el numerador 25— 3y entre el
denominador 2, asi x:12—y+1_7y, entonces 1-vy, 0

también y—1, tienen que ser divisibles entre 2. Por eso
ponemos y—-1=2z, por lo tanto y=2z+1, luego
X=12-2z-1-z=11-3z; debido a que y no puede ser
mayor que 8, solo se pueden suponer nimeros para z para
los que 2z + 1 no sea mayor que 8. En consecuencia, z tiene
que ser menor que 4, por lo que z no puede ser tomar mayor
que 3, de donde salen estas soluciones:

Si se pone z=0, z=1 =2, z=3,
entoncessera y= 1, y=3, y=5 y=7,
ademas x=11, x=8, x=5 x=2

por lo tanto, las dos partes de 25 que estamos buscando
seran:

1) 22+3, 1) 16+9, 1I) 10+15, 1V.) 4+21.

5.

Il. Pregunta. Dividase 100 en dos partes, tal que la
primera se pueda dividir entre 7, pero la segunda entre 11.

Asi, la primera parte sea 7x Yy la segunda 11y,
entonces tiene que ser

100-11y _ 98+2-7y—4y

7x+11y =100; por eso X == 7 ;

2-4y.
7 )
tiene que ser divisible entre 7. Pero si 4y—2 es divisible

entonces x=14-y+ entonces 2—4y, o sea 4y -2,
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entre 7, entonces la mitad 2y—1 también tiene que ser
divisible entre 7, por lo tanto ponemos 2y—1= 7z, 0 sea
2y =7z+1, entonces sera X =14 —y—2z; pero como tiene

que ser 2y=7z+1=6z+z+1, se tiene y= 32+Z+1

Ahora ponemos z+1=2u,0sea z=2u—1,asi y=3z+u.
Por tanto, para u se puede tomar cualquier nimero entero,
para el cual ni x ni y se vuelvan negativos, y luego se
obtiene: y=7u-3 y x=19-11u.

Segun la primera férmula, 7u tiene que ser mayor que
3, pero segl]n Ia otra, 11u tiene que ser menor que 19, o sea

u menor que 11, de modo que u ni siquiera puede ser 2, ya

que ahora u no puede ser 0, solamente queda un valor, que
es u=1, de esto obtenemos x =8, ademas y =4; por lo
tanto, las dos partes buscadas de 100 seran 1.) 56 vy
11.) 44.

6.

I11. Pregunta. Dividase 100 en dos partes, tal que la
primera dividida entre 5 deje como resto 2, y la segunda
dividida entre 7 deje 4.

Como la primera parte, dividida entre 5, deja como
resto 2, la ponemos 5x+2, y porque la segunda parte,
dividida entre 7, deja 4, la ponemos 7y + 4. Entonces

5Xx+7y+6=100, osea 5x=94-7y=90+4-5y-2y,

de esto x=18- y—ﬂ, por lo tanto, 4—-2y, y 2y-4,

y lamitad y—2 tienen que ser divisibles entre 5. Por eso
ponemos y—-2=5z, 0 sea y=5z+2, entonces sera
x=16-7z; de lo cual es evidente que 72 tiene que ser

menor que 16, por lo tanto z menor que X y por eso no

mayor que 2. Asi que aqui tenemos tres solucmnes.
) z=0,da x=16 e y=2; por eso las dos partes
buscadas de 100 seran 82 + 18.
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Il.) z=1,dax=9 e y=7; por eso las dos partes
buscadas de 100 seran 47 + 53.

1) z=2,dax=2 e y=12; por eso las dos partes
buscadas de 100 son 12 + 88.

7.

IV. Pregunta. Dos campesinas juntas tienen 100
huevos, la primera dice: si cuento los mios de 8 en 8,
quedan 7, la otra dice: si cuento los mios de 10 en 10,
también me quedan 7. ;Cuantos huevos han tenido cada
una?

Debido a que el numero de la primera dividido entre 8
deja como resto 7, pero el nimero de la otra dividido entre
10 también deja 7, entonces ponemos el nimero de la
primera 8x+7, pero el de la otra 10y+7, asi que
8x+10y+14=100, o 8x=86-10y, 0 4x=43-5y=
40+3—-4y-y; por eso ponemos y-3 =4z, entonces
y=4z+3 y x=10-4z-3-z=7-5z, por lo tanto 5z
tiene que ser menor que 7, y por lo tanto z menor que 2, de
donde surgen estas dos soluciones:

) z=0, da x=7 e y=3; por eso la primera
campesina tenia 63 huevos, pero la segunda 37.

1) z=1, da x=2 e y=7; por eso la primera
campesina tenia 23 huevos, pero la segunda 77.

8.

V. Pregunta. Un grupo de hombres y mujeres
consumieron juntos 1000 copecas en una fonda. Un hombre
pago 19 copecas, una mujer pago 13. ;Cuantos hombres y
mujeres habia?

Sea el numero de hombres = X, pero el de las mujeres
=Yy, entonces se obtiene esta ecuacion 19x+ 13y = 1000.
Esto da 13y =1000-19x, 0 sea 13y =988+ 12— 13x—6X,

entonces y=76—-X+ 121_36’( ; asi que 12—6x, 0seabx—12,

y tambien la sexta parte x—2 tienen que ser divisibles entre
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13. Por eso ponemos x — 2 = 13z, entonces serd x = 13z + 2,
ademas y=76-13z—-2-6z,0sea y=74—19z; por lo que
Z tiene que ser menor que %, y en consecuencia, menor

que 4, por eso se dan las siguientes cuatro soluciones:

) z=0, da x=2 e y=74. Por lo tanto habia 2
hombres y 74 mujeres; aquellos consumieron 38 copecas, y
estas 962 copecas.

I1.) z=1, da el nimero de hombres x=15 vy el
numero de mujeres y = 55; aquellos pagaron 285 copecas,
y estas 715 copecas.

I1l.) z=2, da el ndmero de hombres x=28 vy el
nimero de mujeres y=36; aquellos consumieron 532
copecas, Yy estas 468 copecas.

IV.) z=3, da el nimero de hombres x=41 vy el
nimero de mujeres y=17; aquellos consumieron 779
copecas, Yy estas 221 copecas.

9.

VI. Pregunta. Un corregidor compra caballos y bueyes por
1770 taleros en total. Paga 31 tal. por un caballo, pero 21
tal. por un buey. ¢ Cuantos caballos y bueyes habia?

El nimero de caballos sea = x, pero el de bueyes =y,
por lo que tiene que ser: 31x+21y=1770, o0 sea
21y =1770-31x=1764+6—-21x—10x, y por lo tanto

_ap_ 6-10x .
y=84—x+ T

mitad 5x—3 tienen que ser divisibles entre 21. Asi que
ponemos 5x — 3 = 21z, por lo tanto 5x =21z + 3, de modo

que y=84—x-2z Como x=2Z osea x=4z+%,

ponemos z+ 3 = 5u. Asi obtenemos

entonces, 10x—6 y luego también la

z=5u-3, x=21u-12, ademas
y=84-21u+12-10u+6=102—-31u;

por lo tanto, u tiene que ser mayor que 0 y aun menor
que 4, de donde obtenemos estas tres soluciones:
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I.) u=1, da el nimero de caballos x=9 vy el de
bueyes y = 71; aquellos costaron 279 tal., y estos 1491 tal.,
en total 1770 tal.

I1) u=2, da el numero de caballos x=30 Yy el de
bueyes y = 40; aquellos costaron 930 tal., y estos 840 tal.,
en total 1770 tal.

I11.) u=3, da el nimero de caballos x=51 vy el de
bueyes y = 9; aquellos costaron 1581 tal., y estos 189 tal.,
en total 1770 tal.

10.

Las preguntas consideradas hasta ahora conducen a
una ecuacion de la forma ax+by=c, donde a, b y ¢
significan numeros enteros y positivos, y también se
requieren nimeros enteros y positivos para X, Y.

Pero si b es negativo, y la ecuacion toma la forma
ax="hby+c, entonces las preguntas son de un tipo
completamente diferente y permiten un nimero infinito de
soluciones, cuyo método se explicara en este capitulo. Las
preguntas mas faciles de este tipo son como esta: si p. €j. se
buscan dos numeros cuya diferencia sea 6, entonces
ponemos el numero menor = x, el mayor =y, entonces tiene
que ser y—x=6, por lo tanto, y=6+Xx. Aqui no hay
impedimento de que no se puedan tomar todos los nimeros
enteros posibles para X, no importa cual se escoja, el
namero y siempre serd 6 mas grande. Si p. ej. tomamos
x = 100, entonces seria y = 106; de lo que queda muy claro
que hay una infinidad de soluciones.

11.

Después de eso, siguen las preguntas donde ¢c=0 y
ax simplemente debe ser igual a by. Por ejemplo, se busca
un numero que se pueda dividir tanto entre 5 como entre 7,
y si este nimero = N, entonces primero tiene que ser N = 5x,
porgue el nimero N tiene que ser divisible entre 5; después
también tiene que ser N = 7y, porque este nUmero también
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se puede dividir entre 7; por lo tanto, obtenemos 5x =7y y
asi x= 7—5y; dado que 7 no se puede dividir entre 5, entonces

y tiene que ser divisible entre 5. Por eso ponemos Yy = 5z,
entonces x=7z, por lo tanto el numero buscado es
N = 35z, donde se puede poner cualquier nimero entero
para z, de manera que se pueden dar infinitamente muchos
nameros para N, que son:

35, 70, 105, 140, 175, 210, etc.

Si se quisiera que el nimero N sea divisible también
entre 9, entonces primero seria N =35z, luego también

tendria que ser N =9u, por lo tanto 35z=09u, y de esto

u :3%2; de lo que esta claro que z tiene que ser divisible

entre 9. Por eso sea z = 9s, entonces u =35s Yy el nUmero
buscado es N = 315s.

12.

Es mas dificil si el nimero ¢ no es 0, como en la
ecuacion 5x = 7y + 3, la cual surge si se busca un nimero N
tal que sea divisible entre 5, pero si se divide entre 7, que
quede como resto 3. Porque entonces tiene que ser N = 5x,
pero ademas N =7y+3, y poreso 5x = 7y+3, por lo tanto

Xzyz 5y+§y+3 _ y_’_%'

Ponemos 2y+3=5z, luego x=y+2z; pero ya que

osea y=2z +Z—;3. Ahora ponemos z-3 = 2u, de modo

que z=2u+3, ademas y=5u+6,y X=y+z=7u+9;en
consecuencia, el nimero buscado es N = 35u+45, donde
para u se pueden tomar todos los nimeros enteros, incluso
negativos, siempre y cuando N sea positivo, lo que sucede
aqui si u=-1, porque entonces sera N =10, los valores
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que siguen se obtienen sumando siempre 35, por eso los
numeros buscados son

10, 45, 80, 115, 150, 185, 220, etc.

13.

La resolucion de tales cuestiones depende de la
relacién de los dos nimeros entre los que se tenga que
dividir, y segun la naturaleza de la misma, la resolucién es
a veces mas corta, a veces mas extensa; la siguiente
pregunta permite una resolucion breve.

VII. Pregunta. Buscamos un numero que, dividido
entre 6, deje como resto 2, pero dividido entre 13 deje 3.

Sea este numero N, entonces primero tiene que ser
N = 6x+ 2, pero luego N = 13x+ 3; entonces

6x+2=13x+3 y 6x=13x+1, poreso

13y+l:2y+y_+1.

X==% 6

Por lo tanto ponemos y+1 =6z, entonces y=6z—-1 y
X =2y+z=13z-2; en consecuencia, el nimero buscado
serd N = 78z —10. Asi que tales nimeros son los siguientes:
68, 146, 224, 302, 380, etc., que proceden como una
progresion aritmética, cuya diferencia es 78=6-13.
Entonces, si solo se conoce uno de estos nimeros, todos los
demas se pueden encontrar facilmente, solo teniendo que
sumarles 78, o restarles 78 mientras sea posible.

14.

Un ejemplo mas dificil puede ser el siguiente.

VIII. Pregunta. Se busca un numero N que dividido
entre 39 deje como resto 16, y dividido entre 56 deje 27.

Primero tiene que ser N=39p+16, pero luego
N =56q+27; por eso serd& 39p+16=56q+27, 0 sea

39p=560+11 y p=23 osea p=q+TT=qr;

por lo tanto 39r=17q+11 vy

. _ 17q+#1,
asi que r==%g—;




ECUACIONES CON MAS DE UNA INCOGNITA 167

=2r+s; de modo que s=>—*, 0
175411 _ 5, 25411

5 + 5

q= 39r—11 —Jr+ 5r 11

sea 17s:5r—11, por eso sera r=

2s5+11
5

=3s+t; asi que t= , 0sea bSt=2s+11, y asi sera

s=2LL=2t+52=2t+u; de modo que u=H

t=2u+11. Como ya no hay una fraccion, se puede poner
u arbitrariamente, y de esto, procediendo al revés, obtene-
mos las siguientes determinaciones:

t=2u+11
s=2t+u= 5u+22
r=3s+t =17u+77
g=2r+s=39u+176
p= q+r =56u+253

y finalmente N =39-56u+9883. Para encontrar el nime-
ro mas pequefio para N ponemos u=-4, entonces
N = 1147; si se pone u=X-—4, entonces

N =2184x—-8736+9893, osea N =2184x+1147.

Por lo tanto estos ndmeros forman una progresion
aritmética, cuyo primer término es 1147 y cuya diferencia
es = 2184. Entonces estos nimeros son:

1147, 3331, 5515, 7699, 9883, etc.

15.

Para practicar, agregamos algunas preguntas mas.

IX. Pregunta. Un grupo de hombres y mujeres esté en
una fonda; un hombre consume 25 copecas, una mujer
consume 16 copecas y resulta que las mujeres en total
consumieron una copeca mas que los hombres; ;cuantos
hombres y mujeres habia?

El nimero de mujeres sea = p, pero el de los hombres
=(, entonces las mujeres consumieron 16p, pero los
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hombres 25q; por eso tiene que ser 16p =25q+1 y por lo

tanto p_25q+1 q+9;‘6+1—q+r asi que r= fgl 0 sea

16r 1_r+7r—1_r+s, de modo

9
que  s=1tF, o sea 9s=7r—1; por lo tanto

r=-s+2_s4t, asi que t=

9g =16r—1; por eso q=

2s+1

==, 0 sea

7t=2s+1; por eso sera s_7t—1—3t+ =3t+u, asique

Uu=-—-,0sea 2u=t—1, poreso t=2u+1. Procediendo al
reves, de esto ahora obtenemos:
t=2u+1

s=3t+u= 7u+3
r=s+t= 9u+4
q= r+s =16u+7
p=q+r =25u+11
Por lo tanto, el nimero de mujeres fue 25u+ 11, pero el de
los hombres 16u+7, donde se puede tomar cualquier
nimero entero para u. Entonces, los nimeros mas peque-
fios, junto con los que siguen, son como dice aqui:
numero de mujeres: = 11, 36, 61, 86, 111, etc.
de hombres: = 7, 23, 39, 55, 71, etc.
Segun la primera solucidn, con los nUmeros mas pequerfios,
las mujeres consumieron 176 copecas, pero los hombres

175; asi que las mujeres consumieron una copeca mas que
los hombres.

16.

X. Pregunta. Alguien compra caballos y bueyes, paga
31 tal. por un caballo, pero 20 tal. por un buey, y resulta que
los bueyes en total costaron 7 tal. mas que los caballos;
¢cuantos bueyes y caballos habia?
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Sea el numero de bueyes =p, pero el nimero de
caballos = g, entonces tiene que ser

31g9+7 _ 119+7

20p=31q+7, poreso p==5—= Q+=—F—=0Q+T, asi
20r=119+7, 'y qzzolrl_7 = r+9;17 =r+s, asi
11s= 9r-7, 'y r:”‘;”: s+259+7 =s+t, asi
Ot= 2s5+7, y s:# :4t+%: 4t +u, asi
2u= t-7, y t=2u+7

s=4t+u= 9u+28
r= s+t =11wu+35
q= r+s =20u+63 nuamero de caballos
p=q+r =31u+98 numero de bueyes

De esto se encuentran los nimeros positivos mas
pequefios para p y @, Sise pone u=-3;los mayores
crecen en progresion aritmética de la siguiente manera:

nimero de bueyes p=>5, 36, 67, 98, 129, 160, 191, 222, 253, etc.
numero de caballos q=3, 23, 43, 63, 83, 103, 123, 143, 163, etc.

17.

Si, en este ejemplo, consideramos cémo las letras p
y q estan determinadas por las letras que siguen, es facil
ver que esto se basa en la razon de los nimeros 31y 20, es
decir, en aquella mediante la cual se suele encontrar el
méaximo comun divisor de estos dos numeros, como se
aclara en lo que sigue:
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20| 311
20
11120 |1
11

9|11 )1

Porque aqui esta claro que los cocientes aparecen en la
determinacion sucesiva de las letras p, g, r, s, etc. y estan
vinculados con la primera letra de la mano derecha,
mientras que la Gltima siempre queda sola; en la ultima
ecuacion, sin embargo, aparece por primera vez el nimero
7, con el signo mas, porque la dltima determinacién es la
quinta, pero si el nimero de las mismas hubiera sido par,
entonces se tendria que haber puesto —7. Esto se vuelve
mas claro en la siguiente tabla, donde primero se muestra
la descomposicion de los nimeros 31 y 20, y luego la
determinacion de las letras p, g, r, etc.

31=1-20+11 p=1q+r

20=1-11+9 g=1r+s

11=1- 9+2 r=1-s+t

9=4. 2+1 s=4-t +u

2=2- 1+0 t=2-u+7
18.

De esta forma también se puede plantear el ejemplo
anterior del parrafo 14, como sigue:
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56=1-39+17 p=1.q+r

39=2-17+5 g=2-r+s

17=3- 5+2 r=3-s+t

5=2.- 2+1 s=2-t+u

2=2- 1+0 t=2-u+11
19.

De tal manera podemos resolver de forma general
todos los ejemplos de este tipo:

Sea dada esta ecuacion bp=aq+n, donde a,b y n
son numeros conocidos. Aqui, solamente se tienen que
efectuar justamente las operaciones como si se quisiera
buscar el maximo comin denominador de a y b, de las
cuales se pueden determinar inmediatamente p y q
mediante las siguientes letras, como a continuacion:

Sea a=Ab+c entonces p=Aqg +r
b=Bc+d q=Br+s
c=Cd+e r=Cs +t
d=De+ f s=Dt+u
e =Ef +¢ t=Eu+v
f=Fg+0 u=Fv £n

Aqui, en la dltima ecuacidn, se usa +n si el nimero
de ecuaciones es impar, pero —n si el mismo nimero de
ecuaciones es par. De esta forma, todas estas cuestiones
pueden resolverse ahora con bastante rapidez, de lo cual
daremos algunos ejemplos.

20.

XI. Pregunta. Se busca un numero que, dividido entre
11, deja como resto 3, pero dividido entre 19 deja 5.

Sea este numero N, por lo que primero tiene que ser
N=11p+3, luego también N=19q+5, por lo tanto
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11p+3=19q+5, osea 11p=19qg+2, de lo cual se ela-
bora la siguiente tabla:

19=1-11+8 p= q+r
11=1- 8+3 g= r+s
8=2- 3+2 r=2s+t
3=1-2+1 s= t+u
2=2-1+0 t=2u+2

donde se puede poner u arbitrariamente, y de ello se
determinan las letras dadas en orden inverso, como sigue:

t=2u+2

s= t+u= 3u+ 2
r=2s+t= 8u+ 6
g= r+s=1lu+ 8
p= g+r=19u+14

de esto se obtiene el nimero buscado N =209u-+ 157,
entonces el nimero mas pequefio para N es 157.

21.

XI1. Pregunta: Se busca un nimero N que, como antes,
dividido entre 11, deja como resto 3, y dividido entre 19
deja 5; pero si se divide entre 29, quedan 10.

Segun la dltima condicidn tiene que ser N = 29p + 10,
y dado que las dos primeras condiciones ya han sido
calculadas, entonces, por lo que encontramos arriba, tiene
que ser N=209u+ 157, para lo cual vamos a escribir
N =209q+ 157, por lo tanto 29p+ 10 = 209q+ 157, 0 sea
29p =209q+147; de ello se efectan las siguientes
operaciones:
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209=7-29+6; entonces p=7q+r
29=4.- 6+5; q=4r+s
6=1- 5+ r= s+t
5=5- 1+0; s= 5t —147

de donde procedemos al revés, de la siguiente manera:

s= bt-147
r= s+t= 6t-— 147

g=4r+s= 29— 735
p=7q+r=209t-5292

por lo tanto N =6061t—153458. El nimero mas pequefio
sale si se pone t = 26, entonces obtendremos N = 4128.

22.

Pero aqui debe tenerse en cuenta que si se va a resolver
una ecuacién como bp = ag+n, los dos nimeros a y b no
tienen que tener un divisor comun distinto de 1, porque de
lo contrario la pregunta seria imposible, siempre y cuando
el nimero n no tenga ese mismo divisor comdn.

Porque si p. ej. debe ser 9p = 15q+2, donde 9 y 15
tienen el divisor coman 3, entre el cual 2 no es divisible,
entonces es imposible resolver esta cuestion, porque
9p-15q siempre es divisible entre 3 y asi nunca puede
convertirse en 2. Pero si en este caso fuera n=3 0 n=6,
etc., la pregunta si seria posible, pero habria que dividir la
ecuacion entre 3, ya que entonces resultaria 3p = 5q+ 1, que
se resuelve facilmente mediante la regla anterior. Entonces
se puede ver claramente que los dos nimeros a y b no
tienen que tener ningun divisor comun que no sea 1, y que
la regla dada no se puede aplicar en ningln otro caso.
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23.

Para mostrar esto con mas claridad, tratemos la
ecuacion 9p=15q+2 de forma natural. Pues entonces
tenemos:

_15q+2 6Q+2
P=—9 =0+~ =04+T,

de modo que 9r=6qg+2, osea 6g=9r—2; por lotanto

q:9r6—2:',_|_3r6—2:r+s,

tal que 3r—2=6s, 0 sea 3r = 6s+2; por eso

_B5t2 _ oo 2

r 3 3’

que evidentemente nunca puede convertirse en un nimero
entero, porque s tiene que ser necesariamente un nimero
entero, por lo cual podemos ver claramente que tales
preguntas son imposibles por su misma naturaleza.

CAPITULO 2

DE LA ASI LLAMADA REGLA COECI, DONDE HAY
QUE DETERMINAR DOS O MAS NUMEROS
DESCONOCIDOS EN DOS ECUACIONES

24,

En el capitulo anterior vimos cémo se pueden
determinar dos numeros desconocidos en una ecuacion, de
tal manera que se encuentren nimeros enteros y positivos
para ellos. Pero si se dan dos ecuaciones y se supone que la
pregunta es indefinida, tendrian que aparecer mas de dos
numeros desconocidos. Cuestiones como éstas se dan en los
libros de aritmética comunes y suelen resolverse segun la
Ilamada regla coeci, de la cual queremos indicar aqui el
porqué.
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25.

Empecemos con un ejemplo:

I. Pregunta: 30 personas, hombres, mujeres y nifios,
consumen 50 tal. en una fonda, un hombre paga 3 tal., una
mujer 2 t&l. y un nifio 1 t&l. ;Cuantas personas fueron de
cada tipo?

Sea el nUmero de hombres = p, el de mujeres=q y el
de nifios =r, entonces obtenemos las siguientes dos
ecuaciones

I.) p+q+r=30, II.) 3p+2g9+r=>50;

de las cuales se deben determinar las tres letras p, q y r,
en nmeros enteros y positivos. De la primera ecuacion se
obtiene r=30—p—q, y por lo tanto p+q tiene que ser
menor que 30; este valor escrito en la otra ecuacién para r
da2p+q+30=50, entonces q=20-2p y p+q=20-p,
que automaticamente es menor que 30. Ahora para p se
pueden asumir todos los nimeros que no sean mayores de
10, de los cuales surgen las siguientes soluciones:

no. de
hombres p= 0, 1, 2, 3, 4, 5 6 7, 8 9 10,

mujeres ¢g=20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0,
nifios r=10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

[e0)

si se omiten el primero y el Gltimo, todavia quedan 9
soluciones verdaderas.

26.

Il. Pregunta. Alguien compra 100 cabezas de ganado,
puercos, cabras y ovejas, por 100 tal., un puerco cuesta
3% tal., una cabra 1% tal. y una oveja % tal. ¢Cuantos

habia de cada especie?
Sea el nUmero de puercos = p, el de cabras=q y el de
ovejas = r, entonces tenemos las dos ecuaciones siguientes
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1) p+q+r=100, Il) 33 p+13q+3r=100;

esta Gltima se multiplica por 6 para eliminar las fracciones,
asi resulta 21p+8q-+3r =600. De la primera ecuacion se
tiene r=100-p—q, este valor puesto en la segunda
ecuacion da 18p+5q=300, o sea 50=300-18p vy

g= 60—18?'0; por lo tanto 18p tiene que ser divisible entre

5, es decir, incluye 5 como factor. Asi que se plantea
p=>5s, entonces q=60-18s y r=13s+40,

donde se puede tomar cualquier nimero entero para s,
siempre y cuando que g no se vuelva negativa, por lo tanto,
no se puede asumir que S sea mayor que 3, por eso, Si
también se excluye 0, solo hay las tres soluciones
siguientes,

Si s= 1, 2, 3.

entonces p= 5, 10, 15.
q= 42, 24, 6.
r= 53, 66, 79.
27.

Si uno mismo desea plantear tales ejemplos, sobre todo
hay que fijarse en que sean posibles; para decidir eso, cabe
sefialar lo siguiente.

Representamos las dos ecuaciones, como las que
teniamos antes, de la siguiente manera:

) x+y+z=a, |Il.) fx+gy+hz=D,

donde f, g, h, junto con a y b son nimeros dados; ahora, de
los nimeros f, g y h, el primero f sea el mas grande
y h el méas pequefio; ya que Xx+y+z=a, entonces
fx+fy +fz = fa. Ahora fx+fy+1fz es mayor que fx+gy + hz,
por lo tanto fa tiene que ser mayor que b, o sea b tiene
gue ser menor que fa; y dado que ademas hx+hy+hz = ha
y hx+hy+hz es ciertamente menor que fx+gy+hz,
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entonces ha también tiene que ser menor que b, o sea b
mayor que ha. Si b no es menor que fa y ala vez mayor
que ha, la pregunta siempre es imposible.

Esta condicion también se suele plantear en la forma
que el numero b tiene que estar entre los limites fa y ha,
ademas no tiene que acercarse demasiado a uno de los dos
limites, porque de lo contrario no se podrian determinar las
otras letras.

En el ejemplo anterior donde a =100, f=3% y

h :%, los limites eran 350 y 50; si se quisiera poner b =51
en lugar de 100, las ecuaciones serian x+y+z =100, y
3%x+1%y+%z:51, y aqui multiplicado por 6 seria

21x+ 8y + 3z = 306; tdmese la primera ecuacion tres veces,
entonces 3x+3y+3z=2300, restada de aquella queda
18x+ 5y = 6, lo cual es obviamente imposible porque x e y
tiene que ser numeros enteros [y positivos].

28.

Esta regla también es Gtil para los acufiadores y los
orfebres cuando quieren fundir tres 0 mas tipos de plata
para obtener una masa de un contenido determinado; como
puede verse en el siguiente ejemplo:

I11. Pregunta. Un acufiador tiene tres tipos de plata, la
primera es de 14 lotes, la segunda de 11 lotes y la tercera
de 9 lotes. Ahora deberia elaborar una masa de 30 marcos
[1 marco = 16 lotes = 233,885 gramos], que deberia ser de
12 lotes. ¢ Cudntos marcos tiene que tomar de cada tipo?

Suponemos que toma x marcos del primer tipo, del
segundo tipo y marcos, y del tercer tipo z marcos, entonces
tiene que ser x+Yy+z =30, que es la primera ecuacion.

Ademas, dado que un marco del primer tipo contiene
14 lotes de plata fina, los x marcos contendran 14x lotes de
plata; de la misma manera, los y marcos del segundo tipo
contendran 11y lotes; y los z marcos del tercer tipo
contendran 9z lotes de plata; por lo tanto, la masa total
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contendré 14x+ 11y +9z lotes de plata. Dado que ella pesa
30 marcos, de los cuales cada marco tiene que contener 12
lotes de plata, la cantidad de plata contenida debe ser 360
lotes, de lo cual obtenemos esta segunda ecuacion
14x+11y+9z=360; de esta se resta la primera,
multiplicada por 9, es decir, 9x+9y+9z = 270, entonces
queda 5x+ 2y = 90, de la cual se deben determinar x e v,
que ademas sean numeros enteros, pero luego
z=30-x-Yy. De aquella ecuacion se obtiene 2y =90 —5x

e y=45—5—2X. Por eso sea X = 2u, entonces y =45-5u y

z=3u-15, por lo tanto, u tiene que ser mayor que 4 y
también menor que 10, de donde se obtienen las siguientes
soluciones:

u=5| 6| 7| 8] 9
x=10] 12| 14| 16| 18
y=20|15|10| 5| O
z= 0| 3| 6| 9|12

29.

A veces hay més de tres numeros desconocidos, en
estos casos la resolucion se puede efectuar de la misma
manera, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

IV. Pregunta. Alguien compra 100 cabezas de ganado
por 100 tal., 1 buey por 10 tél., 1 vaca por 5 tél., 1 becerro

por 2 tal., 1 oveja por % tal. ;Cuantos bueyes, vacas,

2
becerros y ovejas habia?
Sea el numero de bueyes = p, el de las vacas = g, el de
los becerros =r y el de las ovejas = s, por lo que la primera
ecuacion es: p+q-+r+s=100, pero la segunda ecuacion

es 10p+5q+2r +%s =100, que se multiplica por 2 para

eliminar las fracciones, asi 20p-+10q+4r+s=200, de
esto se resta la primera ecuacion, entonces se tiene
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19p+9g+3r=100; de esto sale 3r=100-19p-9q Yy
r :33+%—6p—% p—3q, 0sea
r=33-6p-3g+°2,

poreso 1—p,o0sea p—1,tiene que ser divisible entre 3.
Asi ponemos p—1 = 3t, entonces sera:

p=3t+1

a=q

r=27-19t-3q

S=72+2q+16t
asi que 19t+3q tiene que ser menor que 27. Aqui, q y t
pueden asumirse arbitrariamente, siempre y cuando se
cumpla la condicion de que 19t+3qg no se vuelve mayor

que 27; por lo tanto, tenemos que considerar los siguientes
casos.

l. si t=0 Il. si t=1 tn?jse
_ — puede
entonces p=1 entonces p=4 boner 2.
a=q a=q porque si
no r seria
r=27-3q r=8-3q negativo
s=72+2q s=88+2q

En el primer caso, q no debe ser mayor que 9 y en el
segundo caso g no debe ser mayor que 2. En ambos casos
obtenemos por lo tanto las siguientes soluciones.

En el primer caso obtenemos estas 10 soluciones:

I I v | vV | VI v vl X
pl| 1} 1} 1| 1| 1| 1| 1 1

X

1

O 1| 2| 3| 4| 5| 6 71 81 9
27 |24 121 |18 |15 12| 9 6 0
s |72 |74 |76 |78|80|82|84 | 8 |88 |90
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Pero en el segundo caso, estas 3 soluciones:

| 1|
p| 4| 4| 4
q| 0] 1| 2
r{ 8, 5| 2
s |88 |90 |92

Estas son ahora todas las 13 soluciones; pero si no se
quisiera permitir 0, solo serian 10 soluciones.

30.

El modo de resolucion es el mismo si las letras de la
primera ecuacion se multiplican por nimeros dados, como
se puede ver en el siguiente ejemplo:

V. Pregunta. Busquense tres numeros enteros, tales
que si el primero se multiplica por 3, el segundo por 5y el
tercero por 7, entonces la suma de los productos sea 560;
pero si el primero se multiplica por 9, el segundo por 25y
el tercero por 49, la suma de los productos sea 2920.

El primer nimero sea = X, el segundo =y, el tercero
=z, entonces tenemos estas dos ecuaciones

1) 3x+5y+7z2=560, II.) 9x+25y+49z = 2920

de la segunda se resta la primera, tomada tres
veces, es decir, 9x+15y+21z=1680, entonces queda

10y + 28z = 1240 o, dividiendo entre 2, da 5y+ 14z = 620,

y de ello sale y=124—14TZ; entonces z tiene que ser

divisible entre 5; por eso ponemos z=5u, entonces
y = 124 — 14u; sustituyendo estos valores para z e y enla
primera ecuacion, dan 3x—35u+ 620 = 560, o sea

3x=35u-60 y x=30-20

por eso se pone u = 3t, obteniendo finalmente esta solucion:
x=35t-20, y=124-42t, z=15t,
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donde se puede poner cualquier nimero entero para t,
siempre y cuando que t sea mayor que 0 y aln menor que
3, de lo cual se obtienen 2 soluciones:

l.) sit=1 entonces x=15 y=82, z=15,
) sit=2 entonces x=50, y=40, z=30.

CAPITULO 3

DE LAS ECUACIONES INDETERMINADAS
COMPUESTAS, DONDE DE UNA INCOGNITA SOLO
APARECE LA PRIMERA POTENCIA

31.

Consideramos ahora aquellas ecuaciones indeter-
minadas en las que se buscan dos nimeros desconocidos, y
uno de ellos no esta solo como antes, sino que aparece
multiplicado por la otra incdgnita, o se da en una potencia
superior, siempre y cuando solo esté presente la primera
potencia del otro nimero desconocido. De manera general,
tales ecuaciones toman la forma:

a+bx+cy +dxx +exy + fx* + gxxy +hx* +kx®y + etc.=0

en la que solo aparece y, y por lo tanto se puede determinar
facilmente, pero la determinacion tiene que hacerse de
manera que resulten ndmeros enteros para x e .
Consideremos ahora estos casos y comencemos por [0s mas
faciles.

32.

I. Pregunta. Buscamos dos numeros tales que si su
suma se agrega al producto resulte 79.

Sean los dos numeros requeridos x e y, entonces tiene
que ser xy+x+Yy =79, de lo cual obtenemos xy+y =79 —x

_79x_ ., 80 -
e y=--7=-1+,7, por lo cual es evidente que Xx+1
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tiene que ser un divisor de 80; dado que 80 tiene muchos
divisores, para cada uno de ellos encontramos un valor para
X; cOmo se ve en lo siguiente:

los divisores son 1‘ 2‘ 4‘ 5‘ 8‘10‘16‘20‘40‘80
por lo tanto X= 0|1 3| 4| 7| 9|15|19|39|79
ademas y=79139(19|15| 9| 7| 4| 3| 1| 0

Ya que aqui las dltimas soluciones coinciden con las
primeras, se tienen las siguientes cinco soluciones en total:
Ll fmliv]iv
o 1] 3] 4|7
79(39 |19 |15| 9

33.

De la misma manera, se puede resolver esta ecuacion
general:

Xy+ax+hby=c

C—aX

de la cual sale xy+by=c—ax y asi y=""p

0 Sea

y :—a+%; por lo tanto, x+b tiene que ser un divisor

del nimero conocido ab+c, por lo que cada divisor del
mismo nos lleva a un valor para x. Por eso suponemos que
ab+c =1fg, entonces

Ahora tomamos x+b=f o0 sea x=f-b, entonces

y=—a+g,0sea y=g-a; por lo tanto, por cada modo de

representar el nimero ab+c por dos factores, como fg, se

obtiene no solo una sino dos soluciones: la primera es
x=f-b e y=g-a,

pero la otra sale de la misma manera, si se pone x+b =g,

entonces

Xx=g-b e y=f-a
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Por eso, dada esta ecuacion xy + 2x + 3y = 42, tenemos
a=2, b=3 y c=42, entonces y= —2+%. Ahora el

numero 48 puede ser representado de muchas maneras por
2 factores como fg, y entonces siempre serd x=f-3
e y=g-2, o también x=g-3 e y=7f-2. Ahora, estos
factores son los siguientes:
l. . [l V. V.
factores 1-48 2:24 3-16 4-12 6-8
X |yl x|ylx|y|[x|y]|]x]|y
nimeros | —2 | 46 | -1(22| 0141 | 10| 3 | 6
o 45|1-1]21 0}J13] 1} 9 2154

34.

La ecuacion se puede presentar de una manera aliin mas
general:
mxy = ax + by +c,

donde a, b, ¢ y m son nimeros dados, pero se tienen que
encontrar nimeros enteros para x e Y.

Por eso buscamos y, obteniendo y = 2+C.-

mx—b’
eliminar x del numerador aqui, multiplicamos en ambos

lados por m, entonces se tiene my = IHMC _ 5 4 me+ab

mx—b mx—b *
El numerador de esta fraccién es ahora un nimero cono-
cido, del cual el denominador tiene que ser un divisor, asi
que representamos el numerador por dos factores como fg,
que a menudo se puede hacer de muchas maneras, y vemos

si uno de ellos se puede igualar con mx—b , de modo que

mx — b = f; pero para esto se requiere, porque X = % que

f+ b sea divisible entre m. Por lo tanto, aqui solo se pueden
usar los factores de mc+ab que, si se le suma b, sean
divisibles entre m; lo cual explicamos mediante un ejemplo.

Entonces sea 5xy =2x+3y+18. De eso obtenemos

_ 2x+18 _10x+90 9 . ,
y=% %, luego Sy==—=-=2+>5; ahora aqui

para poder
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tenemos que buscar tales factores de 96 que, si se les suma
3, la suma sea divisible entre 5. Tomamos todos los
divisores de 96 que son 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48,
96, de los cuales esté claro que solo estos pueden usarse: 2,
12, 32.

Entonces sean

) 5x-3= 2, asi 5y=50 entonces x=1, e y=10
) 5x-3=12, asi 5y=10 entonces x=3, e y= 2
1) 5x-3=32, asi 5y= 5 entonces x=7, e y=1
35.

Ya que en esta solucibn general tenemos
my—a= ”rf;_"’:)b , conviene hacer la observacion de que si un

namero contenido en la expresién mc+ab tiene un divisor
de la forma mx—b, entonces el cociente tiene que tener
necesariamente la forma my—a, y que entonces el nimero
mc+ab puede ser representado por el producto
(mx—b)(my—a). Seap.ej. m=12,a=5b=7 y c=15;

T2 ahora los divisores de
215 son 1, 5, 43, 215, entre los cuales hay que buscar los
gue estén contenidos en la forma 12x—7, o sea que, Si se
suma 7, la suma sea divisible entre 12; solo el divisor 5
satisface la condicion, es decir, 12x—7 =5y 12y—-5=43.
De la primera ecuacion sale x=1, y de la segunda
ecuacion, de la misma manera, sale y en nimeros enteros,
es decir, y = 4. Esta propiedad es de la mayor importancia
cuando se considera la teoria de los nimeros y, por lo tanto,
merece atencion especial.

entonces se obtiene 12y —-5=

36.
Consideremos ahora una ecuacion de este tipo

XYy + XX = 2X+ 3y + 29.

De este se encuentra ahora
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_2X—Xxx+29

y=="53—, osea y:—x—l+ﬁ'

x—=3"’

entonces x—3 tiene que ser un divisor del nimero 26, y
luego el cociente =y+x+ 1. Dado que los divisores de 26
son 1, 2, 13, 26, obtenemos estas soluciones:

) x-3=1 0 x=4,entonces y+x+1=y+5=26;

luegoy =21

II.) x—-3=2 0 x=5,entonces y+x+1=y+6=13;
luegoy=7

[11.) x—3=13 0 x=16, entonces y+x+1=y+17=2;
luegoy =-15

El valor negativo se debe omitir y por eso mismo, el Gltimo
caso x—3 =26, no tiene que tomarse en cuenta.

37.

Aqui no es necesario calcular mas formulas de este
tipo en las que solo aparecen la primera potencia de vy,
ademas potencias mayores de x, porque estos casos solo
ocurren pocas veces, y luego también se pueden resolver de
la manera explicada aqui. Pero si de y también aparece la
segunda potencia o incluso a una potencia superior, y se
quiere determinar su valor de acuerdo con las reglas dadas,
se llega a signos de raices, en los cuales estd x en la segun-
da potencia o incluso en una potencia mayor; entonces todo
depende de encontrar tales valores para x que hagan
desaparecer la irracionalidad o los signos de raices.

Y el gran arte de la analitica indeterminada consiste
precisamente en cdémo hacer racionales estas formulas
irracionales, para lo cual daremos las instrucciones en los
siguientes capitulos.
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CAPITULO 4
DEL MODO DE HACER RACIONAL LA EXPRESION

IRRACIONAL +a+bx+cxx

38.

La pregunta aqui es cuales valores deben ponerse para
X, para que la expresion a+bx+cxx sea realmente un
cuadrado, y asi se pueda indicar la raiz cuadrada como
namero racional. Pero las letras a,b y ¢ significan
nameros dados, y en la naturaleza de estos se basa
principalmente la determinacion del numero desconocido
X, en lo que debe tenerse en cuenta de antemano que en
muchos casos la resolucién se vuelve imposible; pero si la
resolucion es posible, entonces al menos inicialmente uno
tiene que conformarse con valores racionales para deter-
minar la letra x, y no exigir que sean nimeros enteros, lo
gue requiere una investigacion muy especial.

39.

Suponemos aqui que esta expresion contenga hasta la
segunda potencia de X, ya que las potencias superiores
requieren métodos especiales, que se trataran despues.

Si la segunda potencia ni siquiera aparece aqui, 0 sea
si ¢ =0, la pregunta no tendria ninguna dificultad: porque
si se diera la expresion +/a+bx, se deberia determinar x
tal que a+bx seria un cuadrado, solo se necesitaria poner
a+bx=yy, de lo cual se obtendria inmediatamente

X= WT_""; y ahora se podria poner cualquier nimero paray,

entonces de cada uno de ellos se encontraria un valor para
x tal que a+bx seria un cuadrado y consecuentemente

Ja+bx seria racional.
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40.

Empecemos con la expresion /1+ xx, donde se deben

encontrar tales valores para x que si se agrega 1 a su
cuadrado xx, la suma nuevamente se convierta en un
cuadrado, lo que obviamente no es posible con nimeros
enteros, porque ningdn namero cuadrado entero es solo 1
més que el cuadrado anterior; por lo tanto, hay que
conformarse necesariamente con numeros fraccionarios
para X.

41.

Si 1+xx debe ser un cuadrado, y se pone 1+ Xxx =y,
entonces xx=yy —1 y x=,/yy—1 Para encontrar X,

habria que buscar tales nimeros para y que sus cuadrados
menos 1 se conviertan otra vez en cuadrados; esta pregunta
que es tan dificil como la anterior y, por tanto, no se ganaria
nada.

Pero realmente existen fracciones que, puestas para X,
convierten 1+xx en un cuadrado, como se puede ver en
los siguientes casos:

I.) six =%, entonces 1+ xx =i—2, luego 1+ xx =%.
[1.) Lo mismo pasa si X :%, aqui sale 1+ xx =%.
> i _ 169
17+ Se obtiene 1+xx =177,

raiz cuadrada es %

Ahora aqui se tiene que mostrar como se pueden
encontrar tales nimeros, e incluso todos los posibles.

[11.) Si se pone x = cuya

42.

Esto puede hacerse de dos maneras. Segun la primera
manera, se pone

V1+ XX =X+ p,
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entonces 1+ xx = xx+2px+ pp, donde el cuadrado xx se
cancelay, en consecuencia, X puede ser determinada sin un
signo de raiz. Porque, en la ecuacion encontrada, se resta xx
en ambos lados, de modo que 2px+pp =1, de lo cual se
encuentra x=%, donde se puede asumir cualquier
numero para p, e incluso se pueden usar fracciones para
ello.
mm
m =

Por eso ponemos p=-, entonces Xx=-—-; se

multiplica esta fraccion arriba y abajo por nn, asi se obtiene
X — nn—mm
T~ 2mn

43.

Para que 1 + xx se convierta en un cuadrado, se pueden
asumir arbitrariamente todos los nimeros enteros posibles
para m y n, y asi de ello se encuentra una infinidad de
valores para x.

También, si se plantea en forma general x = -,
entonces
n*—2nnmm+m?* 4+ 2mmnn +m#
I+xx=1+—7—— oOsea l+XX=—F——,

esta fraccion es realmente un cuadrado y de ella sale

1+ xx = 2mm

2mn

De lo cual podemos apuntar los siguientes valores
pequerios para X:

Si n=2,|3|3|4|4|5|5]|]5]5
y m=1|12|1|3|1]|2|3]|4

3| 4|5 |15 7 |12|21]|8] 9
entonces X= 3zl T %5 |2t |0
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44,
Esto implica de manera general que

(nn-mm)? _ (nn+mm)?2
(2mn)2  (2mn)?

Ahora se multiplica esta ecuacion por (2mn)?, entonces se
tiene

(2mn)? + (nn—mm)? = (nn + mm)?;

asi que de manera general tenemos dos cuadrados, cuya
suma es nuevamente un cuadrado; esto resuelve la siguiente
cuestion.

Encontrar dos numeros cuadrados cuya suma sea
también un ndmero cuadrado.

Es decir, debe ser pp+qq=rr; para este fin solo
tenemos que poner p=2mn y = nn-—mm, entonces sera
r =nn+mm. Ya que por lo tanto ademas tenemos

(nn+mm)? —(2mn)? = (nn —mm)?,

también podemos resolver esta pregunta:

encontrar dos nimeros cuadrados cuya diferencia sea
nuevamente un nimero cuadrado, o sea que pp—qq=IT;
entonces solo se tiene que poner p=nn+mm y q=2mn,
entonces sera r=nn—mm, o también se puede poner
p=nn+mm y g=nn-mm, entonces sera r = 2mn.

45.

Pero hemos prometido dos maneras de convertir la
expresion 1+xx en un cuadrado; la segunda manera tiene
la siguiente forma.

Se plantea 1+ xx :1+%; por lo que se obtiene

14 xx =14 2, mmxx,
n nn

si aqui se resta 1 en ambos lados, entonces



190 PARTE 2, SECCION 2, CAPITULO 4

_2mx , mmxx
XX = = + o

esta ecuacion puede dividirse entre X, y en consecuencia da

x_2—m+%, o multiplicada por nn, nnx = 2mn+mmx,

2mn

de la cual se encuentra x = :
nn—mm

; sustituyendo este valor
para X, se obtiene

4 4
14+ XX =1+ . 4mmnn - 0sea — n4+2mmnn+m4 ,
n*-2mmnn+m n*-2mmnn+m

nn+mm Y
nn—mm*

ahora se obtiene esta ecuacion

esta fraccion es el cuadrado de a que por lo tanto

(2mn)?2 _ (nn+mm)?
(nn-mm)2 "~ (nn-mm)2’

entonces de ella sale la ecuacion de arriba:
(nn—mm)? +(2mn)? = (nn+mm)?,

gue son los dos cuadrados anteriores, cuya suma dan otro
cuadrado.

46.

El caso que aqui hemos tratado en detalle, ahora nos
da dos métodos para convertir la expresion general
a+bx+cxx en un cuadrado. ElI primero funciona en
cualquier caso donde ¢ sea un cuadrado; pero el otro,
donde a sea un cuadrado; aqui trataremos estos dos casos.

I.) Primero, sea ¢ un nimero cuadrado, o la expresion
dada sea a + bx + ffxx, que debe convertirse en un cuadrado;

para este fin ponemos, a/a+bx+ fixx = fx+m, entonces

a+bx+ fixx= ffxx+2lfx+— donde las xx se cancelan

2mfx

en ambos lados, asi que a+bx==—= —n» que multipli-

cada por nn da nna+nnbx = 2mnfx+ mm; de lo que se
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mm-nna .

encuentra x= nb—2mnf ’

si este valor ahora se escribe para
X, entonces sera

[ v ffow . mmf—nnaf  m _ mnb—mmf —nnaf
a+bx+ fixx = nnb—2mnf T - nnb_2mnf -
47.

Como se ha encontrado una fraccion para x, entonces
ponemos directamente x:g, asi que p=mm-nna, y

g = nnb — 2mnf, entonces la expresion a+%+% sera un

cuadrado; en consecuencia, sigue siendo un cuadrado si se
multiplica por el cuadrado qq, por lo que la expresion
agqq+bpg+ffpp también sera un cuadrado, si se pone
p=mm-nna y q=nnb-2mnf; de ello se puede encontrar
un ndmero infinito de soluciones en ndmeros enteros,
porque se pueden asumir valores arbitrarios para las letras
my n.

48.

I1.) El segundo caso se da cuando la letra a es un
cuadrado. Entonces sea dada esta expresion ff+ bx -+ cxx,
que debe ser convertida en un cuadrado. Para este fin

ponemos:
J ff+bx+oxx = f +%,

entonces

2mfx  mmxx
n nn '’

ff +bx+cxx= ff +

donde las ff se cancelan y los otros términos se pueden

dividir entre x, de modo que b+cx:¥+%, 0 sea

nnb + nncx = 2mnf+mmx, 0 sea Nncx — mmx = 2mnf—nnb,
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2mnf —nnb ,
nnc—-mm ’
valor para X, entonces sera

f rbxtoxx = f 4+ 2mmf —mnb _ nncf+mmf—mnb;
nnc—mm nnc—mm

g, entonces como arriba se puede

y en consecuencia Xx= si ahora se pone este

si aqui se pone x=

convertir la expresion ffqq-+bpg-+cpp en un cuadrado,
siempre 'y cuando se pongan p=2mnf-nnb vy
g=nnc—mm.

49.

Aqui el caso particularmente notable es cuando a = 0,
0 sea, si la expresion bx+cxx debe convertirse en un
cuadrado; porque solo se necesita poner /bx+ cxx :%,

entonces bx +cxx = =<, dividido entre x, y multiplicado

por nn, resulta  bnn+cnnx=mmx, en consecuencia

x:%. Por ejemplo, busquemos todos los numeros
triangulares que también sean cuadrados, entonces 22X 'y

2

por lo tanto también 2xx+2x tienen que ser cuadrados.

Este Gltimo sea T, asi serd 2nnx+2nn=mmx y

X= mrﬁfgnn !
posibles para m y n, pero entonces se encuentra
mayormente una fraccion para x; pero también pueden
salir nimeros enteros, como cuando se ponen m=3 y
n =2, entonces se obtiene x =8, cuyo triangulo es 36, que
también es un cuadrado.

También se puede poner m=7 y n=5, entonces
X =—50 cuyo triangulo es 1225, que es a la vez el triangulo
de +49 y también el cuadrado de 35; esto también habria
salido si se hubiera puesto n=7 y m=10, porque
entonces x =49.

donde se pueden poner todos los numeros



HACER RACIONAL +/a+bx+cxx 193

También se puede poner m=17 y n=12, entonces

serd x = 288, cuyo triangulo es X(X2+1) = 28828 —144. 289,

que es un numero cuadrado cuya raiz es 12-17 = 204.

50.

En este dltimo caso se debe considerar que la
expresion bx+cxx se pudo convertir en un cuadrado
porque tenia un factor, como X, lo que nos lleva a nuevos
casos en los que la expresion a+bx+cxx pueda convertir-
se en un cuadrado aunque ni @ ni ¢ sean cuadrados.

Estos casos se dan cuando a+bx+cxx se puede
descomponer en dos factores, lo que sucede cuando
bb—4ac es un cuadrado. Para demostrar esto, debe tenerse
en cuenta que los factores siempre dependen de las raices

de una ecuacion. Por lo tanto, ponemos a+ bx+cxx = 0, asi

CXX=—-bx—a vy xx:—%—é de lo cual se encuentra

C )
Jbb—4ac

2c

>
[
|
8l=
o
o
:‘

b
+ (B0 _ -_9 4
T\ Zcc , O0Sea X 5c ©

de lo cual es evidente que si bb—4ac es un cuadrado,
entonces estas raices seran racionales.
Por eso, sea bb—4ac=dd, asi que las raices son

b 5 sea x =229 por lo tanto, los divisores de la
b-d bid

2c ! 2c !
e Yy X+—2C , que

cuando se multiplican entre si, dan la misma expresion,
pero dividida entre ¢, es decir, se encuentra

expresion a+bx+cxx seran X+

XX+ 24 B0 dd "ya que ahora dd = bb—4ac, entonces
c 4cc  4cc
se tiene xx+ X4 Db_ Bb , dac DX 3 gue multi-
c 4cc  4cc  4ce c c

plicado por ¢ da cxx+bx+a. Por lo tanto, solo se tiene
que multiplicar uno de los factores por c, y entonces
nuestra expresion sera igual a este producto:
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b _d b, d
(ox+5-5)(x+25+ 5]
y se puede ver que esta resolucion es posible siempre y
cuando bb—4ac sea un cuadrado.

51.

De ello surge el tercer caso en el que nuestra expresion
a+bx+cxx se puede convertir en un cuadrado; queremos
agregar este caso a los dos anteriores.

[11.) Este caso se da cuando nuestra expresion puede
ser representada por un producto como (f +gx)-(h+kx).

Para convertirlo en un cuadrado, planteamos la raiz como:

J(F+9x)-(h+kx) = w entonces se obtiene

(f + gx)(h+ ko) = MmL007

esta ecuacion, dividida entre f+gx, da h+kx = w
es decir, hnn+knnx = fmm+gmmx, de donde se encuentra

fmm-hnn

X= knn—gmm "

52.

Para explicar esto, se da la siguiente pregunta:

I. Pregunta. Busquense los nimeros x, que cuando se
resta 2 de su doble cuadrado, el resto es de nuevo un
cuadrado.

Dado que 2xx—2 tiene que ser un cuadrado, se tiene
gue considerar que esta expresion puede ser representada
por los siguientes factores 2-(x+1)(x—1); por eso se
equipara su raiz cuadrada con % entonces sera

2-(x+1)(x—1):%’;+1)2; se divide entre x+1, y se
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multiplica por nn, asi se obtiene 2nnx-—2nn = mmx-+mm

_ mm+2nn
y porlotanto x =5

Siaqui setoman m=1 y n=1, entonces x=3, y
2xx—2=16=4% Si se toman m=3 y n=2, entonces
X =—17: pero ya que solo aparece el cuadrado de X, no
importa si se toma x=-17 o x=+17, de ambos resulta
2xX—2 =576 = 242,

53.

Il. Pregunta. Sea dada esta expresion 6+ 13x+ 6xx,
que debe convertirse en un cuadrado. Aqui ahoraes a =6,
b=13 y c=6,donde ni a ni ¢ son cuadrados. De modo
que se ve si bb—4ac es un cuadrado; ya que ahora sale 25,
entonces se sabe que esta expresion puede ser representada
por dos factores, que son (2+3x)-(3+2x); cuya raiz sea

@, de lo cual se obtiene

(2+3x)-(3+2x) = M,

nn

esto se convierte en 3nn+2nnx =2mm-+3mmx, y por lo

_ 2mm-3nn _ 3nn—-2mm
tanto x=5-—"==2-——. Para que el numerador se

vuelva positivo, 3nn tiene que ser mayor que 2mmy, por

lo tanto, 2Zmm menor que 3nn; en consecuencia, % tiene

gue ser menor que 5, para que el numerador se vuelva

positivo. Pero para que el denominador se vuelva positivo,

entonces 3mm tiene que ser mayor que 2nn y, por lo tanto

% mayor que % Por eso, para encontrar ndmeros

positivos para X, tienen que tomarse tales numeros para m

y N que T sea menor que 2, y alin mayor que £
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Si ahora se pone m—6 y n=5, entonces serd

LLLLP 5, que es menor que 2, y obviamente mayor que

nn

; por eso se obtiene x = @

54,

IV.) Este tercer caso nos lleva a un cuarto caso, que se
da cuando la expresion a+bx+cxx se puede partir en dos
partes de tal manera que la primera sea un cuadrado, pero
la segunda se pueda descomponer en dos factores, de
manera que resulte la forma pp+qr, donde las letras p, g
y r significan expresiones de este tipo f+gx. Entonces

solo se necesita poner /pp+qr = p+%, por lo tanto sera

_ 2mpq 4 nmag
pp+ar=pp+——+—n
donde pp se cancela y los otros términos se pueden
dividir entre g, de modo que r_zmp+m, 0 sea

nnr =2mnp+mmg, de lo cual x puede determinarse facil-
mente, y este es el cuarto caso, en el que nuestra expresion
se puede convertir en un cuadrado, que ahora explicaremos
mediante algunos ejemplos.

55.

I1l. Pregunta: Se buscan numeros x tales que su
cuadrado, tomado dos veces, sea 1 mas grande que otro
cuadrado, o sea, si se resta 1 del doble cuadrado, queda un
cuadrado; como pasa con el nimero 5, cuyo cuadrado 25,
tomado dos veces, son 50, restando 1 queda el cuadrado 49.

Por lo tanto, 2xx—1 tiene que ser un cuadrado, donde
de acuerdo con nuestra expresion a=-1, b=0y c=2,
por lo que ni a ni ¢ son cuadrados, ni se puede resolver
la expresion en dos factores, porque bb—4ac =8 no es un
cuadrado y, por lo tanto, no se trata de ninguno de los tres
primeros casos.
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Pero segun el cuarto caso, esta expresion se puede

representar como xx+ (xx—1) =xx+ (x—1)(x+1). Su raiz

ahora se plantea como x+m(x+1), entonces sera

2mx(x+l) mm(x+1)2
nn
se cancelan, y los otros termlnos se pueden dividir entre

X+1, entonces salen nnx—nn=2mnx+mmx+mm Yy

mm+nn

X=—————; YCOMmoen nuestra expresmn 2xx—1 solo
nn—2mn—mm

aparece el cuadrado xx, no importa si los valores de x salen
positivos 0 negativos. También se puede escribir —m en

___mm+mn
lugar de +m, paraobtener x=_—>-"—.

Si aqui se toman m=1 y n=1, entonces se tiene
x=1y 2xx—1=1. Ademas,sean m=1 y n =2, entonces

sera x=2 y 2XX-— 1_4— Pero si se pone m=1 vy

7 9"
n=-2,entonces serd x=-50 x=+5y 2xx—1=49.

XX+ (X+1)-(x=1) = xx+ , donde las xx

56.

IV. Pregunta. Buscamos numeros cuyo cuadrado,
tomado dos veces y sumado 2, de nuevo sea un cuadrado.
Uno de estos es 7, del cual el cuadrado duplicado da 98, y
sumando 2 resulta el cuadrado 100.

Entonces, esta espresion 2xx+2 tiene que ser un
cuadrado, donde a=2, b=0 y c=2, por lo que
nuevamente ni a ni ¢ son cuadrados, tampoco bb—4ac,
0 sea — 16, es un cuadrado, y aqui no puede proceder la
tercera regla.

Pero nuestra expresion se puede representar seguin la
cuarta regla de la siguiente manera.

Ponemos la primera parte =4, entonces la segunda
sera  2xx—2=2(x+1)-(x-1), y por lo tanto nuestra

expresion serd 4+2(x+1)-(x—1). Suraiz sea 2+m(x+1),

de donde surge esta ecuacion
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4+2(x+1)-(x-1) =4+ Am(x+1) mm(x-+1)2
n nn

donde los 4 se cancelan, pero los otros términos se pueden
dividir entre x+ 1, de modo que
__4Amn+mm+2nn

2nnx—2nn =4mn+mmx+mm y asi Xx=-—_—--

Sisepone m=1 y n=1, entonces se tiene x=7 y
2xx+2 =100. Sisetoma m=0 y n=1, entonces se tiene
Xx=1vy 2xx+2=4.

S7.

A menudo también sucede que cuando no se puede
aplicar ni la primera, ni la segunda, ni la tercera regla, no se
puede hallar como partir la expresion en dos partes segun
las exigencias de la cuarta regla. Por ejemplo, para la
expresion 7 +15x+13xx es posible tal descomposicion,
pero no salta a la vista facilmente. Porque la primera parte
es (1-x)? o 1-2x+xx, Yy por lo tanto la segunda parte

sera 6+17x+12xx, la cual tiene factores porque
172 -4-6-12 =1 esun cuadrado. Los dos factores de hecho
son (2+3x)-(3+4x); de modo que nuestra expresion serd
(1-x)?+(2+3x)(3+4x), que ahora puede ser resuelta
segln la cuarta regla.

Pero no es justo exigir que alguien adivine esta
descomposicion; por lo tanto, queremos mostrar una forma
general de reconocer primero si es posible resolver tal
expresion, porque hay un namero infinito de ellas, cuya
resolucion es absolutamente imposible, como p. ej. sucede
con esta 3xx+2, que jamas se puede convertir en un
cuadrado.

Pero si una expresion es posible en un solo caso
particular, entonces es facil encontrar todas las soluciones
para ella, lo que aln trataremos aqui.
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58.

Toda la ventaja que se puede tener en tales casos
consiste en ver si se puede encontrar o, por asi decirlo,
adivinar un caso, en qué tal expresion a+bx+cxx se
convierta en un cuadrado, poniendo paso por paso algunos
nimeros pequefios para X para ver si acaso sale un
cuadrado.

Para explicar este trabajo, si ponemos un numero
fraccionario para X, se puede escribir de una vez una

fraccion para x como & de la cual surge esta expresion

a+2s &
por el cuadrado uu sigue siendo un cuadrado. Entonces,
solo se tiene que probar si se pueden adivinar para t y u
tales valores en nUmeros enteros que esta expresion

auu+btu+ctt se convierta en un cuadrado. Porque

entonces, si se pone x:ﬁ, esta expresion a+ bXx+ Cxx

ciertamente sera un cuadrado.

Pero si no se puede encontrar tal caso a pesar de todo
el esfuerzo, se tienen buenas razones para sospechar que es
absolutamente imposible convertir la expresion en un
cuadrado, ya que hay infinitos casos de este tipo.

que si es un cuadrado, también multiplicado

59.

Pero si se ha adivinado un caso en el que tal expresion se
convierta en un cuadrado, entonces es muy facil encontrar
todos los casos en los que también se convierte en un
cuadrado; y el numero de ellos es siempre infinito.

Para demostrar esto, consideremos primero esta
expresion 2+7xx, donde a=2, b=0, y c=7. Esta
expresion se vuelve un cuadrado si x=1; por lo tanto,
ponemos X=1+Y, entonces sera Xxx=1+2y+yy, Yy
nuestra expresion se convierte en 9+ 14y +7yy, en la que
el primer término es un cuadrado; entonces ponemos la raiz
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cuadrada de la misma segun la segunda regla =3+%,
luego obtenemos esta ecuacién

_gy 8my  mmy
9+14y+7yy=9+ S
donde los 9 se cancelan, pero todos los demas términos

son divisibles entre y; entonces obtenemos

14nn+7nny = 6mn+mmy Yy asi y:%; de esto

encontramos ~ x =0T - gonde se pueden tomar

nameros arbitrarios para m y n.

Sisepone m=1 y n=1, entonces X=—x

3, 0como

solo aparece xx, también x:+%, por lo tanto sera

2+ TXX = % Ademas ponemos m=3 y n=1, entonces

X=-1 0 x=+1.Perosisepone m=3 y n=-1, luego
x =17; de esto serd 2+ 7xx = 2025, que es el cuadrado de
45. También pongamos m=8 y n =3, entonces x =-17,
como antes. Pero si ponemos m=8 y n=-3, entonces
serd x =271, lo que resultaen 2+ 7xx =514089 = 7172

60.

Consideremos ademas esta expresion 5xx+ 3x + 7, que
se convierte en un cuadrado si x=—1. Por eso se pone
X =Yy—1, entonces nuestra expresion se convierte en esta

5yy—-10y+5
+ 3y-3
+7

Syy— 7y+9

Cuya raiz cuadrada se pone = 3—%, entonces sera
mmyy .
nn '’

Syy—7y+9=9-"" 4
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asi obtenemos 5nny—7nn =—-6mn+mmy, y

_ 7nn—-6mn

2nn—-6mn+mm
y= 5nn—mm ’

5nn—mm

por lotanto x=

Sean m=2 y n=1, entonces x=-6 y asi
5XX+3Xx+7=169=13%

Pero sise ponen m=-2 y n=1, entonces x=18 y
5Xxx+3x+7 =1681=41%

61.
Consideremos ahora también esta expresion
7xX+15x+13, y pongamos x:ﬁ, de modo que esta

expresion 7tt+15tu+13uu debe ser un cuadrado. Ahora
probamos algunos nimeros pequefios para t y u de la
siguiente manera:

Sea t=1 y u= 1, asinuestraexpresionsera = 35
"t=2 " u= 1 " =71
"t=2 " u=-] " =11
" t=3 " u= 1 " =121

Como 121 ahora es un cuadrado, y por lo tanto el valor
x=3 cumple con la condicion requerida, ponemos
X =Yy+3 Yy nuestra expresion sera

Tyy+42y+63+15y+45+13
0 sea 7yy+57y+121; cuya raiz se pone :11+%,

entonces se obtiene 7yy+57y+121:121+&r']“y+M 0

nn '’
sea 7nny +57nn = 22mn+mmy, y por lo tanto

_ 57nn-22mn _36nn—22mn+3mm
y= mm—7nn y X= mm-7nn
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Ponemos p.ej. m=3 y n=1, entonces seran x = —%

2
y nuestra expresion 7xx+15x+13=275:(%) . Ademas,

sean m=1 y n=1, entonces serd x=—%. Si se toman

m=3 y n=-1, entonces seran x=12 y nuestra

2
expresion

120409 _ (347\?
TXX+15x+13 = 2 Z(T)

62.

A veces, es en vano todo el esfuerzo para adivinar un
caso en el que la expresion dada se convierta en un

cuadrado, como por ejemplo sucede con esta 3xx+2, 0, Si

para X se escribe & con esta 3tt+2uu, que jamas se

convierte en cuadrado, no importa cuales nimeros se
asuman para t y u. Hay un numero infinito de tales
expresiones, que no se pueden convertir en un cuadrado de
ninguna manera, y por lo tanto, valdra la pena indicar
algunas caracteristicas mediante las cuales se puede
reconocer la imposibilidad, para que uno sea liberado a
menudo de la molestia de encontrar adivinando tales casos
en los que salga un cuadrado. A esto esta destinado el
siguiente capitulo.

CAPITULO 5

DE LOS CASOS EN QUE LA EXPRESION a + bx + cxx
JAMAS PODRA SER UN CUADRADO

63.

Como nuestra expresion general consta de tres
términos, cabe sefialar que siempre se puede convertir en
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otro que carezca del término de en medio. Esto se logra

poniendo x=y2—_cb, con ello nuestra expresion toma esta
forma:
by—bb  yy—2by+bb 4ac-bb+yy
a+t—5—+5——, osea ———=.

Si esto debe ser un cuadrado, se plantea que el mismo sea
= 2742, entonces sera

4ac—bb+yy=czz, portanto yy=czz+bb-4ac.

Entonces, si se supone que nuestra expresion es un
cuadrado, esta también lo sera

czz+bb —4ac.

Y al revés, si esta es un cuadrado, entonces también la
expresion de arriba serd un cuadrado. En consecuencia, Si
para bb—4ac se escribe t, depende de que si la expresion
czz+t pueda convertirse en un cuadrado o no; y dado que
esta expresion consta de sblo dos términos, es
indudablemente mucho mas facil juzgar la posibilidad o
imposibilidad de ella, lo que tiene que hacerse a partir de la
naturaleza de los dos numeros ¢ y t dados.

64.

Si t=0, entonces es obvio que la expresion czz solo
se convierte en un cuadrado si el nimero ¢ es un cuadrado.
Como un cuadrado dividido entre otro cuadrado, vuelve a
ser un cuadrado, czz no puede ser un cuadrado a menos

que % es decir, ¢, sea un cuadrado. Por lo tanto, si el

numero ¢ no es un cuadrado, entonces la expresion czz no
puede convertirse en un cuadrado de ninguna manera. Pero
si ¢ misma es un nimero cuadrado, entonces czz también
es un cuadrado, donde para z se puede poner lo que se
quiera.
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65.

Para poder juzgar otros casos, tenemos que utilizar lo
que se ha planteado anteriormente de los diversos tipos de
nameros con respecto a cualquier divisor.

Entonces, con respecto al divisor 3, los niUmeros son
de tres tipos: el primero incluye aquellos nimeros que se
pueden dividir entre 3 y que estan representados por esta
expresion 3n.

El segundo tipo incluye aquellos que, divididos entre
3, dejan como resto 1 y estan contenidos en la expresion
3n+1.

El tercer tipo, pues, incluye los nimeros que, divididos
entre 3, dejan como resto 2, y que estan representados por
esta expresion 3n + 2.

Dado que todos los nimeros estan contenidos en una
de estas 3 expresiones, queremos considerar los cuadrados
de ellos.

Si el nimero esta contenido en la expresién 3n, su
cuadrado es 9nn, que se puede dividir no solo entre 3, sino
incluso entre 9.

Si el numero esta contenido en la expresion 3n+1,
entonces su cuadrado es

9nn+6n+1,

que al dividir entre 3da 3nn+2n y deja 1 de resto, y por
lo tanto también pertenece al segundo tipo 3n+ 1.

Finalmente, si el numero estd contenido en esta
expresion 3n+ 2, entonces su cuadrado es

9nn+12n+4,

que dividido entre 3 da 3nn+4n+1 ydeja 1 de resto,
y asi también pertenece al segundo tipo 3n+1; por lo
tanto, estd claro que todos los nimeros cuadrados, con
respecto al divisor 3, solo son de dos tipos. Porque, 0 son
divisibles entre 3, y luego necesariamente también tienen
que ser divisibles entre 9; o si no se pueden dividir entre 3,
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siempre solo dejan 1 de resto, pero nunca 2. Por lo tanto,
ningun namero contenido en la forma 3n+2 puede ser un
cuadrado.

66.

De ello, ahora podemos demostrar facilmente que la
expresion 3xx+2 nunca puede convertirse en un cuadrado;
se ponga un namero entero o una fraccién para x. Porque
si X es un nimero entero y se divide esta expresion 3xx+2
entre 3, quedan 2, por lo que esta expresion no puede ser un
cuadrado. Pero si x es una fraccion, entonces ponemos

x:%, de esta fraccion podemos suponer que ya se ha
llevado a su forma méas pequefia, y por lotanto t y u no

tienen comun divisor excepto 1. Si acaso %+2 fuera un
cuadrado, entonces, la misma también tendria que ser un
cuadrado, si se multiplica por uu, resultando 3tt+2uu,
pero esto tampoco puede suceder. Porque o el nimero u se
puede dividir entre 3 0 no; si se puede dividir, entonces t
no se puede dividir porque de lo contrario t y u tendrian
un divisor coman.

Por lo tanto ponemos u = 3f, asi nuestra expresion
sera 3tt+ 18ff, que dividida entre 3 da tt+ 6ff, por lo tanto
no se puede dividir mas entre 3, como se requiere para un
cuadrado, porque 6ff se puede dividir, pero tt dividido
entre 3 deja de resto 1.

Pero si u no se puede dividir entre 3, veamos lo que
queda de resto. Debido a que el primer término se puede
dividir entre 3, el resto depende solo del segundo término
2uu. Pero ahora uu dividido entre 3 tiene 1 de resto, o
sea, es un numero de este tipo 3n+1, entonces 2uu sera
un namero de este tipo 6n+ 2, y asi dividido entre 3 deja
2 de resto. Entonces, nuestra expresion 3tt+ 2uu, dividida
entre 3, deja 2 de resto, y por lo tanto ciertamente no es un
namero cuadrado,
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67.

De la misma manera se puede demostrar que esta
expresion 3tt+5uu nunca puede ser un cuadrado, y aun
tampoco ninguna de estas: 3tt+8uu, 3tt+11uu, 3tt+ 14uu,
etc., donde los nimeros 5, 8, 11, 14, etc., divididos entre 3,
dejan 2 de resto. Porque si u fuera divisible entre 3, por lo
tanto t no lo seria, y si se pone u = 3s, la expresion seria
divisible entre 3 pero no entre 9. Si u no fuera divisible entre
3y por lo tanto uu fuera un ndmero de este tipo 3n+1, el
primer término 3tt seria divisible entre 3, pero el otro, 5uu,
seria de la forma 15n+5, o 8uu de la forma 24n+8, o
1luu de esta 33n+11, etc. Estos, divididos entre 3,
dejarian 2 de resto, y por lo tanto no pueden ser cuadrados.

68.

Esto también se aplica a esta expresion general
3tt+ (3n+2)uu, que nunca puede convertirse en un
cuadrado, ni incluso si se pusieran nameros negativos
para n. Como p. ej., si n=-1, entonces es imposible
convertir esta expresion 3tt—uu en un cuadrado. Porque si
u es divisible entre 3, la cosa es obvia, pero si u no fuera
divisible entre 3, entonces uu seria un nimero de este tipo
3n+1, y asi nuestra expresion seria 3tt—3n-—1, que,
dividida entre 3, deja —1 de resto, o, sumando 3, deja + 2.
Si ponemos n=-m en general, nuestra expresion se
convierte en 3tt—(3m—2)uu, la cual nunca puede ser un
cuadrado.

69.

A esto nos ha llevado ahora la consideracion del
divisor 3; por lo tanto, también queremos considerar 4
como divisor, entonces todos los nimeros estan contenidos
en una de estas cuatro expresiones:

I. 4n, II. 4n+1, Il 4n+2, V. 4n+3.
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De los nimeros del primer tipo, el cuadrado es 16nn 'y, por
lo tanto, se puede dividir entre 16. Si un nimero es del
segundo tipo 4n+1, su cuadrado es 16nn+8n+1, el cual,
dividido entre 8, deja 1 de resto, y por lo tanto pertenece a
esta expresion 8n+ 1. Si un nimero es del tercer tipo 4n+2
entonces su cuadrado es 16nn+16n+ 4, que dividido entre
16, deja 4 de resto, y por lo tanto esta contenido en esta
forma 16n+ 4. Finalmente, si un nimero es del cuarto tipo
4n+3, entonces su cuadrado es 16nn+24n+9, que,
dividido entre 8, deja 1 de resto.

70.

De esto aprendemos lo siguiente. En primer lugar, que
todos los nimeros cuadrados pares estan contenidos en esta
forma 16n o en esta 16n+4; en consecuencia, todas las
demas formas pares, es decir, 16n+2, 16n+6, 16n+38,
16n+10, 16n+12, 16n+14, jamas pueden ser nimeros
cuadrados.

En segundo lugar, de los cuadrados impares vemos que
todos estan contenidos en esta Unica forma 8n+1, o sea,
divididos entre 8 dejan 1 de resto. Por lo tanto, todos los
nameros impares restantes que estan contenidos en una de
estas expresiones 8n+3; 8n+5; 8n+7, nunca pueden ser
cuadrados.

71.

Por esta razon, podemos demostrar nuevamente que la
expresion 3tt+2uu no puede ser un cuadrado. Porque o
ambos nimeros t y u son impares, 0 uno es par y el otro
es impar, porque ambos no pueden ser pares a la vez,
porque de lo contrario 2 seria su factor comdn. Si ambos
fueran impares, y en consecuencia tanto tt como uu
estarian contenidos en la forma 8n+ 1, entonces el primer
término 3tt dividido entre 8 dejaria 3 de resto, pero el
otro término dejaria 2 de resto, pero ambos juntos dejarian
5 de resto, por lo que no seria un cuadrado. Pero si t fuera
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un namero par, y u impar, el primer término 3tt seria
divisible entre 4, pero el otro, 2uu, dividido entre 4, dejaria
2 de resto, por lo que ambos juntos dejarian 2 de resto y,
por lo tanto, no serian un cuadrado. Pero si finalmente u
fuera par, es decir, u=2s, pero t impary, en consecuencia,
tt =8n+ 1, entonces nuestra expresion seria 24nn + 3 + 8ss,
que, dividida entre 8, deja 3 de resto, y por lo tanto no puede
ser un cuadrado.

Esta misma demostracion también puede extenderse a
esta expresion

3tt+ (8n+2)uu; igualmente a esta (8m+ 3)tt+ 2uu,

e incluso a esta (8m+ 3)tt+(8n+2)uu, donde para m y n
se pueden tomar todos los nimeros enteros, tanto positivos
como negativos.

72.

De la misma manera procedemos con el divisor 5,
respecto al cual todos los nimeros estan contenidos en una
de estas cinco expresiones:

[. 5n, 1. 5n+1, Il 5n+2, IV. 5n+3 V. 5n+4.

Si un namero es del primer tipo, entonces su cuadrado
es 25nn, que no solo es divisible entre 5 sino también entre
25.

Si un ntmero es del segundo tipo, su cuadrado es
25nn+10n+ 1, que dividido entre 5 deja 1 de resto y, por
lo tanto, esta contenido en esta expresion 5n+1.

Si un numero es del tercer tipo, su cuadrado es
25nn+20n + 4, que dividido entre 5 deja 4 de resto.

Si un ndmero es del cuarto tipo, su cuadrado es
25nn+30n + 9, que dividido entre 5 deja 4 de resto.

Finalmente, si un namero es del quinto tipo, entonces
su cuadrado es 25nn +40n + 16, que dividido entre 5 deja 1
de resto. Entonces, si un numero cuadrado no es divisible
entre 5, el resto siempre serd 0 1 0 4, pero nunca 2 0 3. Por
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lo tanto, las expresiones 5n+2 y 5n+3 no pueden
contener ningun cuadrado.

73.

Por esta razon también podemos demostrar que ni la
expresion 5tt+2uu ni esta 5tt+3uu pueden convertirse
en un cuadrado. Porque u es divisible entre 5 0 no; en el
primer caso, estas expresiones son divisibles entre 5, pero
no entre 25, y por lo tanto tampoco pueden ser cuadrados.
Pero si u no esdivisible entre 5, uueso 5n+1 o 5n+4,
en el primer caso, la primera expresion se convierte en
5tt+10n+2, que dividida entre 5 deja 2 de resto; pero la
otra se convierte en 5tt+15n+ 3, que dividida entre 5 deja
3 de resto, y por lo tanto ninguna puede ser un cuadrado.
Pero si uu=>5n+4, entonces la primera expresion se
convierte en 5tt+10n+ 8, que dividida entre 5 deja 3 de
resto; pero la otra se convierte en 5tt+15n+12, que,
dividida entre 5, deja 2 de resto y, por lo tanto, tampoco
puede convertirse en un cuadrado en este caso.

Por esta misma razén, se puede ver que ni esta
expresion 5tt+ (5n+2)uu niesta 5tt+(5n+3)uu pueden
ser un cuadrado, porque quedan los mismos restos que
antes, incluso se puede escribir 5mtt en lugar de 5tt en el
primer término, siempre y cuando m no sea divisible entre
5.

74.

Como todos los cuadrados pares estan contenidos en
esta forma 4n, pero todos impares en esta forma 4n+1,y
por lo tanto ni 4n+2 ni 4n+3 pueden ser cuadrados,
resulta que esta expresion general (4m+ 3)tt+ (4n+3)uu
nunca puede ser un cuadrado. Porque si t fuera par
entonces tt seria divisible entre 4, pero el otro término,
dividido entre 4, dejaria 3 de resto. Pero si ambos nimeros
t y u fueran impares, entonces los restos de tt y de uu
serian 1, y de la expresion completa el resto seria 2. Pero
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ahora, ningun nimero que dividido entre 4 deje 2 de resto,
es un cuadrado. Aqui también se debe notar que tanto m
como n pueden tomarse negativos, y también =0, por lo
que ni la expresion 3tt+3uu ni esta 3tt—uu pueden ser
cuadrados.

75.

Como hemos encontrado con los divisores anteriores
que algunos tipos de numeros nunca pueden ser cuadrados,
esto también se aplica a todos los demas factores, que
siempre hay algunos tipos que no pueden ser cuadrados.

Si el divisor es 7, todos los nimeros estan contenidos
en uno de los siguientes siete tipos, de los cuales también
qgueremos examinar los cuadrados.

tipos de numeros sus cuadrados pertenecen al tipo

. 7n 49nn m

. 7n+1 49nn+14n+1 n+1

. 7n+2 49nn+28n+4 n+4

IV. 7n+3 49nn+42n+9 n+2

V. Tn+4 49nn+56n+ 16 mn+2

VI. 7n+5 49nn+70n+25 n+4
VII. 7n+6 49nn + 84n + 36 mn+1

Dado que los cuadrados que no son divisibles entre 7
tienen que pertenecer a uno de estos tres tipos 7n+1,
n+2, 7n+4, los otros tres tipos estdn completamente
descartados por la naturaleza de los cuadrados. Estos tipos
ahora son 7n+3, 7n+5, 7n+6, y la razon de esto es
evidente, porque siempre hay dos tipos de los cuales los
cuadrados pertenecen a un genero.

76.

Para mostrar esto con mas claridad, se tiene que tomar
en cuenta que el ultimo tipo 7n+6 también se puede
expresar como 7n—1; de la misma manera, la expresion
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7n+5 eslamismaqueesta 7n—2,y 7n+4 estanto como
7n—3. Pero ahora es evidente que de estos dos tipos de
nimeros 7n+1 y 7n—1 los cuadrados divididos entre 7
dejan el mismo resto, es decir, 1; también los cuadrados de
estos tipos 7n+2 y 7n—2 son del mismo género.

77.

Entonces, en general, sea cual sea el divisor, el cual
queremos indicar con la letra d, los diferentes tipos de
nameros que surgen son los siguientes

dn, dn+1, dn+2, dn+3etc., dn-1, dn—-2, dn-3,
etc.,

donde los cuadrados de dn+1 y dn—1 tienen en comdn
que si se dividen entre d dejan 1 de resto, y asi ambos
pertenecen al mismo tipo, es decir, a dn+1. Lo mismo
ocurre con los dos tipos dn+2 y dn-2, cuyos cuadrados
pertenecen al tipo dn+4.

Y asi, en general, esto también se cumple con estos dos
tipos dn+a y dn-—a, cuyos cuadrados divididos entre d
dejan el mismo resto, es decir, aa, o0 tanto como quede de
resto cuando se divida aa entre d.

78.

De esta manera se obtiene una cantidad infinita de tales
expresiones att+buu que no pueden convertirse en
cuadrados de ninguna manera. Asi, del divisor 7 se puede
ver facilmente que ninguna de estas tres expresiones

7tt+3uu, 7tt+5uu y 7tt+6uu

jamas podran convertirse en un cuadrado. Porque uu
dividido entre 7 deja 10204 de resto; ademas, porque
en la primera expresion queda de resto 306 05, en la
segunda queda 50306, enla terceraqueda 60503, lo
gue no puede suceder con ningun cuadrado. Si se dan tales
expresiones, entonces todo el esfuerzo de intentar adivinar
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cualquier caso en el que pudiera salir un cuadrado seria en
vano, y por eso, esta consideracion es de gran importancia.

Pero si una expresion dada no es de esta naturaleza, y
se puede adivinar un solo caso en el que se convierte en un
cuadrado, ya se ha mostrado en el capitulo anterior como se
puede encontrar un namero infinito de otros casos a partir
de él.

La expresion dada era en realidad axx+b, y debido a

que para X se encuentran generalmente fracciones, hemos

planteado x :%, asi que esta expresion att+buu debe

convertirse en un cuadrado.

Pero a menudo hay un numero infinito de casos en los
que para X se pueden indicar incluso nimeros enteros; en
el siguiente capitulo se muestra como hallarlos.

CAPITULO 6

DE LOS CASOS CON NUMEROS ENTEROS EN QUE
LA EXPRESION axx + b SERA UN CUADRADO

79.

Ya hemos mostrado anteriormente coémo pueden ser
transformadas tales expresiones a+ bx+ cxx de modo que
desaparezca el término de en medio, y por €so nos
conformamos con limitar el presente tratado a esta forma
axx+b. En ello es importante que para x se deben encon-
trar solamente numeros enteros que conviertan la expresion
en un cuadrado. Pero antes de todo, es necesario que dicha
expresion sea posible, porque si fuera imposible, ni siquiera
se encontrarian fracciones, y mucho menos ndmeros
enteros para x.
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80.

Entonces planteamos esta formula axx+b = yy, donde
ambas letras x e y deben ser niUmeros enteros, porque a
y b también lo son.

Para ello es inevitablemente necesario que ya se
conozca 0 haya adivinado un caso en numeros enteros,
porque de lo contrario seria superfluo todo esfuerzo de
seguir buscando casos, porque quizas la formula en si
misma sea imposible.

Entonces queremos suponer que esta expresion se
convierta en un cuadrado si se toma x=f, y queremos
indicar el cuadrado con gg, de modo que aff+b=gg,
donde f y g son ndmeros conocidos. Aqui solo se trata de
cdmo se pueden derivar otros casos de este caso; y esta
investigacion es tanto mas importante cuanto mas
dificultades se presenten, pero que superaremos con los
siguientes métodos.

81.

Dado que ya se ha encontrado aff+b = gg, y ademas
deberia ser axx+b =yy, restamos aquella ecuacion de esta
para obtener axx—aff =yy—gg, la cual se puede expresar
mediante factores asi a(x+ f)(x—f)=(y+g)(y—0);
multiplicamos ambos lados por pg, entonces se obtiene

apg(x+ f)(x—f)=pa(y+9g)(y—g); para generar esta
igualdad, se hace esta distribucion:

ap(x+f)=a(y+9) vy a(x-f)=p(y-9),
y de estas dos ecuaciones buscamos las dos letras x e y; la

primera dividida entre q da y+g:@; la otra

ax—qf .
p 1
da 2g= (app‘qq)xgéapp”q)f, multiplicando por pq se

obtiene 2pqg =(app—qq)x+(app+qq) f, y por lo tanto

divididaentrepda y—g=

esta restada de aquella
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x — 2909 _ (app+qq) f
app-dq  app-qq

2999 _ (app+qa)fq _ gf
app-qq  (app—qaq)p P
dos primeros términos contienen la letra g, y resumidos dan

y de esto se encuentra y =g + . Los

%; los otros dos contienen la letra f, y llevados a
un denominador, dan —%; por lo tanto obtenemos
y = 9(@pp+aa)-2afpg
app—qq
82.

Este trabajo no parece estar en absoluto de acuerdo con
nuestro propoésito final, ya que aqui hemos llegado a
fracciones, cuando tendriamos que encontrar numeros
enteros para x e Y,y surgiria una nueva pregunta: ¢cuales
ndmeros se tendrian que poner para p y ( para que
desaparezcan las fracciones? Esta pregunta parece incluso
mas dificil que nuestra pregunta principal. Pero aqui existe
un método especial, mediante el cual podemos alcanzar
facilmente nuestro objetivo final: dado que aqui todo debe
expresarse en nlmeros enteros, entonces ponemos

app+qq 2pq
— =M —— =0, ara tener x=ng-mf €
app—qq y app-qq P g

y=mg-naf. Pero aqui no podemos tomar m y n
arbitrariamente, sino que tienen que determinarse de tal
manera que se satisfagan las determinaciones anteriores;
con este fin, veamos sus cuadrados, entonces tendremos

_ aap*+2appqq+q*
aap?—2appqg+q*

4ppqq

y ~ aap*-2appag+q*’

por lo tanto obtenemos:

aap®+2appqa+q°-4appqq _ aap®-2appqa+q’ _ 4

mm—ann = : 7 Z 7=
aap*—2appqg+q aap”-2appqg+q
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83.

De esto se ve que los dos numeros m y n tienen que
ser tales que mm=ann+1. Como a es un numero
conocido, sobre todo hay que enfocarse a encontrar un
namero entero para n tal que ann+1 se convierta en un
cuadrado, cuya raiz entonces es m; y tan pronto como se
encuentre uno, y ademas de este también se encuentre el
namero f, que convierte aff+b en un cuadrado, es decir,
gg, entonces para x € y se obtienen los siguientes valores
en numeros enteros

x=ng—-mf e y=mg-naf,

y por tanto axx + b =yy.

84.

Esta claro que una vez que se han encontrado m y n,
también se podrian escribir —m y —n para ellas, porque
el cuadrado nn permanece igual.

Por lo visto, para encontrar X e y en nlmeros enteros
que satisfagan axx-+hb =yy, es necesario ante todo tener un
caso donde sea aff+b =gg; tan pronto como se conozca
este caso, todavia se tienen que buscar los nimeros m y n
que cumplan con ann+1=mm, para lo cual se dan las
instrucciones a continuacion. Si esto ha sucedido, se tiene
inmediatamente un nuevo caso, es decir, x=ng+mf y
y =mg+ naf, entonces serd axx+b=yy.

Si ponemos este nuevo caso en el lugar del anterior que
se suponia conocido y escribimos ng-+mf en lugar de f,
y mg+naf en lugar de g, obtenemos otra vez nuevos
valores para x e Y, de los cuales ademas, cuando se usan
para f y g, se obtienen otros nuevos, y asi sucesivamente,
de modo que si inicialmente solo se tenia un caso de este
tipo, se puede encontrar un numero infinito de otros a partir
de él.
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85.

La forma en que llegamos a esta solucion fue bastante
laboriosa y al principio parecio alejarse de nuestro objetivo
final, ya que nos encontramos con fracciones bastante
complicadas que podian eliminarse por circunstancias
favorables. Por eso, serd bueno mostrar otro camino mas
corto que nos lleve a esta misma solucién.

86.

Como debe ser axx+b=yy, y ya se ha encontrado
aff + b = gg, entonces aquella ecuacion nos da b = yy —axx,
pero esta da b = gg — aff, por lo tanto tiene que ser también
yy —axx = gg —aff, y ahora todo depende de encontrar las
desconocidas x e y a partir de los nimeros conocidos f
y g. Entonces es inmediatamente evidente que esta igual-
dad se cumplesisepone x=f e y=g; perono seobtiene
un nuevo caso, excepto el que ya se da por conocido.

Entonces queremos suponer que ya hemos encontrado
un numero para n tal que ann+1 se convierta en un
cuadrado, o sea que ann+1=mm, asi ahora mm—ann =1,
y por este factor multiplicamos la parte gg-—aff de la
ecuacion de arriba, entonces tiene que ser

yy —axx = (gg —aff )(mm—ann)
= ggmm — affmm —aggnn + aaffnn.

Para este fin pongamos y = gm + afn, asi obtenemos:

ggmm + 2afgmn + aaffnn —axx =
ggmm — affmm —aggnn + aaffnn.

donde los términos ggmm y aaffnn se cancelan entre si 'y
obtenemos axx = affmm-+aggnn + 2afgmn, esta ecuacion
dividida entre a da xx = ffmm+ ggnn + 2fgmn, esta expre-
sion es obviamente un cuadrado, de ello obtenemos
x = fm+gn, que son justamente las formulas que encontra-
mos anteriormente.
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87.

Ahora seré necesario explicar esta resolucion mediante
algunos ejemplos.

I. Pregunta. Buscamos todos los numeros enteros para
X, tal que 2xx—1 se convierta en un cuadrado, 0 sea que
2xx—1=vyy.

Aquison a=2 y b=-1, el primer caso que salta a
lavistaessisetoma x=1 y y=1. De este caso conocido
ahora tenemos f=1 y g=1; pero también es necesario
encontrar un numero para n tal que 2nn+1 se convierta
en un cuadrado, es decir, en mm; esto sucede ahorasi n =2
y m=3, por eso, para cada caso conocido f y g,
encontramos este nuevo x = 3f+2g e y = 3g+4f; dado que
el primer caso conocidoes f=1 y g=1, encontramos los
nuevos casos siguientes:

x=f=1 | 5 | 29 | 169
y=g=1 | 7 | 41 | 239 | etc.
88.

I1. Pregunta. Buscamos todos los nimeros triangulares
que también sean nimeros cuadrados.
772+27

Sea z laraiz triangular, entonces el triangulo es ==,

que debe ser un cuadrado. La raiz de esto sea X, entonces

tiene que ser “5%=xx. Multiplicamos por 8, entonces

42z+4z7=8xx, 'y sumando 1 en ambos lados, da
472+4z+1=(2z+1)> =8xx+1. Entonces se trata de

convertir 8xx+1 enun cuadrado, y si se pone 8xx+1=yy,
entonces sera y=2z+1, y por lo tanto la raiz triangular

planteada es z = VT_l

Aqui ahorason a=8 y b=1, y el caso conocido
salta a la vista, es decir, f=0 y g=1. Para que sea
8nn+1=mm, tomamos n=1 y m=3; por lo tanto,
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obtenemos x=3f+g e y=3g+8f, y z :yT_l; de esto
encontramos las siguientes soluciones:

x=f =0 1 6 | 35 | 204 | 1189
y=9 =1 3 | 17 | 99 | 577 | 3363

z=y7‘1=o 1| 8| 49 | 288 | 1681 | etc.

89.

[11. Pregunta. Buscamos todos los nimeros pentago-
nales que a la vez sean nimeros cuadrados.
La raiz del pentdgono sea = z, entonces el pentdgono

es 3222‘2 , el cual se debe igualar al cuadrado xx; por lo tanto

3zz—1z = 2xx; multiplicamos por 12 y sumamos 1, asi
obtenemos 36zz-12z +1=24xx+1=(6z-1)%

Si ahora planteamos 24xx+1=yy, por lo tanto
y=6z-1vy z :y%l; ya que aqui a =24, b =1, entonces

el caso conocido esf=0 y g=1. Como ademas tiene que
ser 24nn+1=mm, setoma n=1 y luego se tiene m =15,
por lo tanto obtenemos x=5f+g e y=5g+24f vy
z :y%l; o también y=1-6z, luego igualmente z = 1%’
de lo cual se encuentran las siguientes soluciones:

x=f =0 1 10 99 980

y=g =1 5 49 485 4801

_yt 2 2401
2= 1 | 2| 8 .

1
3
_ly 2 242
0 Z—T—O —-= -8 -3 —-800
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90.

IV. Pregunta. Buscamos todos los cuadrados en
nameros enteros que, tomados siete veces y luego sumado
2, den cuadrados.

Entonces aqui se requiere que 7xx+2=yy, donde
a=7, b=2; el caso conocido salta a la vista: si x=1, y
luego son x=f=1 e y=g= 3. Ahora hay que considerar
la ecuacion 7nn+1=mm, y es facil encontrar n=3 y
m = 8; por lo tanto, obtenemos x =8f+3g e y=8g+21f,
de lo cual se encuentran los siguientes valores para x e V:

x=f=1 17 | 271
y=9=3 | 45 | 717

91.

V. Pregunta. Buscamos todos los nimeros triangulares
que a la vez sean nimeros pentagonales.
La raiz del tridngulo sea =p Yy la raiz del pentagono

sea =g, entonces tiene que ser @:Q’C‘C‘T_q 0 sea
30g—g=pp+p; de esto se busca g, y ya que

_ 1, pp+p : _1, (1  pp+p :
qq=30+-3—, sera Qg=gEz+-3, es decir,

q= ]i—\/lz'ogm'“’*l Entonces se trata de que 12pp+12p+1

se convierta en un cuadrado, y eso en ndmeros enteros.

Dado que el término de en medio 12p esta presente aqui,

ponemos p= XT‘l; asi obtenemos 12pp = 3xx—6x+3 y

12p=6x-6, por lo tanto 12pp+12p+1=3xx—2, que
tiene que ser un cuadrado.
Si ponemos 3xx—2 =yy, entonces tenemos p= XT_l

y ( :“Ty; ya que ahora todo el asunto depende de la

ecuacion 3xx—2=yy, entonces a=3 y b=-2, yel caso
conocidoes x=f=1 e y=g=1; luego, para esta ecuacion
mm=3nn+1 tenemos que n=1 y m=2, de esto
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obtenemos los siguientes valores para x e y, y por lo tanto
también para p y Q.
Entonces, como x=2f+g e y=2g+ 3f, resultan:

x=f=1] 3 | 11| 4
y=g=1 | 5 | 19 | 71
p=0 | 1 5| 20
a=3 | 1 | ¥ | 12
o =0 —% -3 —%

porque tambiénes q= 1%’

92.

Hasta ahora estabamos forzados de eliminar el
segundo término de la expresion, si habia uno. Pero
también se puede aplicar el primer método dado a aquellas
expresiones donde esté presente el término de en medio, lo
cual queremos mostrar aqui. Sea axx+bx+c=yy la
expresion dada, que debe ser un cuadrado, y suponemos
que de ella ya se conozca el caso aff+bf+c=gg .

Ahora se resta esta ecuacion de la anterior, entonces
seré:

a(xx—ff)+b(x—f)=yy—gg,
que se puede expresarse por factores asi:
(x—f)(ax+af +b)=(y—g)(y+09).
Multiplicamos en ambos lados por pg, entonces sera

pa(x— f)(ax+af +b) = pa(y —g)(y+9),
que partimos en estas dos partes:

1) p(x—f)=a(y—g), 1) q(ax+af +b)=p(y+g).
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Multiplicamos la primera por p, la segunda por g, y resta-
mos aquella de esta; asi obtenemos

(aqq — pp)x+(aqq+ pp) f +baqg =2gpa,
por lo cual

x—_29pd _ (aqq+pp)f _ _ bqq
aqg—-pp  aqg-pp  aqg-pp’

De la primera ecuacién tenemos

_ _ ~( 20pq _ 2afgg _ bgg ).
aly-g)=p(x-1)= p(aqq—pp ~ aqq—pp _aqq—pp)’

asi
2gpp _ 2afpq bpg

y-9= aqq—-pp  aqg—pp  aqq-pp’

y por eso

aqq+pp | _ _2afpq bpg
y=g(5e)-

aqq-pp) ada-pp  aqq-pp’

Para eliminar estas fracciones, planteamos como se hizo
anteriormente

aqq+pp 2pq
=M =N,
aqq-pp y aqq-pp
entonces tenemos
m+1=-—2399_ y _9q9 _ m+l.
aqq—pp aqg—pp _ 2a’

por lo tanto sera
x:ng—mf—b(”;—zl) e y=mg—naf—%bn,

donde las letras m y n tienen que ser como arriba, es decir,
que mm=ann+1.

93.

Pero en esta forma, las formulas encontradas para x e
y todavia estdn mezcladas con fracciones, porque los
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términos que contienen la letra b son fracciones y, por lo
tanto, no estan de acuerdo con nuestro proposito final. Sin
embargo, hay que notar que cuando se avanza de estos
valores a los siguientes, los mismos siempre se convierten
en enteros, pero los cuales se pueden encontrar mucho méas
facilmente a partir de los nimeros p y q introducidos al
principio. Porque supongamos que p Yy (¢ sean tales que
pp=aqq+1; ya que agq—pp=-1, entonces las
fracciones alli desaparecen automaticamente, y obtenemos

x=-2gpq+ f(agq+ pp)+baq

y =—g(aqq + pp) + 2afpq +bpg.

Pero como en al caso conocido aff+bf+c=gg solo
aparece el cuadrado gg, entonces es igual darle el signo +
0 — alaletra g; por eso escribimos —g en lugar de +g,
y asi nuestras formulas seran:

x=2gpq+ f(agg+ pp) +bagq

y = g(aqq+ pp) + 2afpq +bpag,

porque entonces seguramente sera axx + bx+c =yy.

Por ejemplo, buscamos aquellos numeros hexagonales
que a la vez sean cuadrados.

Entonces tiene que ser 2xx—Xx =Yy, donde a=2,
b=-1 y c¢=0; aqui el caso conocido es obviamente
x=f=1ey=g=1.

Como ademas tiene que ser pp=2gq+1, entonces
seran q=2 y p=3; por eso obtenemos x =12g+17f—4
e y=17g+ 24f-6; de lo cual se encuentran los siguientes
valores:

35 | 1189

=1 | 25 841
1 etc.
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94.

Pero queremos detenernos un poco mas en la primera
expresion, donde falta el término de en medio, y considerar
los casos en los que la expresion axx+b se convierte en
un cuadrado en nimeros enteros.

Seaentonces axx+b =yy, y paraeso se requieren dos
piezas.

En primer lugar, que se conozca un caso en el que esto
suceda: sea el mismo ahora aff+b = gg.

En segundo lugar, que se conozcan tales niUmeros para
m y n,que mm = ann+1, para lo cual se daran las instruc-
ciones en el siguiente capitulo.

De esto ahora obtenemos un nuevo caso, que es
x=ng+mf e y=mg+anf, del cual se pueden encontrar
nuevos casos en la misma forma, que queremos presentar
de la siguiente manera:

x=f A B C D | E

y=g | P | Q| R| S | T | et
donde A=ng+mf | B=nP+mA | C=nQ+mB | D=nR+mC
ademds P=mg+anf| Q=mP+anA | R=mQ+anB | S=mR+anC |etc.

Con un poco de esfuerzo, estas dos series de nimeros
se pueden continuar tanto como se desee.

95.

Pero de esta manera no se puede continuar la serie
superior para X sin conocer la inferior, ni la inferior sin
conocer la superior. Pero se puede dar facilmente una regla
para continuar solo la fila superior sin conocer la fila
inferior, regla que también se aplica a la fila inferior sin
tener que conocer la fila superior.

De hecho, los nimeros que se pueden poner para X
avanzan segun una cierta progresion, de la cual se puede
determinar cada término, p. ej. E, a partir de los dos
anteriores, C y D, sin necesidad de los términos inferiores
R y S. Porque como
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E =nS +mD =n(mR+anC) +m(nR+mC),

es decir,
E =2mnR +annC + mmC,

entonces, como nR = D —mC, encontramos
E=2mD-mmC+annC, o E=2mD-(mm-ann)C;

pero como mm=ann+1, o sea mm-ann=1, entonces
tenemos

E=2mD-C,

de lo cual es evidente como cada uno de los ndmeros
superiores se determina mediante los dos anteriores.
Con la serie inferior es lo mismo. Ya que

T=mS+anD y D=nR+mC,
entonces
T =mS+annR+amnC.

Dado que ademas S=mR+anC, entonces anC =S—mR,
valor que escribimos para anC, obteniendo

T=2mS-R,

de modo que la serie inferior avanza segun la misma regla
que la serie superior.

Buscamaos, p. €j., todos los nimeros enteros x, tal que
sea 2xx—1=yy. Ahora, aqui son f=1 y g=1; ademas
para que sea mm=2nn+1, ponemos n=2 y m=3. Ya
que ahora A=ng+mf=5, entonces los dos primeros
términosson 1 y 5, de los cuales se encuentran los siguien-
tes segun la regla E=6D-C, es decir, cada término
tomado seis veces menos el término anterior da el término
siguiente. Por lo tanto, segun esta regla, los ndmeros
requeridos para x seran:

1,5, 29, 169, 985, 5741, etc.
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De lo cual se puede ver que estos numeros se pueden
continuar infinitamente. Pero si se quisieran admitir frac-
ciones también, se podria dar una cantidad aun infinita-
mente mayor de acuerdo con el método dado anteriormente.

CAPITULO 7

DE UN METODO PARTICULAR DE CONVERTIR LA
EXPRESION ann+1 EN UN CUADRADO EN
NUMEROS ENTEROS

96.

Lo que se presentd en el capitulo anterior no se puede
llevar a cabo si no se puede encontrar para cualquier
nimero a un numero entero n tal que ann+1 se convierta
en un cuadrado, o sea que se obtenga mm =ann+ 1.

Si nos quisiéramos conformar con numeros
fraccionarios, entonces esta ecuacion seria facil de resolver,

ya que solo hay que plantear m=1+r;—p. Entonces

mm:l+%+%:ann +1, donde el 1 se cancela en

ambos lados y los términos restantes se pueden dividir entre
n, asi que luego multiplicado por qgq resulta

2pq d
, delo
aqq—pp

cual se puede encontrar un nimero infinito de valores para
n. Pero como n debe ser un nimero entero, esto N0 Nos
ayuda, por lo que se tiene que aplicar un método
completamente diferente para encontrarlo.

2pq +npp = anqg, de esto encontramos n =

97.

Pero ante todo, debe tenerse en cuenta que si ann+1
debe convertirse en un cuadrado en numeros enteros, donde
a sea un numero cualquiera, eso no siempre es posible.
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Porque, en primer lugar, se excluyen todos los casos
donde a sea un ndmero negativo; después también se
excluyen todos los casos en los que a es en si mismo un
numero cuadrado, porque entonces ann seria un cuadrado,
pero ningun cuadrado +1, puede ser un cuadrado en
numeros enteros. Por lo tanto, nuestra expresion tiene que
limitarse tal que la letra a no sea un numero negativo ni
cuadrado; pero cada vez que a sea un namero positivo y
no un cuadrado, entonces siempre se puede encontrar un
namero entero para n tal que ann+1 se convierta en un
cuadrado.

Pero una vez que se haya encontrado tal numero,
entonces, segun el capitulo anterior, es facil deducir un
namero infinito de otros. Pero para nuestro proyecto basta
con encontrar solo uno, el méas pequefio.

98.

Para esto, un cientifico inglés Illamado PELL invent6 un
método muy ingenioso, que queremos explicar aqui. Pero
no es de tal naturaleza que pueda usarse de manera general
para cualquier nimero a, sino solo adecuado para cada
caso.

Entonces, queremos comenzar con los casos mas
faciles y buscar un nimero para n que convierta 2nn+1

en un cuadrado, o sea que +2nn+1 se vuelva racional.
Aqui se puede ver facilmente que esta raiz cuadrada
sera mayor que n, pero menor que 2n. Por lo tanto, si
ponemos la misma =n+p, entonces p ciertamente sera
menor que n. Por lo tanto tenemos «/2nn+1=n+p y por
eso 2nn+1=nn+2np+pp, de donde ahora buscamos n.
Como nn=2np+pp—1, obtenemos n= p+«/2 pp—1.
Por lo tanto, se trata de que 2pp—1 se convierta en un
cuadrado, lo que sucede cuando p=1 vy de ésto se

encuentra n=2 y +2nn+1=3. Si lo Gltimo no hubiera
saltado a la vista, se habria podido continuar, y como
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J2pp—1 esmayor que p ypor lotanto n es mayor que
2p, entonces se plantta n=2p+q, y en consecuencia

2p+Qq=p+42pp—1, osea p+q=4/2pp—1, tomando

sus cuadrados obtenemos
pp+2pq+qq=2pp-1 0 pp=2pq+qq+1

y de esto sale p=q++/29q+1, por lo que 2qq+1 tiene
que ser un cuadrado, lo que sucede cuando g =0, entonces

p=1 y n=2. De este ejemplo ya se puede obtener una
idea de este método, que se aclarard mas con lo que sigue.

99.

Ahora sea a =3, de modo que la expresion 3nn+1
debe convertirse en un cuadrado. Ponemos

J3nn+1=n+p,

entonces tenemos

3nn+1l=nn+2np+pp Yy 2nn=2np+pp-1,

y de esto n = Pepers ‘432'0'0_2; dado que 4/3pp—2 es mayor

que p, y por lo tanto n es mayor que 2—2"’ 0 que p, entonces

se pone N =p+q, asi tenemos

2p+20=p++/3pp—2 oOsea p+2q:1/3pp—2;
tomando los cuadrados de esto, obtenemos
pp+4pq+4qq=3pp—-2 0 2pp=4pq+4qq+2, eso es
pp=2pq+2qgq+1, por lo tanto p=qg+./39q+1. Esta

expresion es igual a la dada y por lo tanto q=0 satisface
lo pedido, obteniendo p=1 y n=1, entonces

J3nn+1=2.
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100.

Ahora suponemos que a=2>5, es decir, que tenemos
que convertir la expresion 5nn+1 en un cuadrado, cuya
raiz es mayor que 2n; por lo tanto, planteamos

J5nn+1=2n+p, asi 5nn+1=4nn+4np+pp y luego
nn=4np+pp—1; porlotanto n=2p+,/5pp—1. Como
ahora \/5pp—1 esmayor que 2p, entonces n también es
mayor que 4p; por eso ponemos n=4p+(q, entonces
2p+q=+/5pp—1, 0 sea, 4pp+4pq+qq=>5pp—1; por lo
tanto pp = 4pq+qq+1 y también p=2q+./5qq+1; con
g=0 se satisface lo que se pide de la expresion, entonces
p=1y n=4; porlotanto 5nn+1=09.

101.

Ademas suponemos que a = 6, es decir, que tenemos
gue convertir la expresion 6nn+1 en un cuadrado, cuya
raiz es mayor que 2n. Por eso planteamos

Jénn+1=2n+ p,

asi 6nn+1=4nn+4np+pp y luego 2nn=4np+pp—1;
por lo tanto n= p+—\f6‘°2'°_2 0 sea n:_29+«/gpp—2

entonces n es mayor que 2p; por eso ponemos n=2p+d,
entonces

4p+2q=2p+«/6pp—2 osea 2p+2q=+/6pp—2.

Tomando los cuadrados, obtenemos

4pp+8pq+4qg=6pp—2 osea 2pp=38pg-+4qq+2,
es decir, pp =4pq+2qg+1, de lo cual se encuentra
p=20+./60g+1; esta expresion es igual a la primera y
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por lo tanto se puede poner g =0, entonces p=1y n=2;
en consecuencia /6nn+1=5.

102.

Ademas sean a=7 y 7nn+1=mm; entonces m es
mayor que 2n, por eso se pone m=2n+p, luego serd
nn+1=4nn+4np+pp, o0 sea 3nn=4np+pp—1, de lo

2p+\[Tpp3
cual se encuentra n==P2P= Como ahora n es mayor
que 3 p Y por lo tanto mayor que p, entonces ponemos

n=p+q, asi sera p+3q=.7pp—3. Tomando los
cuadrados tenemos

pp+6pq+90q=7pp—3 osea 6pp=6pq+9qq+3
0sea 2pp=2pq-+3qq+1, de lo cual sale p =792
Como ahora aqui p es mayor que %q y por lo tanto mayor

que (¢, entonces ponemos p=q+r, asi obtenemos
q+2r =./7qq+2. Tomando los cuadrados se tiene

qq+4qr+4rr=79q+2 osea 6qq=4qr+4rr—2

r+\l7 rr—3
3

osea 3qg=2qr+2rr—1, porlotanto q= . Como

g €S mayor que r, entonces ponemos ¢ =r+s, luego
2r +3s =+/7rr —3. Tomando los cuadrados, obtenemos

Arr+12rs+9ss=7rr—3 osea 3rr=12rs+9ss+ 3,

ademas, rr=4rs+3ss+1; por lo tanto r=2s++/7ss+1.
Como esta expresion es igual a la primera, ponemos s =0,
yasiseobtiene r=1,g=1,p=2 y n=3, entonces m=38.
Este célculo se puede reducir mucho de la siguiente
manera, que también procede en otros casos.
Dado que 7nn+1=mm, m es menor que 3n. Por eso
planteamos m=3n-p, luego 7nn+1=9nn-6np+pp,
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osea 2nn=6np—pp+1, por lo tanto n = PHTPPZ

entonces n es menor que 3p; por eso ponemos n =3p—q,
asi 3p—2q=./7pp+2, tomando los cuadrados obtene-
mos

9pp—12pq+4qq=T7pp+2 osea 2pp=12pq-4qq+2,

ademas pp = 6pq—2qq+1, de lo cual p=3q+./70qq+L1L
Aqui se puede poner inmediatamente q =0, entonces
seran p=1, n=3 y m =8, como antes.

103.

Ademas, tomamos a =8, de modo que 8nn+1=mm
y por lo tanto m es menor que 3n, entonces m = 3n—p,
luego 8nn+1=9nn—6np+pp, osea nn=6np—pp+1,

por lo tanto n=3p+./8pp+1; esta expresion ya es igual
a la primera, por lo que se puede poner p =0, de eso sale
n=1y m=3.

104.

Se procede de la misma manera para cualquier otro
namero a, Si es que es positivo y no un cuadrado, y siempre
se llega finalmente a un signo de raiz, que es similar a la

expresion dada, como p. ej. att+1, ya que entonces solo

se necesita poner t=0, asi en este caso la irracionalidad
siempre desaparece, Y si se procede al revés se obtiene un
valor para n que convierte ann+1 en un cuadrado.

A veces se llega pronto al objetivo final, pero a veces
se requieren muchas operaciones para ello, dependiendo de
la naturaleza del nimero a, del cual no se pueden dar
caracteristicas especificas. Para los nimeros menores que
13 va bastante rapido, pero si se llega a a =13, el calculo
se vuelve mucho mas extenso y por lo tanto serd bueno
desarrollar este caso aqui.



CONVERTIR ann+1 EN UN CUADRADO 231

105.

Sea a =13, asi que debe ser 13nn+1 =mm. Debido a
que mm ahora es mayor que 9nn, y por lo tanto m es
mayor que  3n, planttamos m=3n+p, entonces
13nn+1=9nn+6np+pp, 0 sea 4nn=6np-+pp—1, por lo

3p+a/13pp—4 6
tanto H=T, entonces n es mayor que Zp Yy

por lo tanto mayor que p.

Por eso ponemos n=p+q, asi p-+4q=/13pp—4;
los cuadrados dan 13pp —4 = pp +8pq + 16qq, por lo tanto
12pp = 8pq+16qq+4, o sea, dividido entre 4,

3pp=2pq+4qq+1 y de esto p:(”—\’lgqq”’.

Aqui p es mayor que q+33q , luego mayor que g; por lo

cual ponemos p=q+r, entonces 2q+3r =./13qq+3,

cuadrando sale  13gq+3=4qq+12qr+9rr, es decir
9gq =12qr+9rr-3, dividido entre 3 da
2r+13rr-3

3 .

30q=4qr+3rr—1, esto se convierte en =

Aqui g es mayor que @ y pOr eso g es mayor que r;

por lo tanto se pone g =r+s, entonces r+3s=+/13rr —3,
cuadrando sale

13rr—3=rr+6rs+9ss, osea 12rr=6rs+9ss+ 3,

dividido entre 3 sale 4rr=2rs+3ss+1, y de eso
r— s+y13s5+4
4

. Aqui r es mayor que ”T?’S 0sea s, por

€S0 se pone r=s+t, entonces 3s+4t =+/13ss+4, toman-

do los cuadrados sale 13ss+4 =9ss+24st+16tt y asi
4ss = 24st + 16tt—4, dividido entre 4 da

ss = 6st+4tt— 1, por lo tanto s =3t ++/13tt —1.
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Entonces s es mayor que 3t+3t 0 sea 6t; por eso se
plantea s=6t+u, luego 3t+u=+/13tt—1, cuadrando
resulta 13tt—1=09tt+6tu+uu, yasi 4tt=6tu+uu+1 y

t =302 donde t es mayor que &y luego mayor
que Uu. Por eso ponemos t—u+v entonces

u-+4v=+/13uu+4; tomando los cuadrados obtenemos

13uu+4 =uu+8uv+16w y 12uu=8uv+16w -4,

dividido entre 4 sale 3uu=2uv+4w-1, entonces

= L33 donde u es mayor que 3y luego también

mayor que V, por eso ponemos U=V+X, entonces
2v +3x = /13w —3; tomando los cuadrados obtenemos

13w -3 =4w+12vx+9xx o0sea 9vv=12vX+ 9xx+3,

dividido entre 3 sale 3vv=4vx+3xx+1, entonces se
2x+\113xx+

encuentra v=="—"-"""=donde v es mayor que —x y

asi mayor que X, por lo tanto se pone v=Xx+Y, entonces
x+3y =+/13xx+3, tomando los cuadrados obtenemos

13xx+3 =xx+6xy+9yy osea 12xx=6xy+9yy-3,

dividido entre 3 da 4xx=2xy+3yy—1 y X :@,
donde x es mayor que Y, por eso ponemos X=Y+z,
entonces 3y+4z=./13yy—4, tomando los cuadrados
obtenemos

13yy—4 =9yy+24yz+162z 0 4yy=24yz+16zz+4,

dividido entre 4 da yy = 6yz+4zz+1, y=3z++/13zz+1.
Ya que esta expresion es finalmente igual a la primera,
ponemos z=0, y procediendo al revés, se obtiene lo
siguiente:
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z=0 U= v+x=3 g= r+s=71
y=1 t=u+v=>5 p= gq+r=109
X=y+z=1 s=6t+u=33 | n= p+q=180
V=X+y=2 r= s+t=238 m=23n+ p =649

Entonces, 180 es, después de O, el nimero entero més
pequefio para n que convierte 13nn+1 en un cuadrado.

106.

En este ejemplo se ve claramente que tan extenso
puede ser ese célculo. Y con los niUmeros mas grandes a
menudo se tienen que hacer diez veces mas operaciones de
las que se efectuaron aqui con el nimero 13; ademas, no se
puede prever qué nimeros requeriran tanto esfuerzo, por lo
que es util aprovechar el trabajo de otros y agregar una
tabla, donde, para todos los nUmeros a hasta menos que
100, se presenten los valores de las letras m y n para poder
sacar de ella las letras m y n para cada niUmero a.

107.

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que para algunos
tipos de numeros se pueden encontrar los valores de m vy
n de manera general; pero esto solo procede con aquellos
nimeros que son 1 0 2 mas pequefios 0 mas grandes que un
namero cuadrado, lo cual valdra la pena mostrar.

108.

Entonces, sea a = ee—2, 0 sea 2 menor que un nimero
cuadrado, y ya que deberia ser (ee—2)nn+1=mm,

entonces m es obviamente menor que en, por eso ponemaos
m = en—p, entonces

(ee—2)nn+1=eenn—2enp+ pp,
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0sea 2nn=2enp—pp+1, ydeesto n=PNEERPTIPPTS W

donde salta a la vista que tomando p =1, desaparece el
signo de raizyserda n=e y m=-ee—1. Sea, por ejemplo,
a=23,donde e =5, entoncessera 23nn+1=mm,si n=5
y m = 24. Esto también es evidente en si mismo; porque si
se pone n=e, es decir, si a=ee—2, entonces resulta
ann+1=e*—2ee+1, que es el cuadrado de ee—1.

109.

Ahora sea a=ee—1, 0 sea 1 menor que un nimero
cuadrado, tal que deberia ser (ee—1)nn+1=mm. Ya que
m €s nuevamente menor que en, ponemos m=en-—p,
entonces

(ee—-)nn+1=eenn—2enp+pp, 0 nn=2enp-pp+1,

y de esto n=ep+~/eepp— pp+1, donde desaparece el
signo de raiz si p=1, y de esto obtenemos n=2e y

m =2ee—1. Esto también se puede ver de manera facil.
Comoa=ee—1y n=2e, serd ann+1=4e*—-4ee+1, que
es el cuadrado de 2ee—1. Sea, por ejemplo, a =24, de
modo que e =5, entonces

n=10 y 24nn+1=2401=(49)%.%)

*) El signo de la raiz en este caso también desaparece si se pone
p =0; por lo tanto, obtenemos indiscutiblemente los nimeros
mas pequefios para n 'y m, queson n=1 y m=e. Entonces,
si e=5, laexpresion 24nn+1 se convierte en un cuadrado
cuando n=1,y laraiz de este cuadrado es m=e =5.



CONVERTIR ann+1 EN UN CUADRADO 235

110.

Ahora sea a=ee+1, 0 sea 1 mayor que un nimero
cuadrado, tal que deberia ser (ee+1)nn-+1=mm, donde m

es obviamente mayor que en, por eso se pone m = en+p,
entonces

(ee+Dnn+1=eenn+2enp+pp, 0 nn=2enp+pp-1,

y de esto n= ep+«/eepp+ pp—1, donde se puede tomar

p=1, y de esto obtenemos n=2e y m=2ee+1. Esto
también se puede entender de manera facil, porque como
a=ee+1 y n=2e entonces sera ann+1=4e*+4ee+1,
que es el cuadrado de 2ee+1. Sea, por ejemplo, a =17, de
modo que e =4, entonces se cumple 17nn+1=mm, si
n=8 m=33.

111.

Finalmente, sea a=ee+2, 0 Sea 2 mayor que un
numero cuadrado, tal que deberia ser (ee+2)nn+1=mm,
donde m es obviamente mayor que en, por eso se pone
m = en +p, entonces

eenn+2nn+1=eenn+2enp+pp 0 2nn=2enp+pp-1,
ydeesto n=PHCERPI2RP2 Apora aqui se tomap =1,y

de esto obtenemos n=e y m=-ee+ 1. Esto también salta
a la vista, porque como a=ee+2 y n=e, entonces sera
ann+1=e*+2ee+1, que es el cuadrado de ee+1. Sea, p.
ej., a=11, de modo que e=3, entonces se cumple
1Inn+1=mm,si n=3 y m=10. Si se pone a=83,
entonceses e=9,y serd 83nn+1=mm, sisetoma n=9
y m=82.
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los numeros minimos m y n tal que mm=ann+1.

Tabla

que para cada valor de a muestra

a n m a n m
2 2 3|37 12 73
3 1 2 1|38 6 37
5 4 91139 4 25
6 2 5|40 3 19
7 3 8 ||41 320 2049
8 1 3|42 2 13
10 6 19 || 43 531 3482
11 3 10 || 44 30 199
12 2 71145 24 161
13 | 180 | 649 || 46 3588 24335
14 4 15 | | 47 7 48
15 1 4 |48 1 7
17 8 33 || 50 14 99
18 4 17 || 51 7 50
19 39 | 170 || 52 90 649
20 2 9 ]|53 9100 66249
21 12 55 || 54 66 485
22 42 | 197 || 55 12 89
23 5 24 || 56 2 15
24 1 S5 || 957 20 151
26 10 51 || 58 2574 19603
27 5 26 || 59 69 530
28 24 | 127 || 60 4 31
29 |1820 9801 || 61 |226153980 |1766319049
30 2 11 || 62 8 63
31 | 273 |1520 || 63 1 8
32 3 17 || 65 16 129
33 4 23 || 66 8 65
34 6 35 || 67 5967 48842
35 1 6 || 68 4 33
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a n m

69 936 7775
70 30 251
71 413 3480
72 2 17
73 | 267000 | 2281249
74 430 3699
75 3 26
76 6630 57799
77 40 351
78 6 53
79 9 80
80 1 9
82 18 163
83 9 82
84 6 55
85 30996 285769
86 1122 10405
87 3 28
88 21 197
89 53000 500001
90 2 19
91 165 1574
92 120 1151
93 1260 12151
94 | 221064 | 2143295
95 4 39
96 5 49
97 | 6377352 62809633
98 10 99
99 1 10
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CAPITULO 8

DEL MODO DE HACER RACIONAL LA EXPRESION
IRRACIONAL +/a +bx + cxx + dx?

112.

Procedemos aqui a una expresion donde x llega a la
tercera potencia, para luego pasar a la cuarta,
independientemente del hecho de que estos dos casos tienen
que tratarse de manera similar.

Asi que esta expresion a-+bx+cxx+dx® se debe
convertir en un cuadrado, y para este fin se buscan valores
adecuados para X en nimeros racionales. Dado que esto ya
estd sujeto a dificultades mucho mayores, también se
requiere mucho mas arte para encontrar siquiera numeros
fraccionarios para x, y uno esta obligado a conformarse con
ello y no pedir una solucion en nameros enteros. Aqui
también debe tenerse en cuenta de antemano que no se
puede dar una resolucién general, como pasaba en los casos
anteriores, sino que cada operacién solo nos revela un solo
valor para x, mientras el método utilizado anteriormente
conduce a un numero infinito de soluciones a la vez.

113.

Como hay un nimero infinito de casos de la expresion
previamente tratada a-+bx+cxx en los que la solucion es
absolutamente imposible, la situacién es aun peor con la
expresion actual, donde ni siquiera se puede pensar en una
solucion, a menos que ya se sepa una o que haya adivinado
una. Por lo tanto, solo para estos casos se pueden dar reglas,
mediante las cuales se puede encontrar una solucion nueva
a partir de una solucion conocida. De la cual se puede
encontrar otra solucién nueva de la misma manera, y de tal
forma se puede seguir procediendo.

Sin embargo, sucede a menudo que aunque ya se
conoce una solucion, no se puede deducir ninguna otra de
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ella. Asi que en tales casos solo se da una solucion,
circunstancia que es especialmente importante sefialar
porque en el caso anterior se pueden encontrar una
infinidad de nuevas soluciones a partir de una sola.

114.

Si la expresion a-+bx+cxx+dx® se debe convertir en
un cuadrado, se tiene que suponer necesariamente un caso
en el que esto suceda; pero un caso asi salta mas a la vista,
si el primer término ya es un cuadrado y la expresion es
ff+bx+cxx+dx® que obviamente se convierte en un
cuadrado si se pone x=0.

Trataremos esta expresion primero, y veremos cOmo
del caso conocido x =0 puede encontrarse otro valor para
X. Para este fin, se pueden tomar dos caminos, cada uno de
los cuales explicaremos aqui por separado, y sera bueno
empezar con casos especiales.

115.

Pues, sea dada esta expresion 1+ 2x—xx+ x3, que debe
convertirse en un cuadrado. Ya que el primer término 1 es
un cuadrado aqui, se plantea la raiz de este cuadrado de
modo que desaparezcan los dos primeros términos.
Entonces, sea la raiz cuadrada 1-+X, cuyo cuadrado debe
ser igual a nuestra expresion; por lo tanto obtenemos

1+2X— XX+ X3 = 142X+ XX,

donde los dos primeros términos se cancelan entre si, y
resulta esta ecuacion xx=—xx+x3, 0 sea Xx*=2xx, que
dividida entre xx da x =2, por lo cual nuestra expresion
se convierteen 1+4-4+8=09.

De la misma manera, si esta expresion
4 +6x —5xx + 3x® debe convertirse en un cuadrado, primero
ponemos la raiz =2+nx y buscamos n tal que los dos
primeros términos desaparezcan; como ahora
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4 4+ 6X — 5xx + 3x® = 4 + 4nx + nnxx,

entonces tiene que ser 4n=6 y asi n=%, de donde

resulta esta ecuacion —5xx+3x3 = % XX, osea 3x® = 2749 XX,

por lo tanto x = % Este valor convierte nuestra expresion

45

en un cuadrado cuya raiz sera 2+%x =3

116.

El segundo camino consiste en dar a la raiz tres
términos, como f +gx+ hxx, que sean de tal naturaleza que
los primeros tres términos desaparezcan de la ecuacion.

Sea dada, por ejemplo, esta expresion
1-4x+6xx—5x3, cuya raiz planteamos como 1 — 2x + hxx,
entonces debe ser

1—4x+6xXx—5x3 = 1 —4x+4xx+ 2hxx — 4h x3 + hhx*;

aqui los dos primeros términos ya desaparecen, pero para
que el tercero también desaparezca, tiene que ser 6 = 2h+4
y por lo tanto h = 1, de esto obtenemos —5x® =—4x3+ x4,

divididoentre x* da —5=-4+x y x=-1.

117.

Entonces, estos dos métodos se pueden usar cuando el
primer término a es un cuadrado. La razon de ellos es que,
en el primer método, se dan dos términos a la raiz, como
f+px, donde f es la raiz cuadrada del primer término y se
pone p de tal manera que el segundo término también
desaparezca, Y, por lo tanto, solo el tercer y cuarto término
de nuestra expresiéon, o sea cxx-+dx3 se tienen que
comparar con ppxx, ya que entonces la ecuacion dividida
entre xx da un nuevo valor para X, que sera

pp—c

X=d
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En el segundo método se dan tres términos a la raiz que
se plantea como f+px+qxx, si a=ff, y se determinan p
y g de tal manera que los primeros tres términos
desaparezcan en ambos lados, lo cual se efectia como
sigue. Ya que

ff +bx+oxx+dx® =

ff +2 fpx + 2 fgxx + ppxx + 2 pgx® + qgx*,
entonces tiene que ser b=2fp, asi P=5r, ¥

c—pp.
2f 7

dx® =2pagx® +qgx* se puede dividir [entre x?], y por tanto

c=2fg+ pp, entonces q= y la ecuacién restante

aq

118.

Sin embargo, a menudo puede suceder que aunque
a = ff, este método no dé un nuevo valor para x, como se
puede ver en esta expresion ff+dx®, donde faltan el
segundo Yy tercer término.

Porque, si se pone la raiz =f+px segun el primer
método, asi que debe ser  ff+dx® = ff+2fpx + ppxx,
entonces tienen que ser 0=2fp y p=0, por lo tanto se
obtiene dx®* =0, y de esto x =0, que no es un valor nuevo.

Pero si se pone la raiz = f+px +gxx segun el segundo
método, entonces deberia ser

ff +dx® = ff + 2 fpx + 2 foxx + ppxx + 2 pgx® + qgx*,

entonces tienen que ser 0=2fp y p=0, ademas
0=2fq+pp yasi g=0, por lo tanto se obtiene dx®*=0, y
otravez x=0.
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119.

En tales casos, no hay nada mas que hacer que ver si
se puede adivinar un valor para X que convierta la
expresion en un cuadrado; entonces a partir de €l se pueden
encontrar nuevos valores para X mediante el método
anterior, el cual también procede si el primer término no es
un cuadrado.

Para mostrar esto, consideramos que esta expresion
3+x® debe ser un cuadrado; ya que esto sucede si x =1,
entonces planteamos x=1-+y, obteniendo esta expresion
4+3y+3yy+Vy3, en la que el primer término es un
cuadrado. Segun el primer método, planteamos la raiz de
ellacomo 2+py, luego 4+3y+3yy+Yy®=4+4py+ppyy;
donde para desaparecer el segundo término tiene que ser

3=4p, y asi p:%, entonces 3+y=pp Yy luego
y=pp-3=—12=-32, porlotanto x=-22 que es

un NUevo valor para X.

Ademas, segun el segundo método, ponemos la raiz
=2+ py-+qyy, entonces serd
4+3y+3yy+Yy® =4+4py-+4qyy+ ppyy+2pay’ +qay*,
donde para desaparecer el segundo término tiene que ser
3=4p,osea p :%, y para desaparecer el tercer término

tiene que ser 3 =4q+pp, por lo tanto q_¥ 54' asi

obtenemos 1=2pg+qqy, y de eso y:_q—qpq, 0 sea

_ 352 1873
Y =17, Porlotanto x=7—-.
120.

Ahora también mostraremos cOmo se puede encontrar
otro valor nuevo a partir de uno que ya se haya encontrado.
Queremos presentar esto de manera general, y aplicarlo a
esta expresion a+ bx + cxx+dx?, de la cual ya sabemos que
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se convertird en un cuadrado si x=f y que entonces seré
a+bf+cff+df*=gg. Ponemos x=f+y, asi obtenemos
esta nueva expresion:
a

+ bf + by

+ cff + 2cfy + cyy

+ df® + 3dffy + 3dfyy+dy®

gg + (b+2cf +3dff )y + (c +3df ) yy + dy?

El primer término de esta expresion es un cuadrado, de
modo que se pueden aplicar los dos métodos anteriores, por
lo que se obtienen nuevos valores para y, y por lo tanto
también para X, es decir, x=f+y.

121.

A veces tampoco ayuda que se haya adivinado un valor
para X; como sucede en el caso de esta expresion 1+ x3,
que se convierte en un cuadrado si se pone x=2. Luego
planteamos x=2+Yy, entonces sale esta expresion
9+12y+6yy+Y?, que ahora debe ser un cuadrado. Segln
la primera regla, sea la raiz = 3+ py, entonces

9+12y+6yy+y* =9+6py+ ppyy,
donde tiene que ser 12=6p Yy luego p=2; entonces
6+y=pp=4,yasi y=-2;enconsecuencia x =0, de este
valor no se puede encontrar nada adicional.

Pero si tomamos la raiz = 3+py+qyy segun el segundo
método, entonces

9+12y+6yy+y* =
9-+6py +6ayy + ppyy + 2 pay® +qay*,

donde primero tiene que ser 12=6p y p=2; ademas
6=60+pp=60+4 y asi (=3, de esto se obtiene

wlk
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1=2pg+qay=5+gy; por lo tanto  y=-3, en

consecuencia x=-1, y 1+x*=0; de lo cual no se puede
concluir nada adicional; porque si se quisiera poner
X =—1+1z, entonces resultaria esta expresion 3z —3zz+ 2,
donde falta el primer término y no se puede usar ninguno
de los dos métodos.

De esto resulta ser muy probable que esta expresion

1+x* no pueda convertirse en un cuadrado excepto en
estos tres casos:

) x=2, Il.) x=0, ) x=-1,
pero lo cual también puede demostrarse por otras razones.

122.

Como ejercicio queremos considerar esta expresion
1+ 3x3, que en estos casos se convierte en un cuadrado:

) x=0, L) x=1, Il.) x=2,

y queremos ver si podemos hallar otros valores similares.
Ahora que sabemos que x=1 es un valor, ponemos
X =1+Yy; entonces obtenemos 1+ 3x3=4+9y+9yy+3y?,
Cuya raiz  sea 2+py, de modo que
4+9y+9yy+3y® =4 +4py+ppyy, donde tiene que ser

9=4p y por lo tanto p:%; los otros términos dan

_pp=8l __2L. ia x=——2
9+3y—pp_16, e y=—15; enconsecuencia X=-zz,

entonces 1+3x® se convierte en un cuadrado, cuya raiz es

—% o también +%. Si ahora se quisiera continuar

poniendo x= —%'F z, entonces se podrian encontrar otros
valores nuevos de ello.

Pero si se quisiera poner la raiz 2+py-+qyy segun el
segundo método para la expresion anterior, entonces

deberia ser
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4+9y+9yy+3y3 =
4+4py +4qyy + ppyy +2pay® +qay*,

entonces primero tendria que ser 9= 4p, osea p=g

luego 9=4q+pp= 4q+16, yasi gq= 64, los términos
restantes dan 3=2pg+qqy = igg+qqy, 0 sea

567+128qqy =384, 0 sea 128qqy=-183, es decir

126- 64y——183, 0 sea 42-§y=—61, por lo tanto

_ 1952 . _ 629
y=—133 €N consecuencia X=-—1=, de lo cual se

pueden encontrar otros nuevos valores segun la indicacion
anterior.

123.

Aqui hemos sacado dos nuevos valores del caso
conocido x=1, de los cuales, si se quisiera tomar la
molestia, a su vez se podrian encontrar otros valores
nuevos, que nos llevarian a fracciones muy extensas.

Por eso hay motivos para asombrarse porque del caso
x =1 no resulté también el otro x = 2, que también salta a
la vista; lo cual es sin duda una sefial de la imperfeccién del
método inventado hasta ahora.

De la misma manera, se pueden sacar otros valores
nuevos del caso x = 2; para este fin ponemos x=2+y, de
modo que esta expresion debe ser un cuadrado
25+ 36y + 18yy + 3y*; cuya raiz segln el primer método sea
5+py, luego 25+ 36y-+18yy+3y* =25+ 10py + ppyy,

y por lo tanto 36=10p, 0 sea p=>=;

los términos restantes, divididos entre yy, dan

entonces

— np =324 _ 42 8
18+3y=pp==c, y por lo tanto y=--c y X=-,
con esto 1+3x* se convierte en un cuadrado cuya raiz es

_ 13 131
S+py=-1% 0 +i%-
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Ademas, si se plantea la raiz segun el segundo método
como 5+ py+qyy, entonces

25+36y+18yy +3y°® =
25+10py +10qyy + ppyy +2pay® +qay*;

para desaparecer el segundo y tercer término tiene que ser

36 =10p, 0 sea p:%; ademas 18=10q+pp, VY

_1g_324 _126 _63. Armi
100=18-"=%, ¥ O=15; los términos restantes,

divididos entre y?, dan 3=2pg+qqy, O sea

qqy:3—2pq=—%; luego y:_% y X:_%'

124.

Este célculo es igual de dificil y laborioso también en
aquellos casos en los que por otra razon es bastante facil dar
una solucion incluso general, como en esta expresion
1-x-—xx+x3 donde se puede tomar de manera general
x=nn-1, ydonde n significa cualquier nimero.

Porque si n=2, entonces x=3, Yy nuestra
expresion =1-3-9+27 =16. Si setoma n = 3, entonces
X =8 Yy nuestra expresion =1—-8-64+512 = 441.

Pero aqui se da una circunstancia muy especial, a la
cual tenemos que agradecer esta facil resolucion, y que
saltara a la vista de inmediato si descomponemos nuestra
expresion en factores. Pero es facil ver que se puede dividir
entre 1—X, y que el cociente serd& 1-—xx, que ademas
consta de estos factores (1+x)(1—x); de modo que nuestra
expresion toma esta forma:

1-x—xx+Xx*=(1-x)@+x)1-x) = (@1—x)?- L+ X).

Como esta expresion debe ser un cuadrado, y un cuadrado
dividido entre un cuadrado es un cuadrado, entonces 1+Xx
también tiene que ser un cuadrado; y viceversa, si 1+X es
un cuadrado, entonces (1-x)?(1+Xx) también se convierte
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en un cuadrado, por lo que solo hay que poner 1+X=nn,
entonces se obtiene inmediatamente X =nn-1.

Si no se hubiera notado esta circunstancia, habria sido
dificil encontrar ni siquiera media docena de valores para X
mediante los métodos anteriores.

125.

Por eso con cualquier expresion dada es muy bueno
descomponerla en factores, siempre y cuando sea posible.

Yase ha indicado anteriormente como se debe efectuar
esto; se pone la expresion dada =0, y se busca la raiz de
esta ecuacion, ya que entonces cada raiz, p. ej. x =1, daun
factor f—x; esta busqueda es mucho mas facil de realizar,
porque aqui solo se buscan raices racionales, que son todas
divisores del simple numero.

126.

Esta circunstancia también se da con nuestra expresion
general

a+bx+coxx+dx3,

si desaparecen los dos primeros términos, asi que cxx -+ dx®
debe ser un cuadrado; porque entonces esta expresion,
dividida entre el cuadrado xx, es decir, c+dx, también

tiene que ser un cuadrado necesariamente; luego solo se

tiene que plantear ¢ +dx = nn, para obtener x ==, que

contiene a la vez infinitamente muchas soluciones, y que
incluso son todas las soluciones posibles.

127.

Si en la aplicacién del primer método anterior no se
quisiera determinar la letra p con el propdsito de
desaparecer el segundo término, se llegaria a otra expresion
irracional que deberia hacerse racional.
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Entonces, sea ff+bx+cxx+dx® la expresion dada,
cuya raiz ponemos = f+ px, por lo que sera

ff+ bx + cxx + dx® = ff + 2fpx + ppxx,

donde el primer término se cancela, pero los otros,
divididos entre x, dan b+ cx+dxx = 2fp+ ppx, que es una
ecuacion cuadratica, de la cual x se encuentra de la
siguiente manera

_ pp—c+\/ p*-2cpp+8dfp+cc—4bd

X 2d

Ahora se trata de encontrar tales valores para p que
conviertan esta expresion p* —2cpp +8dfp+cc—4bd en

un cuadrado. Dado que la cuarta potencia del nimero
buscado p aparece aqui, este caso pertenece al capitulo
siguiente.

CAPITULO 9

DEL MODO DE HACER RACIONAL LA EXPRESION
IRRACIONAL +/a+bx +cxx + dx® +ex*

128.

Llegamos ahora a tales expresiones donde el nimero
indefinido x llega hasta a la cuarta potencia, con lo cual
tenemos que concluir a la vez nuestra investigacion sobre
los simbolos de raiz cuadrada, ya que hasta ahora todavia
no se ha llegado suficientemente lejos para poder convertir
expresiones que contengan potencias superiores de x en
cuadrados.

Consideraremos tres casos de nuestra expresion; el
primero de ellos es cuando el primer término a es un
cuadrado; el segundo, cuando el Gltimo término ex* es un
cuadrado; el tercer caso, cuando el primer y el ultimo
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término son cuadrados al mismo tiempo; aqui trataremos
estos tres casos por separado.

129.
I.) Resolucion de la expresion

| +bx+oxx+ dx® +ex?.

Como aqui el primer término es un cuadrado, también
se podria poner laraiz =f+px segun el primer método, y
determinar p de tal manera que los dos primeros términos
desaparezcan y el resto se pueda dividir entre xx; pero
entonces la ecuacion todavia contendria xx, y por tanto la
determinacion de x requeriria un nuevo signo de raiz. Por
lo tanto, se tiene que recurrir al segundo método de una vez
y poner la raiz = f+ px+ gxx, luego determinar las letras p
y g de tal manera que los primeros tres términos
desaparezcan y los otros se vuelvan divisibles entre x3, ya
que entonces solo resulta una ecuacién simple, de la cual se
puede determinar x sin un signo de raiz cuadrada.

130.

Por eso ponemos la raiz = f+ px+ gxx, por lo que debe
ser

ff +bx+cexx+dx3 +ext =
ff +2 fpx + 2 fgxx + ppxx + 2 pgx® + qgx*,

donde los primeros términos desaparecen automatica-
b

?)

asi para el tercer término tiene que ser ¢ = 2fq+pp, 0 sea

q:c;?p; una vez hecho esto, los términos restantes

mente; para los segundos ponemos b =2fp,osea p=

se pueden dividir entre x3, y dan esta ecuacion
d+ex =2pg+qgx; de lacual se encuentra

X_d—2pq X_2pq—d

qq-e ’ e-qq



250 PARTE 2, SECCION 2, CAPITULO 9

131.

Pero es facil ver que no se puede encontrar nada con
este método si el segundo y tercer término faltan en la
expresion, es decir, si tanto b=0 como c¢=0, porque

entonces p=0 y qg=0; en consecuencia x:_ie, de lo
cual, comunmente, no se puede encontrar nada nuevo,
porque en este caso obviamente dx®+ex* =0, y asi nuestra
expresion es igual al cuadrado ff. Pero en especial, si
también es d =0, entonces resulta x=0, valor que no
ayuda; por lo tanto, este método no sirve para expresiones
como ff+ex*. Estas mismas circunstancias se presentan si
b=0 y d=0, o sea, si faltan el segundo y el cuarto

término, y la expresion tiene esta forma ff+cxx+ex?,
entonces p=0 y q :2%, de donde se encuentra x =0,
gue es un valor que salta a la vista de inmediato y no
conduce a nada.

132.
I1.) Resolucidn de la expresion

\/a+bx+cxx+dx3 +ggx*.

Esta expresion podria llevarse directamente al primer
caso poniendo X :%, porque como entonces esta

Py b c d o]} .
expresion at+t—+—+—=+= tendria ue ser un
P y oy o yd oyt q

cuadrado, entonces tiene que seguir siendo un cuadrado si
se multiplica por el cuadrado y*; pero luego se obtiene esta
expresion
ay* +by? +cyy +dy +gg,
que, escrita al revés, es perfectamente similar a la anterior.
Pero no se necesita esto, sino que se puede plantear la

raiz asi: gxx+px+q, o al revés, (q-+px-+gxx, porque
entonces
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a-+bx+cxx+dx3 +ggx* =
qq -+ 2 pgx + 2gaxx + ppxx + 2gpx® + ggx*,
ya que aqui los quintos términos se cancelan automaé-

ticamente, entonces primero se determina p de tal manera
que también se cancelen los cuartos términos, lo que sucede

si d=2gp, osea p= zd—g luego se determina ademas q
tal que los terceros términos también se cancelen, lo que
sucede si ¢ =2gq+pp, osea = %; hecho esto, los dos

primeros términos dan esta ecuacion a+ bx = qq + 2pgx, de
la cual se encuentra

x =24

“2pgn 0 X7

~ b-2pg"

133.

Aqui nuevamente ocurre la deficiencia arriba mencio-
nada cuando faltan el segundo y cuarto término, o sea,

cuandob=0 y d=0; porque entonces p=0 y q= %

de esto, por lo tanto, x = a_—oqq este valor es infinitamente

grande vy, al igual que el valor x=0 en el primer caso,
no conduce a nada; por eso, este método no se puede
utilizar en absoluto con las expresiones de la forma
a-+cxx +ggx*.

134.
I11.) Resolucion de la expresion

\/ff +bx +cxx + dx® + ggx*.

Esta claro que los dos métodos anteriores se pueden
aplicar a esta expresion, entonces, dado que el primer
término es un cuadrado, se puede poner la raiz f+ px+ gxx
y hacer desaparecer los primeros tres términos; luego, ya
que el Gltimo término es un cuadrado, también se puede
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poner la raiz g+ px+gxx, y hacer desaparecer los Gltimos
tres términos, entonces se obtienen dos valores para x.
Pero esta expresion también puede tratarse de otras dos
formas que estan a la medida de ella.
Segun la primera forma, se pone la raiz = f+ px -+ gxx,
y se determina p tal que desaparezcan los segundos
términos; ya que debe ser:

ff +bx+cxx+dx3 +ggx* =

ff +2 fpx + 2 fgxx + ppxx + 2gpx3 + ggx*,
b
2f
cancelan no solo el primer y ultimo término, sino también
el segundo, entonces los otros divididos entre xx dan esta
ecuacion c+dx = 2fg+ pp +2gpx, de la cual se encuentra

entonces se pone b=2fp,0osea p= y como asi se

_c-2fg—pp

X = 0 sea X:M

2gp-d ' d-2gp
Aqui hay que notar especialmente que en la expresion solo
aparece el cuadrado gg, suraiz g puede tomarse tanto
negativa como positiva; de lo cual se obtiene
adicionalmente otro valor para X, que es

_ c+2fg—pp _ pp-2fg—c
X="gog 0% X="5

135.

También hay otra forma de resolver esta expresion: se
pone la raiz =f+px+gxx como antes, pero se determina
p de tal manera que los cuartos términos se cancelen entre

si, es decir, se pone d=2gp 0 p :;—g en la ecuacion

anterior, y como los primeros y ultimos términos tambiéen
se cancelan, entonces los otros divididos entre x dan esta
simple ecuacion b+cx = 2fp+2fgx+ ppx, de la cual se
encuentra

__b-2fp
~ 2fg+pp-c’
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donde hay que notar que, como en la expresion solo aparece
el cuadrado ff, su raiz también se puede ser —f, asi que
también sera

b+2fp

X= pp-2fg—c’

de modo que de esto se encuentran dos valores nuevos para
X, Y en consecuencia se han sacado seis nuevos valores en
total mediante los métodos explicados.

136.

Pero aqui nuevamente ocurre la circunstancia molesta
de que cuando faltan el segundo y el cuarto término, o sea
b=0 y d=0, no se puede encontrar un valor adecuado
para X, Yy por lo tanto la resolucién de esta expresion
ff+cxx+ggx* no puede ser obtenido de esa manera.
Porque, debido aque b=0 y d=0, los dos métodos dan

p=0, y por lo tanto el primero da x= C_(Z)fg, pero el

segundo método da x = 0, mediante estos dos valores no se
puede encontrar nada mas.

137.

Estas son las tres expresiones a las que se pueden
aplicar los métodos explicados hasta ahora; pero si en la
expresion dada ni el primer término ni el Gltimo son
cuadrados, no se puede hacer nada hasta que se haya
adivinado un valor de x tal que la expresion se convierta
en un cuadrado. Por lo tanto, supongamos que ya se haya
encontrado que nuestra expresién se convierte en un
cuadrado si se pone x=h, es decir, que
a+bh+chh+dh®+eh?=kk, entonces solo se necesita
plantear x = h+y, entonces se obtiene una nueva expresion
en la que el primer término sera kk 'y, por lo tanto, un
cuadrado, por lo que se puede usar el primer caso. Esta
transformacion también se puede usar en los casos
anteriores si ya se ha encontrado un valor para X, como p.
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ej. x=h; entonces solo se necesita poner x=h-+y, asi se
obtiene una nueva ecuacion a la que se le puede aplicar el
método anterior. Dado que luego se pueden sacar otros
valores nuevos de los valores ya encontrados para X, y con
estos nuevos se puede proceder otra vez de la misma
manera, entonces asi se pueden encontrar mas y mas
valores nuevos para X.

138.

Pero hay que notar especialmente que las expresiones,
ya mencionadas varias veces, donde faltan el segundo y el
cuarto término, no tienen resolucidén a menos que ya se haya
adivinado una; ahora, mostraremos la manera de proceder
en este caso, considerando esta expresién a-+ex*, la cual
suele ocurrir con mucha frecuencia.

Entonces suponemos que ya se haya adivinado un
valor x =h, de modo que sea a+eh*=kk. Para encontrar
otros a partir de él, planteamos x=h+y, entonces la
siguiente expresion tendra que ser un cuadrado:

a-+eh* + 4eh’y + 6ehhyy + 4ehy® + ey*,

es decir kk +4eh’y +6ehhyy + 4ehy® +ey*, que pertenece al
primer tipo; por lo tanto, planteamos su raiz cuadrada como
k+py-+qyy Y, en consecuencia, nuestra expresion es igual
a este cuadrado

kk + 2kpy + 2kayy + ppyy + 2pay* +qay*,

donde primero p y q tienen que determinarse tal que los

segundos términos también desaparezcan, por lo que tiene
3

que ser 4eh’®=2kp, y, por lo tanto, p:%; ademas

6ehh—pp 3ehhkk—2eeh®

6ehh = 2kq+pp, asi q=—7", osea q= 3 ’

ehh(3kk—2eh?)

% ; como eh*=kk—a, entonces sera

osea (=
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ehh(kk+2a) ,

=G luego los términos restantes divididos entre
por y* dan 4eh+ey=2pq+qqy, de la cual se encuentra
__4eh-2pq
Y="4a— -

4ehk*—4eeh® (kk+2a)
k4

ademas, como eh*=kk—a, se transforma en esto

4ehk*—4eh(kk—a)(kk+2a) 4eh(—akk+2a?)

El numerador se lleva a esta forma , que

) , 0 sea 2 » 0 sea
” k
—46‘9“('(24"""“() . Pero el denominador  qg-e  sera
B 2_oi6 ,
= elea)kker2a)”ek” "y esto sera
K

_e(3ak*—4a®) _ ea(3k*—4aa)
B K® B k® :

entonces el valor buscado sera

_ 4aeh(2a—kk) k6
k* ae(3k*—4aa)’

es decir, y= %

y

y por lo tanto

h(k*-8akk+4aa)
4aa—3k*

_ h(8akk—k*-4aa)

7 , 0sea X=
3k*—4aa

Si ahora sustituimos este valor para X, nuestra expresion
a+ex*® serd un cuadrado cuya raiz sera k+py+qyy, que
entonces toma esta forma:

8k (kk—a)(2a—kk) . 16k (kk—a)(kk+2a)(2a—kk)?2
K+ Z + 7 > ,
3k*—4aa (3k*—4aa)

porque de lo anterior es

_ 2eh3 _ehh(kk+2a) _ 4hkk(2a—kk)
P== Y =7 "~ 3k*—4aa
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139.

Queremos detenernos en esta expresion a-+ex* y
como se conoce el caso a+eh* = kk, podemos considerarlo
como dos casos porque proceden tanto x=-h como
x=+h, ypor lo tanto podemos transformar esta expresion
en otra del tercer tipo donde el primer y Gltimo término se
convierten en cuadrados. Esto se efectla poniendo

X = h(11_+yy), planteamiento que a menudo presta buenos

servicios, asi nuestra expresion sera:

a(l-y)*+eh* (1+y)* 0 kk+4(kk—2a) y+6kkyy+4(kk—2a) y® +kky
(1-y* -y

cuya raiz cuadrada segun el tercer caso sera kt (p_y )';W de
modo que el numerador de nuestra expresion tiene que ser
igual a este cuadrado

kk + 2kpy — 2kkyy + ppyy — 2kpy?® + kky*.
Hacemos que desaparezcan los segundos términos, lo que
sucede cuando 4kk—8a = 2kp, 0sea p=2%=*2; entonces,

los términos restantes divididos entre yy dan

6kk + 4(kk —2a)y = —2kk + pp —2kpy, 0 sea
y(4kk —8a + 2kp) = pp —8Kk;

como p=2%22 y pk=2kk-4a, obtenemos
—4k*-16akk+16aa p —k*—4akk+4aa .
y(8kk —168) = ——p———, &l y=—pmr—7s

. 4_
para encontrar x de esto, primero 1+ y =X —Sak+daa

“Kk(2Kk_4a) '
_ 3k*-4aa ., _.. 1+y _ k*-8akk+daa.
y segundo  1-y =y gy 8 Ty = ga e, o o

consecuencia, obtenemos
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_ k4-—8akk+4aa
3k*-4aa

que es la misma expresion que habiamos encontrado antes.

140.

Para explicar esto con un ejemplo, sea dada esta
expresion 2x*—1, que debe ser un cuadrado. Aqui a=-1
y e=2, pero el caso conocido, donde esta expresion se
convierte en un cuadrado, es cuando x = 1: entonces h=1
y kk =1, esdecir k=1, de esto obtenemos inmediatamente

este nuevo valor x = 1;?;4 =13, pero debido a que de x

solo aparece la cuarta potencia, también se puede poner
x =+13, y de esto se obtiene 2x*—1=57121 = (239)°.

Si ahora suponemos que este caso es conocido,
entonces seran h=13 y k=239, a partir de los cuales se
encuentra otra vez un nuevo valor para X, que es

_ 3262808641+456968+4 13= 3263265613
o 9788425923-4 © 9788425919

_ 42422452969
T 9788425919 °

-13, asi que

141.

De la misma manera consideraremos la expresion algo
mas general a+ cxx+ex*, y para el caso conocido que la
convierte en un cuadrado, suponemos que X =h, de modo
que a+ chh+eh*=Kkk. Para encontrar ahora otros [casos]
a partir de este, ponemos X =h+Yy, aqui entonces nuestra
expresion tendra esta forma:

a
chh + 2chy + cyy
eh® +4eh®y + 6ehhyy + 4ehy® + ey*

kk+ (2ch +4eh®)y+ (c+6ehh)yy +4ehy® +ey*
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donde el primer término es un cuadrado; por eso
planteamos su raiz cuadrada como k- py+qyy, de modo
que nuestra expresion debe ser igual a este cuadrado:

kk + 2kpy + 2kayy + ppyy + 2pay° +qay*;

ahora determinamos p y q de tal manera que desaparezcan
los segundos y terceros términos, para lo cual se requiere

primero que 2ch+4eh® = 2kp, o sea p :w, y luego

c+6ehh—pp
2K

términos restantes, divididos entre 3, dan esta ecuacion
4eh—-2pq

qg—e
y de eso ademas x =h+y; en este caso la raiz cuadrada de
nuestra expresion sera k+py+qyy. Si se considera este
caso como caso conocido inicial, se encontrara un nuevo
caso a partir de él y luego se puede continuar de la misma
manera hasta donde se quiera.

que c+6ehh=2kq+pp,osea q= ; entonces los

4eh +ey = 2pq+qqy, de lacual se encuentra y=

142.

Para explicar esto, la expresion dada sea 1 —xx+x*,
donde en consecuencia a=1,c=-1 y e=1 El caso
conocido inmediatamente salta a la vista, o sea x=1, de
modo que h=1 y k=1I. Siahorase pone x=1+y yla
raiz cuadrada de nuestra expresion = 1+ py +qyy, entonces
tienen que ser primero p=1 y luego q=2; de esto se
encuentran y=0 y x=1, que es el caso ya conocido, por
lo que no se ha encontrado ninguno nuevo. Pero por otras
razones se puede demostrar que esta expresion no puede ser
un cuadrado, excepto en los casos x=0 y x=+1.

143.

Ademés, sea dada esta expresion como ejemplo:
2—-3xx+2x*, donde en consecuencia a=2, c=-3 vy
e = 2. El caso conocido también se da inmediatamente, es
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decir, x =1; por lo tanto sea h =1, entonces k = 1; si ahora
seponen x=1+Yy ylaraiz cuadrada 1+ py -+ qyy, entonces
p=1Yy q=4, por lo cual se obtiene y=0 y x=1, delo
cual, otra vez, no se encuentra nada nuevo.

144,

Otro ejemplo es esta expresion 1+ 8xx+x*, donde
a=1,c¢=8 y e=I. Después de una pequefia exploracion,
resulta el caso x = 2; luego se toma h =2, entonces k=7;

si ahora se ponen x=2+Yy ylaraiz 7+ py+qyy, entonces

tienen que ser p=2% y gq=2; de esto obtenemos

_ 5880 _ 58
Y==%m1 Y X=~ %011

omitir. En este ejemplo, sin embargo, debe tenerse en
cuenta que debido a que el Gltimo término ya es un
cuadrado y, por lo tanto, tiene que seguir siendo un
cuadrado en la nueva expresion, la raiz también se puede
tomar de manera diferente segun el tercer caso anterior.
Entonces sea x =2+y como antes, asi obtenemos

1
32+32y+ 8yy
16 + 32y + 24yy + 8y® + y*
49 + 64y + 32yy + 8y® +y*

que ahora se puede convertir en un cuadrado de varias
maneras; porque primero se puede tomar laraiz 7+ py +yy,
de modo que nuestra expresion debe ser igual a este
cuadrado 49+ 14py + 14yy + ppyy + 2py* +y*; ahora se
puede hacer desaparecer el pendltimo término poniendo
2p =28, 0 sea p =4, entonces los restantes divididos entre
y dan

donde el signo menos se puede

64 + 32y = 14p + 14y + ppy = 56 + 30y,

yporlotanto y=—4 y x=-2,0 X=+2, queesel
mismisimo caso conocido.
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Pero si se toma p de tal manera que desaparezcan los
segundos terminos, entonces seran 14p=64 y p :2;

entonces, los términos restantes divididos entre yy dan

14+pp+2py=32+8y,0sea 045y _3248y, ypor

29 t7
7 15 _ 15
28" 28 0 X=+5g,

valor que convierte muestra expresion en un cuadrado cuya

" 1441
ralz es 8z -

Yaque —yy estambién la raiz del ultimo término, la
raiz cuadrada de la expresion se puede poner 7+ py—yy, 0
sea la expresién misma serd igual a este cuadrado

49 + 14py — 14yy + ppyy — 2py° + y*.
Para hacer desaparecer el penultimo término se pone
8=-2p, 0 sea p=-—4, entonces los restantes divididos
entre y dan 64+ 32y =14p—14y+ppy =—-56+2y, de lo
cual y=-4, que es el valor arriba obtenido.
Pero si se hacen desaparecer los segundos términos,

entonces 64=14p y p= %; pero los restantes divididos

lotanto y=-53, enconsecuencia x=-—

entre  yy dan  32+8y=-14+pp-2py, O sea

32+8y=32_%y delocual y=—2 y x=7%3,

que es lo mismo que arriba.

145.

Se puede proceder de la misma manera con la
expresion general

a+ bx+cxx +dx3 +ex*,

si se conoce un caso, X = h, en que la expresion se convierta
en un cuadrado, es decir, kk. Porque entonces planteamos
X =h+y, obteniendo una expresion con el mismo nimero
de términos, de los cuales el primero sera kk; si la raiz de
la misma ahora se pone k+py-+qyy, y se determinanp y
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q de tal manera que los segundos y terceros términos
también desaparezcan, entonces los dos ultimos términos
divididos entre y* dan una ecuacién simple de la cual se
pueden determinar y, y en consecuencia también x.

No obstante, aqui se omiten los casos en los que el
nuevo valor encontrado de x es el mismo que el conocido
X = h, porque entonces no se encuentra nada nuevo. En tales
casos, 0 la expresion en si misma es imposible, o se tendria
que adivinar otro caso en el que se convierta en un
cuadrado.

146.

Hasta ahora, en la resolucion de los signos de raiz
cuadrada se ha llegado hasta aquellos donde la méxima
potencia no exceda a la cuarta. En caso de que en tal
expresion aparezca la quinta o una potencia aun mayor de
X, los métodos anteriores no son suficientes para dar una
solucién, incluso si ya se conoce un caso. Para mostrar esto
con mas claridad, consideramos esta expresion
kk +bx +cxx +dx® +ex* + fx°, donde el primer término ya
es un cuadrado. Si se quisiera plantear su raiz como antes,
es decir, como k+px+qxx y determinar p y q de tal
manera que desaparecieran los segundos Yy terceros
términos, por lo que quedan tres que, divididos entre X3,
darian una ecuacion cuadratica, de la cual x se
determinaria mediante un nuevo signo de raiz. Pero si se
quisiera poner la raiz  k+px+qgxx+rx® entonces el
cuadrado llegaria hasta la sexta potencia, de modo que
cuando p, g Yy r se determinen de tal manera que
desaparecieran los segundos, terceros y cuartos términos,
pero quedarian las potencias cuarta, quinta y sexta, que
divididas entre el nimero x* conducirian a una ecuacién
cuadratica y, por lo tanto, no podria resolverse sin el signo
de raiz. Por eso nos vemos obligados a dejar las expresiones
que deberian ser un cuadrado. Asi que queremos pasar a los
signos de raiz cubica.
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CAPITULO 10

DEL MODO DE HACER RACIONAL LA EXPRESION
IRRACIONAL 3/a+bx+cxx + dx®

147.

Aqui se requieren tales valores para X que esta
expresion a-+bx+cxx+dx® se convierta en un ndmero
cubico, y por lo tanto se pueda extraer la raiz cubica de ella.
Cabe recordar que esta expresion no tiene que exceder la
tercera potencia, porque de lo contrario no habria esperanza
de encontrar una solucion. Si la expresion solo llegara a la
segunda potencia y se omitiera el término dx?, la solucion
no seria mas facil: pero si se omitieran los dos ultimos
términos, de modo que esta expresién a+bx tendria que
convertirse en un cubo, entonces el asunto no tendria
ninguna dificultad, ya que solo se necesitaria poner

p*-a

a-+bx=p? yde esto encontrariamos X = 5

148.

Aqui, sobre todo hay que sefialar nuevamente que si ni
el primero ni el Gltimo término son cubos, no se debe pensar
en ninguna resolucidn, a menos que ya se conozca un caso
en el que la expresion se convierta en un cubo, el cual salte
a la vista o se haya tenido que encontrar mediante tanteo.

Lo primero ocurre, si, primeramente, el primer término
es un cubo y la expresion es 2+ bx+cxx+dx®, donde el
caso conocido es x=0; después también si el ultimo
término es un cubo y la expresion es a+ bx +cxx + g°x3; de
estos dos casos surge el tercero, donde el primer y Gltimo
término son cubos; estos tres casos vamos a considerar
aqui.
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149.

Caso I. La expresion dada sea f3-+bx+cxx+dx3, la
cual debe convertirse en un cubo.

Asi que ponemos su raiz f+px, de modo que nuestra
expresion debe ser igual a este cubo

f3 + 3 ffpx + 3 fppxx + p3x3;

ya que los primeros términos se cancelan automaticamente,
determinamos p de tal manera que los segundos también

desaparezcan, lo que sucede si b=3ffp, o sea p :%;
entonces los términos restantes divididos entre xx dan esta
ecuacion c+dx =3fpp+p3x, de la cual se encuentra

C_ff';p. Si el Gltimo término dx® no estuviera presente,

se podria poner la raiz cubica simplemente =f, ya que

entonces se obtendria f3=f3+bx+cxx,0sea b+cx=0,y
b

deesto x=-, de lo cual no se podria deducir nada mas.
150.
Caso Il. En segundo lugar, suponemos que la

expresion dada tenga esta forma  a+bx+cxx+g3x3;
ponemos la raiz cubica p+ gx, cuyo cubo es

p° +3gppX +3ggpxx + g°X°,
ya que entonces los Gltimos términos se cancelan; ahora
determinamos p de tal modo que los penultimos desapa-
rezcan también, lo que sucede si ¢ =3ggp,0sea p= %;
entonces los dos primeros términos dan esta ecuacion

03
a+bx = p?+3gppx, de la cual se encuentra x= 3aglp§—b' Si

el primer término a no hubiera estado presente, la raiz
cubica podria haberse puesto simplemente = gx, porque
entonces  g3x* =bx+cxx+g3x®, o sea O=b+cx, en
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consecuencia, x= —%; que, sin embargo, comunmente no
sirve para nada.

151.
Caso Il1. Al fin, en tercer lugar, la expresion dada sea
3 +bx+cxx+g3x3,

donde tanto el primero como el ultimo término son cubos;
por eso la expresion se puede tratar de las dos maneras
anteriores, y asi se pueden obtener dos valores para Xx.
Pero aparte de estos, también se puede poner la raiz
f+gx, asi que nuestra expresion debe ser igual a este cubo
f3 +3ffgx +3fggxx+g®x®, entonces se cancelan los
primeros y ultimos términos entre si; pero los demas,
divididos entre x, dan esta ecuacion b+ cx = 3ffg + 3fggx,

_ b-3ffg
ydeesta x= 3fagc

152.

Pero si la expresion dada no es de ninguno de estos tres
tipos, no hay nada mas que hacer que intentar adivinar un
valor que convierta la expresién en un cubo; si se ha
encontrado uno, que sea x = h, tal que

a+bh+chh+dh® =k,

luego ponemos x=h+y, ya que entonces nuestra
expresion tendré esta forma:

a
bh +by
chh + 2chy + cyy
dh?® + 3dhhy + 3dhyy + dy®
k® + (b +2ch + 3dhh)y + (c + 3dh)yy + dy®

que pertenece al primer tipo, y por lo tanto se puede
encontrar un valor para Y, del cual se obtiene un nuevo
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valor para X, de donde se pueden encontrar ain mas de la
misma manera.

153.

Ahora vamos a explicar este método con algunos
ejemplos y primero tratamos esta expresion 1+ X+ Xx, que
debe ser un cubo y pertenece al primer tipo. Entonces, se
podria plantear inmediatamente la raiz cubica =1, de lo
cual resultaria x+xx=0, es decir Xx(1+x)=0; en
consecuencia, 0 x=0 0 x=—1, pero de esto no sale nada
mas. Asi que ponemos la raiz cibica 1+ px, cuyo cubo es

1+ 3px+3ppxx+px3, y planteamos 1=3p, 0sea p =%,
luego los términos restantes divididos entre xx dan

1=3pp+p3, 0 sea x=1_Sfp; como ahora p=g,

entonces x=-==18, y nuestra expresién sera

1+18+324 =343, cuya raiz cubica 1+px=7. Si se
quisiera continuar poniendo x =18+Y, nuestra expresion
obtendria esta forma 343+ 37y+yy, cuya raiz cubica,
segun la primera regla, deberia plantearse como 7+ py, de
la cual el cubo es

343 + 147py + 21ppyy + p3y?;

37
147’
términos restantes dan esta ecuacion 1 = 21pp +p’y, por lo
tanto

ahora ponemos 37 =147p, 0 sea p= entonces los

_ 1-21pp . 340-21147 _ 1049580
y= e es decir, y = 37— 50653

de lo cual se pueden encontrar nuevos valores.
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154.

Ademas, sea dada esta expresion 2+xx, que debe
convertirse en un cubo. Aqui, ante todo, hay que adivinar
un caso en el que suceda esto, que es x =5; luego se pone
de inmediato x =5+Y, entonces se obtiene 27 + 10y +y;
cuya raiz cubicasea 3+ py, por lo tanto la expresién misma
es igual a este cubo 27 +27py+9ppyy +p%y®; ponemos

10=27p,0sea p= % entonces se obtiene 1 = 9pp + py,
19.9.27 _ 4617
1000 * 0 Y= "1000°

ydeesto y= 1‘§3p'° , estoes y=—

383 ,
1000’
2146689
1000000 ’
129

100"

ademas x = por es0 nuestra expresion se convierte en

2+ XX =

cuya raiz cubica tiene que ser

3+py=

155.

Ademas, vamos a ver si esta expresion 1+x® podra
ser un cubo aparte de los obvios, x=0 y x=-1. Aunque
esta expresion pertenezca al tercer caso, la raiz 1+x no
nos ayuda nada, porque su cubo 1+3x+3xx+x* igualada
con nuestra expresion da 3x+3xx =0, 0 sea Xx(1+Xx) =0,
entonceso x=0 0 x=-1.

Si también se quiere plantear x =-1+Y, obtenemos
esta expresion 3y—3yy+Yy®* que debe ser un cubo y
pertenece al segundo caso; por eso, se pone la raiz clbica
p+Yy cuyo cubo es

p°+3ppy + 3pyy +Y°,
y si se pone —3=3p,0sea p=-—1, entonces los términos
restantes dan
3y =p°+3ppy =—-1+3y,

consecuentemente 'y =% que es infinito; de lo cual no se

encuentra nada. También es en vano el esfuerzo de
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encontrar otros valores para X, porque se puede demostrar
por otras razones que esta expresion 1+x3, aparte de los
casos indicados, nunca puede convertirse en un cubo;
porque se ha demostrado que la suma de dos cubos como
t*+x*® nunca puede convertirse en un cubo, por lo tanto
tampoco es posible en el caso t=1.

156.

También se afirma que 2+x* no podra ser en un cubo
excepto en el caso de que x=-1; aunque esta expresion
pertenezca al segundo caso, la regla que se usa alli no da
ningun resultado, porque faltan los términos de en medio.
Pero si se pone x=-1+Yy, se obtiene esta expresion
1+3y—3yy+Y?, que se puede tratar seglin los tres casos. Si,
segun el primer caso, se pone la raiz 1+y, cuyo cubo es
1+3y+3yy+Y? entonces — 3yy = 3yy, lo que solo ocurre si
y =0. Si, segun el segundo caso, se pone la raiz —1+y,
cuyo cuboes —1+3y—3yy+Yy? entonces 1+3y=—1+3y

y y :g, que es infinito. Segun el tercer modo, se tendria
que poner laraiz 1+y, lo que ya se ha hecho.

157.

Sea dada la expresion 3 +3x® que debe convertirse en
un cubo; ahora, esto ocurre primero en el caso de que
x=-1, del cual no se puede deducir nada; pero luego
también sucede en el caso de que x =2: por eso se plantea
X = 2+Y, entonces resulta esta expresion

27 + 36y + 18yy + 3y?,
que pertenece al primer caso, por lo tanto la raiz sea 3+ py,
cuyo cubo es 27 +27py+9ppyy +p’y?; luego ponemos
36=27p,0sea p= %, entonces los demas términos, divi-
64

didos entre yy, dan 18+3y=9pp+ p3y:16+ﬁ y, 0sea
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54 20

7., _ 5 0.
Ly=-2, porlotanto y=->, entonces x=-32; asi
nuestra expresion se convierte en  3+3x* =—J=>%, cuya

raiz cibica es 3+ py:—17, y de este valor se podrian
encontrar varios mas si se quisiera.

158.

Finalmente, vamos a considerar esta expresion 4 + xx,
que se convierte en un cubo en dos casos conocidos: x =2
y x=11. Si ahora ponemos primero X=2+y, esta
expresion 8-+4y-+yy tiene que ser un cubo, cuya ral'z sea

2+%y, y por lo tanto la expresion —8+4y+ yy+ ye,

de la cual obtenemos 1=§+ﬁy, entonces y=9 vy

x =11, que es el otro caso conocido.
Si ahora ademas se pone x=11+y, se obtiene
125+ 22y +yy, que igualando con el cubo de 5+py, es

decir, con 125+ 75py + 15ppyy + p%y?, y tomando p =

75’

resulta 1= 15pp+p3y, 0 sea p3y:1—15pp=—%; por
122625 5497
€S0 y=—poe, Yasi X=—qree.

Como x puede ser tanto negativo como positivo,

21+_ Zyy , entonces nuestra expresion se convier-

ponemos X =
8+8yy
(1-y)*’
arriba y abajo por 1-y para que el denominador se
8-8y+8yy-8y°
(1-y)?

solo el numerador 8—8y+8yy—8y?, o el mismo dividido
entre 8, es decir, 1—y+yy—V?, tiene que ser convertido en
un cubo; la expresion pertenece a los tres casos.

teen que debe ser un cubo; entonces multiplicamos

convierta en un cubo y obtenemos , donde
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Si ahora, segun el primer caso, se plantea la raiz
1 1 1.3
=1-3y, cuyo cubo es 1-y+3yy—5y", entonces

]__y:%_z_l?y, osea 27-27y=9-y, por lo tanto

_9 22 4
y=13, entonces 1+y=1 y l-y=-, por lo tanto

x=11 como antes.

Segun el segundo caso, si se pone la raiz L

3V, se
encuentra justamente lo mismo.

Segun el tercer caso, si se pone laraiz 1 -y, cuyo cubo
es 1-3y+3yy—Vy? se obtiene —1+y=-3+3y, y asi
y=1, por lo tanto x :%, 0 sea infinito; por eso, de esta
manera no se encuentra nada nuevo.

159.
Pero como ya conocemos estos dos casos x=2 y
x =11, se puede poner x :ZLTliy; porque si y =0, enton-

ces x=2, pero si y es infinitamente grande, entonces
Xx=+11.

Por tanto, primero sea X = 211y - asinuestra expresion

1+y

seréa
44 4+144y+121yy 0 8+52y+125yy;
+2y+Yyy (1+y)>?
multiplicamos arriba y abajo por 1+y, para que el
denominador se vuelva un cubo, y solo el numerador, que
es 8+60y+177yy+125y° tenga que ser un cubo.
Entonces primero ponemos la raiz =2+ 5y, con ella
no solo desaparecerian los dos primeros términos, sino
también los ultimos, y por lo tanto no se encontraria nada.
Por eso, segun el segundo caso, ponemos la raiz
p+5y, cuyo cubo es  p+15ppy+75pyy+125y3, vy

ponemos 177 =75p, 0 sea pz%, entonces sera
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3 2943 ., _ 80379
8+60y =p°+15ppy, por lo tanto - y=1g0 €
y=—=, de lo cual se podria encontrar .

Pero también se puede poner x= 2*}”, y entonces

nuestra expresion sera

4 4+44y+121yy ~ 8+36y+125yy
+ = 5 ,
1-2y+yy (1-y)

cuyo denominador multiplicado por 1-y se convierte en
un cubo. Entonces 8+ 28y +89yy—125y* también tiene
que ser convertido en un cubo.

Si ahora, segun el primer método ponemos la raiz

=2+1y, cuyo cubo es 8+28y+% yy+3= y°, entonces

89-125y =2 +32y, osea SZ8y=12: por lo tanto

y=22=2 en consecuencia X =11, que es el caso ya
conocido.

Si ademas, segun el tercer método, ponemos la raiz
2-5y, cuyo cubo es 8-60y+150yy—125y3, entonces

obtenemos 28+ 89y = — 60+ 150y, porlotanto y=28 de

61’
1090 : o

lo cual se encuentra X=—=2-, Y nuestra expresion se

convierte en 11%816 , que es el cubo de %

160.

Estos son los métodos hasta ahora conocidos mediante
los cuales una de estas expresiones se puede convertir en un
cuadrado o en un cubo, siempre y cuando la potencia mas
alta del nimero indeterminado no exceda el cuarto grado en
el primer caso, pero el tercer grado en el ultimo caso.

Se podria agregar ademas el caso de que una expresion
dada deba convertirse en un bicuadrado [cuadrado de un
cuadrado], en la cual la mayor potencia no tiene que
exceder el segundo grado. Pero si una expresion como
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a+bx+cxx debe ser un bicuadrado, ante todo se tiene que
convertir la misma en un cuadrado, porque entonces solo
falta convertir la raiz de este cuadrado en un cuadrado
nuevamente; para lo cual ya se ha dado la regla
anteriormente. Entonces, si por ejemplo xx+7 debe ser un
bicuadrado, primero se convierte en un cuadrado, lo que

sucede cuando X = 7"2'07;‘” 0 también cuando x = 34-CPP gqpp ;

entonces nuestra expresion se vuelve igual a este cuadrado

q*-14qqpp+49p® | - _ g*+14qqpp-+49p*
4ppaq 4ppag ’

7pp+qq
2pq

en un cuadrado. Se multiplica arriba y abajo por 2pg para
que el denominador se vuelva un cuadrado. Entonces el
numerador 2pq(7pp+qg) tendra que ser un cuadrado, lo
que solo se puede lograr si ya se ha adivinado un caso. Para
este fin, se puede plantear g = pz, entonces esta expresion
2ppz(7pp +ppzz) = 2p*z(7 +2z), 'y, dividida entre p*
también 2z(7 +zz) deben ser cuadrados. Ahora, aqui el
caso conocido es z=1, por lo tanto ponemos z=1+y,
entonces obtenemos

(2+2y)(8+2y+Yyy)=16+20y +6Yyy +2y?3,

cuya raiz es la cual todavia tiene que convertirse

cuya raiz sea 4+%y, de la cual el cuadrado es

16+20y+%yy, igualado a nuestra expresion da

- | 9. _q
6+2y=7, y=5 Y z=g; Ya que ahora Z=,
entonces seran q=9 y p=38, por lo tanto XZ%’
. . 279841
entonces nuestra expresion se convierte en 7+ xx = Sz,

cuya raiz cuadrada es 22>, y sacando nuevamente la raiz
cuadrada de ella se obtiene % de la cual nuestra expre-

sidn es entonces el bicuadrado.
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161.

Finalmente, hay que notar en este capitulo que existen
algunas expresiones que se pueden convertir en un cubo de
forma general; porque si p. ej. cxx debe ser un cubo, se
pone laraiz = px, y entonces serd cxx = p*x*, 0 sea ¢ = p°X,

por lo tanto x=%; escribimos % en lugar de p, entonces

X = cq’.

La razén de esto obviamente es que la expresion
contiene un cuadrado; por lo tanto, todas las expresiones
como a(b+cx)?, o sea abb+2abcx+accxx, se pueden
convertir facilmente en un cubo; porque poniendo su raiz

_ b+cx (b+cx)3
3

cUbica == entonces a(b+cx)? = , la cual

... 3_
dividida entre (b+cx)? da a:%, deeso x=29"2,

donde g se puede determinar arbitrariamente.

Esto aclara que es sumamente Gtil descomponer en
factores la expresion dada, siempre y cuando que sea
posible; y este tema se tratard ampliamente en el capitulo
siguiente.

CAPITULO 11

DE LA DESCOMPOSICION DE LA EXPRESION
axx + bxy + cyy EN FACTORES

162.

Aqui las letras x e y sdlo significan numeros enteros,
y también hemos visto en la anterior, donde se tenia que
conformar con fracciones, como la pregunta se puede
reducir siempre a nameros enteros. Porque, si p. €j. el
nimero buscado x es una fraccion, solo se necesita

plantear x = % ya que entonces siempre se pueden indicar
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nameros enteros para t y u, y debido a que esta fraccion
se puede expresar en la forma mas pequefia, se puede
suponer que las dos letras t y u no tienen un divisor comdn
entre ellos.

Entonces, en la expresion actual, x e y son solo
nimeros enteros, y antes de que podamos mostrar como
deben convertirse en un cuadrado, o cubo, 0 una potencia
aln mayor, es necesario investigar cuales valores deben
tener las letras x e y para que esta expresion tenga dos o
maés factores.

163.

Ahora hay tres casos a considerar: el primero es
cuando esta expresion realmente se pueda descomponer en
dos factores racionales, lo cual sucede, como ya hemos
visto antes, cuando bb—4ac se convierte en un nimero
cuadrado.

El segundo caso es cuando estos dos factores se
vuelvan iguales entre si, en el cual la expresion misma
contiene un cuadrado verdadero.

El tercer caso es cuando la misma no pueda resolverse
de otra manera que en factores irracionales, que pueden ser
simplemente irracionales o incluso imaginarios; aquello
sucede cuando bb—4ac es un nimero positivo pero no un
cuadrado, pero lo otro sucede cuando bb—4ac se vuelve
negativo. Estos son los tres casos que ahora tenemos que
considerar aqui.

164.

Si nuestra expresion se puede descomponer en dos
factores racionales, entonces se puede representar la misma
como (fx+gy)(hx+Kky), que por su propia naturaleza ya
incluye dos factores. Pero si se quiere que la misma incluya
maés factores de manera general, solo se necesita plantear
fx+gy=pq y hx+ky=rs, ya que entonces nuestra
expresion se vuelve igual a este producto pqrs, y por lo
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tanto contiene cuatro factores en si, cuyo nimero podria
aumentarse a voluntad; pero de esto obtenemos un valor

rsgky . de lo cual

doble para x, es decir, x=22 y x=
se encuentra hpg—hgy = frs—fky, y asi

__ frs—hpq __ kpg—ogrs .
Y=g Y XT fhg

para que ahora X e y se expresen en nimeros enteros, se
tienen que poner las letras p, g, r, s tales que el numerador
realmente se pueda dividir entre el denominador, lo que
sucedecuando p y r, o g y s, son divisibles entre el
denominador.

165.

Para explicar esto, sea dada esta expresion xx—yy, que
consta de estos factores (x+Y)(x—y); si ahora debe tener
mas factores, entonces planteamos Xx+y=pq y x—y=rs,

asi x=PU= y y=PL=: para que estos nimeros se

vuelvan enteros, entonces los dos nimeros pq y rs tienen
que ser ambos pares 0 ambos impares.

Sean, p. ¢, p=7,q9=5 r=3 y s=1, entonces
pg=35 y rs=3, enconsecuencia x=19 e y=16; por lo
tanto xx—yy =105, nimero que realmente consta de los
factores 7-5-3-1, por lo que este caso no tiene la menor

dificultad.

166.

Aun menos dificultad tiene el segundo caso, donde la
expresion incluye dos factores iguales y, por lo tanto, se
puede representar como (fx+gy)?, cuadrado que no
puede tener otros factores que los que surgen de la raiz

fx+qy, por lo tanto, si se plantea fx+gy=pqgr, nuestra
expresion se convierte en ppqqrr Yy asi puede tener tantos
factores como se desee. Aqui solo se determina uno de los



DESCOMP. axx + bxy + cyy EN FACTORES 275

dos nimeros x e vy, y del otro podemos disponer libre-

mente; porque obtenemos x =", donde y se puede

escoger facilmente para que la fraccion desaparezca. La
expresion mas facil de este tipo es xx, si se toma x = pqr,
el cuadrado xx incluye tres factores cuadraticos, que son
Pp,Qq y Ir.

167.

Pero el tercer caso, en el que nuestra expresion no
puede resolverse en dos factores racionales, tiene muchas
méas dificultades y requiere métodos especiales para
encontrar valores para x e y con los cuales la expresion
contenga dos o mas factores. Para facilitar esta
investigacion, debe tenerse en cuenta que nuestra expresion
se puede transformar facilmente en otra donde falta el
término de en medio, porque solo se necesita poner

X= Z;—sy ya que entonces sale esta expresion:
zz—2byz+bbyy = byz—bbyy __ 2z+(4ac—bb)yy
4a + 2a TOyYy = 4a )

Por lo tanto, queremos omitir ahora el término de en medio
y considerar esta expresion axx+cyy, donde se trata de
darle los valores adecuados a las letras x e y para que la
expresion tenga factores. Es facil ver que esto depende de
la naturaleza de los numeros a y ¢, por lo que
comenzaremos con algunas expresiones particulares de este
tipo.

168.

Primero esté dada esta expresion xx+Yy, que incluye
todos los nimeros que son la suma de dos cuadrados, y de
los cuales queremos mostrar aqui los mas pequefios hasta
50.

1,2,4,5,8,9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34,
36, 37, 40, 41, 45, 49, 50,
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entre ellos hay algunos ndmeros primos, que no tienen
divisores, como 2, 5, 13, 17, 29, 37, 41; pero los otros tienen
divisores, lo cual hace méas clara la pregunta qué valores
tienen que tener las letras x e y para que la expresion
XX+yy tenga divisores o factores, y tantos como se
quieran. Aqui, sobre todo hay que excluir los casos donde
X e y tengan un divisor comun porque entonces Xx+Yyy
también podria dividirse entre el mismo divisor, incluso
entre el cuadrado del mismo; porque si p. €j. X=7p e
y =70, la suma de sus cuadrados,

49pp +49qq = 49(pp +q),

podria incluso dividirse entre 49. Por lo tanto, la pregunta
solo se dirige a aquellas expresiones en las que x e y no
tienen divisor comin o son primos entre si. Aqui, la
dificultad pronto salta a la vista porque aunque se vea que,
si los dos numeros x e Yy son impares, entonces la
expresion xx+Yyy se vuelve un nimero pary, por lo tanto,
se vuelve divisible entre 2; pero si uno es par y el otro
impar, la expresion se vuelve impar. Pero no es tan facil de
ver, si tiene divisores 0 no. Sin embargo, ambos nimeros,
X € Yy, no pueden ser pares, porque es necesario que no
tengan un divisor comdn entre si.

169.

Los dos nimeros x e y sean primos entre si y, sin
embargo, la expresion xx+yy debe contener dos 0 mas
factores. ElI método anterior no puede aplicarse aqui,
porque esta expresién no se puede descomponer en dos
factores racionales; pero los factores irracionales en los que
se descompone esta expresion, y pueden ser representados

por este producto (Xx+y«v—1)-(x—y~/—1), nos pueden
servir justamente igual; porque si la expresion xx+yy tiene
factores verdaderos, los factores irracionales tienen que
tener nuevamente factores, ya que si estos factores no
tuvieran mas divisores, su producto tampoco podria
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tenerlos. Pero como estos factores son irracionales, incluso
imaginarios, y los niumeros x e y tampoco deberian tener
un divisor comdn, no pueden tener ningdn factor racional,
sino que tienen que ser irracionales e incluso imaginarios
del mismo tipo.

170.

Por lo tanto, si queremos que esta expresion Xxx+yy
obtenga dos factores racionales, entonces tambien le damos
dos factores a ambos factores irracionales, y primero

ponemos X+ yJ—_lz(p+qJ—_1)(r+sJ—_1), y entonces,
ya que J-1 puede tomarse tanto negativo como positivo,
obtenemos x— y~/—1 = (p—qv-1)(r —s+/—1) automatica-
mente, de manera que su producto, que es nuestra
expresion, serd xx-+yy = (pp+gq)(rr+ss) Yy, en conse-
cuencia, contiene dos factores racionales, que son pp+qq
y rr+ss. Aqui, sin embargo, falta determinar los valores de
X € Y, que también tienen que ser racionales.

Si ahora multiplicamos aquellos factores irracionales
entre si, obtenemos

X+ yv—1= pr—gs+ psv—1+qrv—1
X—y—1 = pr—gs— psv—1—qrv/-1,

sumando estas férmulas da x = pr—qs; pero restando las
mismas obtenemos ZyJ——1=2sz—_1+2qu—_1, 0 sea
y=ps+qr.

Por eso, si setoman x =pr—qs e y = ps+qr, entonces

nuestra expresion xx+yy ciertamente obtiene dos factores,
ya que resulta

XX+ Yy = (pp+qq)(rr +ss).

Si se pidieran més factores, entonces solo seria necesario
proceder de la misma manera y poner p y q tal que
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pp+qQq tendria dos factores, y luego se tendrian tres
factores en total, cuyo nimero se puede aumentar tanto
como se desee de la misma manera.

171.

Ya que aqui solo aparecen los cuadrados de p, q,r y
s, estas letras también se pueden tomar negativas; si p. €j.
se toma g negativa, entonces x=pr+qs e y=ps—qr,
cuya suma de cuadrados es la misma que antes; de esto
vemos que si un numero es igual a dicho producto
(pp-+qQ)(rr+ss), puede ser descompuesto en dos cuadra-
dos de dos maneras, encontrando primero

X=pr—qgs e y=ps+qr,
y luego también

X=pr+gs e y=ps—qr.

Por ejemplo, sea p=3,9g=2,r=2 y s=1, de modo
que resultaria este producto 13-5=65=xx+ Yy, donde 0
x=4 e y=7 0 x=8 e y=1; pero en ambos casos es
XX+Yyy =65. Si se multiplican varios numeros de este
tipo entre si, el producto también serd una suma de
cuadrados de varias maneras. Por ejemplo, si multiplica-
mos 22+12=5 3*+22=13 y 4?+1>=17, entonces
resulta 1105, nimero que se puede descomponer en dos
cuadrados de las siguientes maneras:

1) 332+42, 1) 322+92, [Il.) 312 +122,
IV.) 242 + 232,

172.

Entre los numeros contenidos en la forma xx-+yy, hay
en primer lugar los que resultan de la multiplicacion de dos
0 mé&s numeros de este mismo tipo; pero luego también hay
los que no estan compuestos de tal manera, los cuales
queremos llamar numeros simples de la forma xx +yy, pero
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aquellos se llaman nimeros compuestos; por lo tanto, los
numeros simples de este tipo seran

1,2,5,9,13,17, 29, 37, 41, 49, etc.

En esta serie aparecen dos clases de numeros; primero, los
nameros primos, es decir, aquellos que no tienen divisores
en absoluto como 2, 5, 13, 17, 29, 37, 41 y que todos
excepto 2 son tales que cuando se les quita 1, el resto se
vuelve divisible entre 4, o sea todos los que estén
contenidos en esta forma 4n+1. Ademas, en segundo
lugar, también hay nameros cuadrados 9, 49, etc., pero
cuyas raices 3, 7, etc., no aparecen; cabe sefialar que estas
raices 3, 7, etc. estan contenidas en esta forma 4n—1. Pero
también es evidente que ningln ndmero de esta forma
4n— 1 puede ser una suma de dos cuadrados; porque como
estos numeros son impares, uno de los dos cuadrados
tendria que ser par y el otro impar; pero hemos visto que
todos los cuadrados pares son divisibles entre 4, pero los
impares estan contenidos en esta forma 4n+ 1; si se suman
un cuadrado par y uno impar, la suma siempre toma esta
forma 4n-+1, pero nunca esta forma 4n—1. Ahora, que
todos los numeros primos de la forma 4n+1 sean una
suma de dos cuadrados es cierto, pero no es tan facil de
demostrar.

173.

Queremos ir mas alld y considerar la expresion
XX+ 2yy para ver qué valores tienen que tener x e y para
que la misma tenga factores. Ahora que esta expresion es
representada por estos factores imaginarios

(x+yV=2)(x—y-2),

se ve, como antes, que si nuestra expresion tiene factores,
entonces sus factores imaginarios también tienen que tener
algunos; por eso se plantea primero
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X+ yV—=2 = (p+gv=2)(r +sv-2),
entonces resulta automaticamente que tambien tiene que ser
X—yN—2 = (p—qv—-2)(r —sv/—2), y asi nuestra expresion
sera xx+ 2yy = (pp +2qq)(rr + 2ss), y por lo tanto tiene dos
factores, cada uno de los cuales es del mismo tipo; pero para
que esto suceda, se tienen que encontrar los valores

adecuados para x e vy, lo cual puede realizarse de la
siguiente manera. Como

X+ y\/zz pr—2qs+qu—_2+ ps\/z
x—y\/zz pr—2qs—qr\/3— ps\/z,

entonces la suma es 2x = 2pr—4qs, por tanto x = pr—2gs;

luego, la diferencia da 2y\/3= 2qr\/3+2ps«/3, por
es0 Yy =qr+ps. Entonces, si nuestra expresion xx-+2yy
tiene factores, siempre son tales que uno serd pp+2qq Yy
el otro rr+2ss, 0 sea, ambos son nimeros del mismo tipo
que Xx+2yy; y para que esto se dé, x e y se pueden
determinar de nuevo de dos maneras, porque g Se puede
tomar tanto negativo como positivo. Entonces tendremos,
en primer lugar

X=pr—29s e y=ps+qr,
y después también

X=pr+29s e y=ps—qr.

174.

Esta expresion xx+2yy contiene todos aquellos
nlmeros que constan de un cuadrado y un doble cuadrado,
y que queremos poner aqui hasta 50: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11,
12,16, 17, 18, 19, 22, 24, 25, 27, 32, 33, 34, 36, 38, 41, 43,
44, 48, 49, 50; los cuales podemos volver a dividir en
simples y compuestos como antes; entonces los simples,
que no se componen de los anteriores, seran los siguientes
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1, 2,3, 11, 17, 19, 25, 41, 43, 49, que son todos numeros
primos excepto los cuadrados 25 y 49; pero de los nimeros
primos que no estan, aparecen sus cuadrados. También se
puede notar aqui que todos los nimeros primos que estan
contenidos en nuestra expresion son de esta forma 8n+1
o de esta forma 8n+ 3, ya que, por otra parte, el resto de
ellos pertenecen a esta forma 8n+5 0 a esta forma 8n+7,
las cuales jamas pueden constar de un cuadrado y un doble
cuadrado; pero también es cierto que todos los ndmeros
primos contenidos en una de las dos primeras formas 8n+1
y 8n+ 3 siempre se pueden descomponer en un cuadrado y
un doble cuadrado.

175.

Sigamos de manera similar con esta expresion general
XX+ Cyy, Yy veamos qué valores se tienen que dara x e y
para que esta expresion obtenga factores.

Dado que la misma ahora esta representada por este
producto

(x+ yv—c)(x—yv—c),

entonces a cada uno de estos factores le damos dos factores
del mismo tipo: por lo tanto, ponemos

X+ yy/—C = (p+av=c)(r +svc),
x—yN—¢ = (p —qv/—c)(r —sv/=c);

y nuestra expresion se convierte en

XX+ cyy = (pp +cqq)(rr +css),

lo cual aclara que los factores volveran a ser del mismo tipo
que la expresion misma, pero los valores de x e y seran
los siguientes: x=pr—cgs € y=qr+ps, 0 X=pr+cgs
e y=ps—qr, Yy a partir de esto es facil ver como nuestra
expresion puede obtener alin mas factores.
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176.

Ahora también es facil conseguirle factores a esta
expresion xx— cyy, porque solo se necesita escribir —c en
vez de +c; sin embargo, lo mismo también se puede
encontrar directamente; ya que nuestra expresion es igual a

este producto (x+ y~/c)(x—y~/c), entonces se pone
x+yve = (p+ave)(r+sve)

x—y\c =(p—ave)(r—svc),

de donde inmediatamente surgen estos factores
XX —cyy = (pp—cqq)(rr—css), gque nuevamente son del
mismo tipo que nuestra expresion; pero los valores de x e
y de nuevo también se pueden determinar de forma doble,
es decir, primero x=pr+cqs e y=qr+ps, y luego
también x=pr—cgs e y=ps—qr. Si se quiere com-
probar que el producto encontrado sale de esta manera, se
prueba con los primeros valores, entonces seran
XX = pprr+2cpqrs+ccqqss 'y yy = ppss+2pqrs+qqrr, es
decir cyy = cppss + 2cpqrs +cqqrr, de lo cual se obtiene:

XX — CYyY = pprr — cppss + ccqqgss — cqqrr
que coincide con el producto encontrado

(PP —cqq)(rr —css).

177.

Hasta ahora hemos considerado el primer término sin
numero delante, ahora queremos suponer que también se
multiplica por una letra, y buscar los factores que la
expresion axx-+cyy pueda tener.

Ahora esta claro aqui que nuestra expresion es igual a
este producto

(x/a+yv=e)(x/a—yc),
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a cuyos dos factores entonces se le tienen que dar
nuevamente factores. Pero aqui surge una dificultad,
porque si se quisiera plantear, segin el método de arriba

xva+yy-c = (pa+av-c)(rva+syc)
= apr —cgs + psv-ac +gr/-ac,

x/a - yv-¢ = (pva—av=c)(rva-sv~c)
= apr —cgs— psy/—ac —qrv/-ac,
de lo cual se obtendria
2xa = 2apr—2cqgs vy ZyJ—_c =2 pS'\/E-l- 2qr\/$,

entonces se encontrarian valores irracionales tanto para x
como para Y, que de ninguna manera se aceptan aqui.

178.
Pero esta dificultad se puede remediar si se plantea:

xv/a + yv=c = (pva +g/~c)(r + sv-ac)
= pry/a —cgsva+arv~c +apsv/~c,

xv/a - yv/—¢ = (pva —gv/~c)(r —sv-ac)
= pry/a —cgsv/a —grv/—c —apsv/c;

de lo cual ahora se encuentran los siguientes valores
racionales para x e y:

y

X=pr—cgs e y=qr+aps,

pero entonces nuestra expresion tendrd los siguientes
factores

axx+cyy = (app + cqq)(rr + acss),



284 PARTE 2, SECCION 2, CAPITULO 11

de los cuales solo uno tiene la misma forma que nuestra
expresion, pero el otro es de una especie completamente
diferente.

179.

Sin embargo, estas dos expresiones también estan
relacionadas estrechamente entre si, ya que todos los
nameros de la primera forma, multiplicados por un nimero
de la segunda forma, vuelven a ser de la primera forma. Ya
hemos visto también que dos numeros de la segunda forma
XX+ acyy, que corresponde a la forma anterior xx+cyy,
multiplicados entre si, dan nuevamente un numero de la
segunda forma.

Asi que solo tenemos que investigar a cual forma
pertenece el producto si se multiplican dos nameros de la
primera forma, axx + cyy.

Entonces, multipliquemos estas dos expresiones del
primer tipo

(app +cqq)(arr +css),

y aqui es facil ver que su producto se puede representar asi
(apr +cgs)® +ac(ps—qr)?. Si ahora ponemos

apr+cgs=x y ps+qr=y,

entonces obtenemos esta expresion xx-+acyy, que es del
ultimo tipo; por lo tanto, dos nimeros del primer tipo
axx+cyy multiplicados entre si dan un numero del segundo
tipo. Esto se puede plantear de forma breve de la siguiente
manera. Indicamos los numeros del primer tipo con I, pero
los del segundo tipo con II; y entonces

[-1dall, I-ldal 11l dall

de donde también queda claro lo que debe resultar si se
multiplican varios de estos numeros entre si, como

[-1-1dal; 1-1-11 da1l; [1-1-11 da I;
I-11-11 da Il
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180.

Para explicar esto, sean a=2 y c¢=3, de los cuales
surgen estos dos tipos de nudmeros, el primero esta
contenido en la forma 2xx+ 3yy, pero el segundo en la
forma xx+ 6yy. Ahora los numeros del primero hasta 50
son los siguientes:

1) 2,3,5,8,11, 12, 14, 18, 20, 21, 27, 29, 30, 32, 35, 44,
45, 48, 50.

El segundo tipo contiene los siguientes nimeros hasta 50:

11)1,4,6,7,9, 10, 15, 16, 22, 24, 25, 28, 31, 33, 36, 40,
42, 49.

Multipliquemos ahora un nimero del primer tipo, p. €j.
35, por uno del segundo tipo, 31, entonces el producto es
1085, este numero ciertamente esta contenido en la forma
2xx + 3yy, 0 sea, se puede encontrar un nUmero para y que
convierta 1085—3yy en un doble cuadrado, es decir, 2xx;
esto sucede primero cuando y =3, entonces sera x = 23;
luego también cuando y=11, entonces serd x=19;
tercero, cuando y = 13, entonces serd x = 17, y finalmente,
cuarto, cuando y = 19, entonces sera x = 1.

Estos dos tipos de numeros pueden, a su vez, dividirse
en simples y compuestos, donde los compuestos son los que
constan de dos 0 mas nimeros mas pequefios de un tipo u
otro. Por lo tanto, los siguientes nimeros del primer tipo
seran simples: 2, 3, 5, 11, 29; pero estos serdn compuestos:
8, 12, 14, 18, 20, 21, 27, 30, 32, 35, 44, 45, 48, 50. Y del
segundo tipo los siguientes son simples: 1, 7, 31, los demas
todos son compuestos, es decir, 4, 6, 9, 10, 15, 16, 22, 24,
25, 28, 33, 36, 40, 42, 49.
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CAPITULO 12

DE LA TRANSFORMACION DE LA EXPRESION
axx + cyy EN CUADRADOS O POTENCIAS
SUPERIORES

181.

Ya hemos visto anteriormente que los nimeros de la
forma axx+cyy a menudo no se pueden convertir en
cuadrados; pero siempre y cuando sea posible, esta forma
se puede transformar en otra en la que a = 1. Por ejemplo,
la expresion 2pp—qq puede convertirse en un cuadrado,
pero también se puede representar en la forma
(2p+0q)*—2(p+q)? Si ahora se pone 2p+Qq=Xx Yy
p+q=Yy, entonces resulta la expresion xx—2yy, donde
a=1y c=-2. Tal transformacion siempre procede, cada
vez que sea posible convertir las expresiones en cuadrados.

Por lo tanto, si se debe convertir la expresion axx + cyy
en un cuadrado o en alguna otra potencia par superior,
podemos establecer a =1 sin duda, y considerar los otros
casos como imposibles.

182.

Entonces, sea dada esta expresion xx+cyy que debe
ser convertida en un cuadrado. Ya que la misma ahora
consta de estos factores

(x+ yv—c)(x— yv/=c),

los cuales tienen que ser cuadrados o cuadrados
multiplicados por el mismo nimero. Porque, si el producto
de dos numeros debe ser un cuadrado, como p. €j. pq,
entonces se requiere que p=rr y g =ss, es decir, que cada
factor sea un cuadrado en si mismo, o que p=mrr y
g=mss, es decir, que los factores sean cuadrados
multiplicados por el mismo ndmero; por lo tanto,
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planteamos X+ y+/—c=m(p+gv—c)?, luego sale

automaticamente X — y/—C = m(p—g+/—C)?, entonces
obtenemos

XX +cyy = mm( pp +cqq)?,

y asi se convierte en un cuadrado. Pero para determinar x
e y tenemos estas ecuaciones

X+ yx/—C = mpp + 2mpg~/—c —meaq

X — y~/~C = mpp — 2mpg/—¢ —megg,
donde obviamente la x tiene que ser igual a la parte
racional, pero y«/—c igual a la parte irracional; por lo

tanto, Xx=mpp-mcqq e  yv/—Cc=2mpgyJ/—C, O sea
y =2mpq.

Por lo tanto, si se ponen x=mpp—mcqq e y =2mpq,
entonces nuestra expresion xx+cyy Se convierte en un
cuadrado, es decir, en mm(pp+cqgq)?, cuya raiz es

mpp +mcqg.

183.

Si los dos nimeros x e y deben ser primos entre si,
es decir, no deben tener un divisor comun, entonces se tiene
que poner m=1. Si entonces xx+cyy debe ser un
cuadrado, solo se toma x=pp-cqq y Y=2pq, porque
entonces esta expresion es igual al cuadrado de pp +cqqg.
En lugar de poner x=pp--cqq, también se puede poner
X = cqq—pp, porque el cuadrado xx queda igual en ambos
casos. Estas son las formulas que ya hemos encontrado
anteriormente por razones completamente diferentes, lo
cual confirma la veracidad del metodo utilizado aqui.

Porque, segun el método anterior, si xx+cyy debe ser

un cuadrado, se pone laraiz = x+%, y se obtiene
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XX+ Cyy = xx+—22Xy+—p§;'y,

donde las xx se cancelan entre si, pero los otros términos
divididos entre vy, y multiplicados por qgq dan
cqqy = 2pgx+ppy, 0 sea  cqay —ppy = 2pgx; ahora se

divide entre 2pq y entre y, entonces serd  ==7_*. Ya

que x e Yy deben ser primos entre si, igual que p y q,
entonces x tiene que ser igual al numerador e y al
denominador, por lo tanto x=cqgq—pp e Yy=2pgq, como
antes.

184.

Esta resolucion funciona si el nimero ¢ es positivo o
negativo; pero si el mismo tiene factores, es decir, si la
expresion dada que deber ser un cuadrado es xx+acyy, ,
entonces no solo se tiene la solucion anterior, que da
X=acqgq—pp e y=2pq, sino también esta x =cqq—app
y Yy = 2pq; porque entonces también sera

XX + acyy = ccq* +2acppqq +aap* = (cqq +app)?,

lo cual también sucede si se toma x = app—cqqg, porque el
cuadrado xx sale igual en ambos casos.

Esta nueva solucion también se encuentra mediante el
método utilizado aqui. Se pone

x+yv-ac = (pVa+av—c)?, y
x—yv-ac = (pva —gv-c)?,

entonces resulta  xx+acyy =(app+cqq)?, 0 sea un
cuadrado; pero luego obtenemos

X+ y~/—ac = app + 2 pgv/—ac —cqq
X — y/—ac = app — 2 pgv/—ac —cqq

de lo cual resulta
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Xx=app-cqq e y=2pq.

Por lo tanto, si el nimero ac se puede descomponer de
varias maneras en dos factores, entonces también se pueden
dar varias soluciones.

185.

Queremos explicar esto mediante algunas expresiones
especificas, y en primer lugar consideremos esta expresion
XX+YYy, que debe convertirse en un cuadrado. Como aqui
ahora ac =1, tomamos x=pp—qq e Yy = 2pq, por lo tanto

XX+ Yyy = (pp+0q)>.

En segundo lugar, si esta expresion xx—yy debe
convertirse en un cuadrado, entonces ac =—1; por lo tanto,
tomamos

X=pp+qq e y=2pq,

entonces xx—yy = (pp—qq)?.

En tercer lugar, si esta expresion xx+2yy debe
convertirse en un cuadrado, donde ac=2, entonces
tomamos

X=pp-20q 0 X=2pp-qq e Yy=2pq,
y por lo tanto
XX+2yy =(pp+29g)* 0 xx+2yy=(2pp+qq)’.

En cuarto lugar, si esta expresion xx—2yy debe
convertirse en un cuadrado, donde ac=-2, entonces
tomamos

X=pp+2qq e y=2pq,
por lo tanto
XX —2yy = (pp—29q)*.

En quinto lugar, si esta expresion xx+6yy debe
convertirse en un cuadrado, donde ac=6,yasio a=1y
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c=6 0 a=2 Yy c=23;entonces podemos poner primero
Xx=pp—60q e y=2pg, entonces

XX +6yy = (pp+6q0)°.

Luego también se puede poner x=2pp—-3qgq e Yy =2pq,
entonces

XX +6Yyy = (2pp +3qq)?.
186.

Pero si se debe convertir esta expresién axx+cyy en
un cuadrado, ya se ha recordado que esto no podria hacerse
a menos que se conozca un caso en el que esta expresion
realmente se convierta en un cuadrado. Este caso conocido
sea pues x=f e y=g, de modo que aff+cgg=hh;
entonces nuestra expresion se puede transformar en otra de
este tipo tt+acuu poniendo

__afx+cgy _ogx—fy.

porque entonces

ggxx—2 fgxy+ ffyy
hh !

it = aaffxx+2acfgxy+ccggyy

hh Yy uu=

de lo cual resulta

aaffxx+ccggyy+acggxx+acffyy
hh

__axx(aff +cgg)+cyy(aff +cgg) .

- hh !

tt+acuu =

como ahora aff+cgg = hh, entonces sera
ft+acuu = axx+cyy;

y de esta manera la expresion dada axx-+cyy toma la
forma tt+acuu, que se puede convertir facilmente en un
cuadrado segun las reglas dadas aqui.



TRANSFORMAR axx +cyy EN POTENCIAS 291

187.

Ahora seguimos adelante y vemos la manera de poder
convertir esta expresion axx+cyy en un cubo, donde se
supone que x e y sean primos entre si. Para ello las reglas
anteriores no son suficientes en absoluto; pero el método
aqui presentado se puede aplicar con el mayor éxito; cabe
sefialar particularmente que esta expresion siempre se
puede convertir en un cubo, los nimeros a y c sean los
que sean; lo cual no se daba con los cuadrados, a menos que
ya se conociera un caso; lo que también es cierto para todos
las demas potencias pares; con las impares, sin embargo,
como la tercera, quinta, séptima, etc. potencia, la resolucion
siempre es posible.

188.

Si entonces esta expresion axx+ cyy se debe convertir
en un cubo, planteamos de manera similar a la anterior

xva+yJ-c=(pVa+a-c)® y
xva-yv-c = (pva-av-c)’

entonces su producto es axx-+cyy = (app+cqq)®, y asi

nuestra expresion se convierte en un cubo; solo depende de
si aqui también se pueden encontrar valores racionales para
X e Y, lo cual afortunadamente se logra; porque si
calculamos realmente los cubos planteados, entonces
obtenemos estas dos ecuaciones

xv/a + yv/—c = ap*v/a +3appgv/—c —3cpagv/a —cg®y/—,

y
x/a —y+/~c =ap*/a — 3appa/—c ~3cpaa + gy,
de las cuales obviamente salen

x=ap®-3cpqq e y=3appgq-cq’.
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Por ejemplo, buscamos dos cuadrados xx e yy, cuya
suma xx+yy dé un cubo; como aqui a=1 y c=1,
obtenemos

x=p’-3pgq e y=3ppq-q’,

y luego xx+yy=(pp+qq)’. Sean ahora p=2 y gq=1,
entonces seran x=2 y y=11; de esto xx+yy =125="53,

189.

Queremos considerar esta expresion  xx+ 3yy, que
debe convertirse en un cubo; como aqui ahora a=1 vy
¢ = 3, entonces sera

x=p*-9pqq e y=3ppq—3c°

y luego  xx+3yy=(pp+3qq)®.Como esta expresion

ocurre a menudo, queremos poner aqui los casos mas
faciles.

X y XX+ 3yy

8| 0 64 = 4°
10| 9 343=T7
35| 18 | 2197 =13°
24 | 1728 =12°

80 | 72 | 21952 = 28°

81 | 30 | 9261 =121°
154 | 45 | 29791 = 31°

NWEFE WEDNPR|T
WNWEFEDNPEFE RO
o

190.

Si no se hubiera impuesto la condicion de que los dos
numeros x e y deberian ser primos entre si, la pregunta
no tendria ninguna dificultad: porque, si axx-+cyy debe ser
un cubo, se plantea x=tz e y=uz entonces nuestra
expresion se convierte en attzz + cuuzz, que se iguala al
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3 . .
cubo 2—3 , de lo cual encontramos inmediatamente
V

z =Vv3(att +cuu); en consecuencia, los valores buscados
para X e y son:

x=tv¥(att+cuu) e y=uvi(att+cuu),

que ademas del cubo v¥ también tienen att+cuu como
comun divisor. Esta solucién da de inmediato

axx +cyy = vé(att +cuu)?(att + cuu) = vé(att + cuu)?,

que obviamente es el cubo de v?(att +cuu).

191.

El método utilizado aqui es mucho mas notable porque
hemos encontrado tales soluciones, para las cuales
solamente se requerian numeros racionales e incluso
enteros, con la ayuda de formulas irracionales e incluso
imaginarias. Pero es aun mas notable que en aquellos casos
en los que la irracionalidad desaparece, nuestro método ya
no procede. Porque, si p. j. xx+cyy debe ser un cubo, se
puede concluir con certeza que sus dos factores
irracionales, es decir, Xx+yv—c y Xx—y+/—-c, tienen que
ser cubos; porque los mismos son primos entre si, dado que
los nimeros x e y no tienen divisor comun. Pero si la
irracionalidad v—c desapareciera, como cuando, p. €j.,
c=-1, esta razén ya no procederia, porque entonces los
dos factores x+y y x—Yy de hecho podrian tener divisores
comunes, aunque X € y no los tengan, p. ej. si ambos
fueran nimeros impares.

Por lo tanto, si xx—yy debe ser un cubo, entonces no
es necesario que tanto x+y como x-y sean cubos en si
mismos, sino que se podria plantear Xx+y=2p® vy
Xx—Yy=4q° porque entonces, xx—Yyy sin duda seria un
cubo, o sea 8p3g°, cuya raiz cubica es 2pg; pero entonces
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x=p3+29° e y=p*-2g®. Por otro lado, si la
expresion axx+cyy no puede ser descompuesta en dos

factores racionales, tampoco proceden otras soluciones que
las que se dan aqui.

192.

Queremos explicar lo tratado con algunas preguntas
curiosas.

I. Pregunta. Se pide un cuadrado xx en numeros
enteros que dé un cubo si se le suma 4; talesson 4 y 121,
pero si se pueden dar mas de los mismos, esta es la pregunta
aqui.

Como 4 es un cuadrado, primero se buscan los casos
en los que xx+yy se convierte en un cubo, lo que sucede,
como se ve de lo anterior, si x=p*-3pgq e y=3ppq-0°;
yaque yy =4 aqui, entonces y = + 2, en consecuencia tiene
que ser 3ppg—-g*=+2 o 3ppq-—qg®=-2; en el primer
caso q(3pp—qq) =2, por lo tanto g es un divisor de 2.
Entonces, primero sea q=1, luego 3pp—1=2, por lo
tanto p=1vy asi x=2 y xx=4.

Si se pone =2, entonces 6pp—8==2; si se aplica
el signo +, entonces 6pp=10 y pp :%; por lo cual el

valor de p se volveria irracional y, por lo tanto, no procede
aqui; pero si se aplica el signo —, entonces 6pp=6 y p=1,
poreso X = 11. No hay mas casos, por lo que solo se pueden
dar dos cuadrados, 4 y 121, que se convierten en cubos si
se les suma 4.

193.

Il. Pregunta. Se piden tales cuadrados en numeros
enteros que se conviertan en cubos si se les suma 2, como
ocurre con el cuadrado 25; aqui se pregunta si hay mas de
los mismos.

Dado que xx+2 debe seruncuboy 2 es un doble
cuadrado, primero se buscan los casos en los que la
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expresion xx-+2yy se convierte en un cubo, lo cual se da,
segun el articulo 188 anterior, donde a=1 y c=2, si
x=p’-6paq e y=3ppg-2¢° ya que aqui y=*1,
entonces tiene que ser 3ppq-2q9°*=q(3pp-2qq)=+1, y
por lo tanto q tiene que ser un divisor de 1; por eso sea
qg=1, asi 3pp—-2==1; si se aplica el signo superior,
entonces 3pp=3 y p=1, porlotanto x =5; pero el signo
inferior da un valor irracional para p, que no cabe aqui; esto
implica que solo el cuadrado 25 tiene la propiedad
requerida en nimeros enteros.

194.

I11. Pregunta. Se piden tales cuadrados quintuples que,
se conviertan en cubos si se les suma 7, es decir, que
5xx+ 7 sea un cubo.

Primero se buscan aquellos casos donde la expresion
5xx+7yy se convierte en un cubo, lo cual se da, segun el
articulo 188 anterior, donde a=5 y c¢=7, si
x=5p®-21pgq e y=15ppg-7q?® ya que aqui debe ser
y = £1, entonces

15ppg - 7¢° = q(15pp - 7qq) = £ 1,

por lo tanto q tiene que ser un divisor de 1, asi q=1; por
eso serd 15pp-7=+1, donde ambos casos dan algo
irracional para p, de lo cual todavia no se puede concluir
que esta pregunta sea imposible, porque p y g podrian ser
fracciones de tal naturaleza que y =1, pero que X sea un

nuimero entero. Esto sucede realmente, si p :% y q :%,

porque entonces seran y=1 y Xx=2. Pero esto no es
posible con otras fracciones.

195.

IV. Pregunta. Se buscan tales cuadrados dobles que,

resulten cubos si se les resta 5; es decir, 2xx—5 debe ser un
cubo.
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Primero se buscan aquellos casos donde la expresion
2XX—D5yy se convierte en un cubo, lo cual se da, segun el
articulo 188 anterior, donde a=2 y c¢=-5, si
x=2p®+15pqq e y=6ppq+5qg°. Pero aqui tiene que ser
y= %1, y entonces

6ppa+5q° = a(6pp +50q9) = £ 1,
lo cual no se puede cumplir en nimeros enteros, ni siquiera
en fracciones; este caso es muy notable, porque, por otro
lado, si hay una solucion, que es x =4, porque entonces
resulta 2xx—5 =27, que es el cubo de 3; y es de la mayor
importancia investigar la razon de esto.

196.

Entonces, es posible que 2xx—5yy pueda ser un cubo
cuya raiz incluso tenga esta forma 2pp —5qq, lo que sucede
si x=4,y=1y p=2,q=1,yasi tenemos un caso donde
2xx—5yy = (2pp-5qq)®, aunque los dos factores de

2xx—5yy, 0sea X+/2+ Y5 y x4/2—y+/5, no sean cubos,
porque segun este método los mismos deberian ser los

cubos de pv2+qv5 y pv2—qv/5; pero en nuestro caso
xv2 + Y6 =42 +/5, por otro lado, (pv/2+g+/B)° =

(2\/§+\/§)3 = 4642 + 2945, que de ninguna manera es
igual a 4+/2 +/5.

Pero hay que notar que la expresion rr—10ss puede
convertirseen 1 o —1 en un namero infinito de casos; por
ejemplo,si r=3 y s=1,ademassi r=19 y s=6; yesta
expresion multiplicada por 2pp-5qqg, da de nuevo un
namero de la Gltima forma.

Entonces, sea ff—10gg=1, y en lugar de poner
2xx—5yy = (2pp—5qq)?, ahora podemos plantear también
de una manera mas general

2xx—5yy = (ff —10gg)(2pp —5q0)°,
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y tomando sus factores obtenemos

xv2 £ yV/5 = (f £ g10)(pv2 £ g/5)%.

Ahora,
(P2 £qv/5)* = (2p* +15paa)/2 £ (6 ppq +5¢°)5,

lo cual abreviamos escribiendo A\/§+ B\/g; esto multi-
plicado por f +gJ1_O da

Af /2 + Bf 6+ 2Ag+/5 +5Bg+/2,
que tiene que ser igual a x~/2 + y«/5, de lo cual resultan
x=Af +5Bg e y=Bf+2Ag;

como ahora tiene que ser y==1, no es inevitablemente
necesario que 6ppq+5¢® =1, sino que es suficiente que
solo la expresion Bf+ 2Ag, es decir,

f (6ppg+59°) +29(2p* +15pqq),

seaiguala =1, donde f y g pueden tener muchos valores.
Por ejemplo, sean f=3 y g=1, entonces la expresion
18ppg +15g° +4p®+30pqq tiene que ser igual a +1, es

decir, tiene que ser 4p® +18ppq+30pqgq+15qg° = £1.

197.

Esta dificultad para sacar a la luz todos estos casos
posibles solo se encuentra si el nUmero ¢ en la expresion
axx+cyy es negativo, porque entonces esta expresion
axx+cyy, 0 esta xx+ acyy, que tiene vinculos precisos con
ella, puede convertirse en 1, pero esto nunca puede suceder
Si € €S un numero positivo, porque axx+cyy 0 XX+ acyy
siempre dan nimeros mas grandes, cuanto mas grandes se
toman x e y. Por lo tanto, el método que se presenta aqui
solo puede usarse con éxito en los casos en que los dos
nimeros a y € sean positivos.
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198.

Entonces pasamos a la cuarta potencia y notamos ante
todo que si la expresion axx+cyy debe convertirse en un
bicuadrado, el nimero a tendria que ser a=1; porque si
el mismo no fuera un cuadrado, entonces o no seria posible
convertir esta expresion en un cuadrado, o, si fuera posible,
entonces también podria transformarse en la forma
tt+acuu. Por eso limitamos la pregunta a esta Ultima forma,
que coincide con la expresion anterior, xx+cyy, si a=1.
Ahora se trata de ver cual tiene que ser la naturaleza de los
valores de x e y para que la expresion xx+cyy se
convierta en un bicuadrado. Ya que la misma ahora consta
de estos dos factores (x+y«/—c)(x—y~/—c), entonces

cada uno también tiene que ser un bicuadrado del mismo
tipo y, por lo tanto, se tiene que plantear

x+yd=c=(p+av-c)' y x-yJ—c=(p-av-c)’,

por lo cual nuestra expresion se vuelve igual a este
bicuadrado (pp+cqq)*, pero las letras mismas x e y se

determinan facilmente desarrollando esta expresion como
sigue:

X+ y~/—C = p* +4p°gy/—c —6cppag — 4cpg®/—c + ceq’,
X—y«J—C = p* - 4p*g/—c —6cppag + 4cpa’ /¢ +ceg’,
en consecuencia
X = p*—6cppgg+ccg* e y=4p3q—4cpg’.
199.

Por lo tanto, si xx+yy debe ser un bicuadrado,
entonces, porque aqui ¢ = 1, tenemos estos valores

x=p*-6ppgq+q* e y=4p’gq-4pq’
y luego xx+yy=(pp+0qq)*.
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Ponemos, p. ej., p=2 y q=1, entonces obtenemos
x=7 e y=24; estoda xx+yy=625=5"

Si ademas tomamos p=3 Yy (=2, entonces
obtenemos x =119 e y=120; lo cual da xx+yy = 13"

200.

Con todas las potencias pares en las que se debe
convertir la expresién axx+cyy, también es inevitable-
mente necesario que esta expresion se pueda convertir en
un cuadrado, para lo cual basta con que se conozca un solo
caso en el que esto suceda; y luego, como hemos visto
anteriormente, esta expresion se puede transformar en esta
forma tt+acuu, donde el primer término solo se multiplica
por 1,y por lo tanto se puede considerar como contenido
en esta forma xx+cyy, que luego, de una manera similar,
puede convertirse tanto en una sexta potencia como
cualquier otra potencia par alin mayor.

201.

Sin embargo, en el caso de las potencias impares, esta
condicion no es necesaria; para todo tipo de nimeros a y
c, la expresion axx+cyy siempre se podra convertir en
cualquier potencia impar. Porque si p. ej. se pide la quinta
potencia, solo se necesita poner

xva+yv=c=(pva+qyv-c) y
x/a -y = (pva-av-c)’,
ya que entonces obviamente sera
axx +cyy = (app +cqq)°.
Como ahora la quinta potencia de  pv/a+gv—c es
aap®~/a +5aap“g/—c —10acp3qq~/a —10acppoy/—c
+5cepgtva + ccq5\/z,
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inmediatamente se deduce
x = aap® —10acp®qq +5ccpg® e
y =5aap*q-10acppg?® + ccg®.

Por lo tanto, si se pide que una suma de dos cuadrados
XX+Yy sea una quinta potencia, entonces serdn a=1 y
¢ = 1; en consecuencia

x=p°-10p°qq+5pq* e y=>5p*q-10ppqg®+q°.

Siahorasetoman p=2 y =1, entonces seran x=38 e
y =41, ademas:

XX+ yy =3125="5°

CAPITULO 13

DE ALGUNAS EXPRESIONES DE LA FORMA
ax* + by*, QUE NO SE PUEDEN CONVERTIR EN UN
CUADRADO

202.

Se han hecho grandes esfuerzos por encontrar dos
bicuadrados cuya suma o diferencia sea un numero
cuadrado; pero todos los esfuerzos fueron en vano, y
finalmente se encontrd una demostracion de que ni esta
expresion x*+y* niesta x*—y* jamas podran conver-
tirse en un cuadrado, excepto en dos casos; en el primero es
0 x=0, o y=0,peroenelotroeso y=0, 0 y=X; en
estos casos el asunto salta claramente a la vista. Pero es
mucho mas notable que en todos los demas casos la cosa es
imposible, porque si solo se trata de cuadrados sencillos,
hay un nimero infinito de soluciones.
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203.

Para presentar adecuadamente esta demostracion, hay
que notar ante todo que los dos nUmeros x e y pueden
considerarse primos entre si; porque si tendrian un comdn
divisor como p. ej. d, de modo que se podria poner x =dp
e y=dq, nuestras expresiones serian d*p*+d‘g* vy
d*p*—d*q*, las cuales, si fueran cuadrados, también

tendrian que permanecer siendo cuadrados, si se dividen
entre el cuadrado d*, de modo que estas expresiones
p*+qg* y p*—q* también serian cuadrados, donde los
nimeros p y q Ya no tienen comun divisor. Por lo tanto,
es suficiente demostrar que estas expresiones, donde x e y
son primos entre si, no pueden convertirse en cuadrados, y
entonces la demostracion se extiende autométicamente a
todos los casos, donde x e y tienen divisores comunes.

204.

Por lo tanto, queremos comenzar con la suma de dos
bicuadrados, es decir, con la expresion x*+y*, y donde
podemos considerar X € y ndmeros primos entre si. Para
demostrar que x*+y* no puede ser un cuadrado, excepto

en los casos indicados arriba, la demostracion se realiza de
la siguiente manera.

Si alguien quisiera negar el teorema, tendria que
afirmar que hay valores para x e y que convierten x* + y*

en un cuadrado, los valores tendran que ser grandes, porque
en los pequenos ciertamente no existen.

Pero se puede demostrar claramente que si hubieran
tales valores para x e y incluso en los numeros mas
grandes, de ellos podrian deducirse también tales valores en
nimeros mas pequefios, y de estos, ademas valores ain mas
pequefios, etc. Pero ahora no hay valores en ndmeros
pequefios, aparte de los dos indicados, pero los cuales no
conducen a otros, entonces se puede concluir con certeza
que tampoco existen tales valores para x e y en ndmeros
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grandes, incluso ni en los més grandes,. Y de la misma
forma se demuestra el teorema de la diferencia entre dos
bicuadrados x*—y*, como mostraremos a continuacion.

205.

Para demostrar primero que x*+y* no puede ser un
cuadrado excepto en los dos casos que son claros por si
mismos, hay que tomar bien cuenta las siguientes
consideraciones

I. Supongamos que los nimeros x e y son primos entre
si, 0 sea que no tienen divisor comun; por lo tanto, o
ambos son impares, 0 uno es par y el otro es impar.

I1. Pero ambos no pueden ser impares a la vez, porque la
suma de dos cuadrados impares nunca puede ser un
cuadrado: porque un cuadrado impar siempre esta
contenido en la forma 4n+1, por lo que la suma de
dos cuadrados impares tendria la forma 4n+2 que se
puede dividir entre 2, pero no entre 4, y entonces no
puede ser un cuadrado. Ahora, esto también se aplica

a dos bicuadrados impares.

I1l. En consecuencia, si x*+y* fuera un cuadrado, en-
tonces uno tendria que ser par, pero el otro impar. Pero
hemos visto anteriormente que si se supone que la
suma de dos cuadrados es un cuadrado, la raiz de uno
se expresa por pp-—qq, pero la otra por 2pq; lo cual
implica que tendrian que ser xx=pp—qq e yy = 2pq
y asi seria x*+y* =(pp+qq)>

IV. Entonces aqui y seria par, pero x seria impar; dado
que xx=pp-—qq, uno de los nimeros p y g también
tiene que ser par, pero el otro impar. El primero p, sin
embargo, no puede ser par, porque de lo contrario
pp—qq, siendo un nimero de la forma 4n-1 o
4n+3, nunca puede convertirse en un cuadrado.
Consecuentemente, p tendria que ser impar pero (
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VI.

VII.

VIII.

par, donde se sobreentiende que tienen que ser primos
entre si.

Ahora, pp—qg es un cuadrado, ya que es igual a xx,
esto sucede, como vimos anteriormente, cuando
p=rr+ss 'y (=2rs. porque entonces sera
xx = (rr —ss)?, y por lo tanto x = rr—ss.

Pero yy también tiene que ser un cuadrado; dado que
ahora tenemos yy=2pg, entonces ahora sera
yy = 4rs(rr+ss); esta expresion tiene que ser un
cuadrado, en consecuencia, rs(rr+ss) también tiene
que ser un cuadrado, donde r y s son numeros
primos entre si, de modo que los tres factores aqui
presentes, r, s y rr+ss, no pueden tener un divisor
comun.

Ahora, si un producto de varios factores que son
primos entre si debe ser un cuadrado, entonces cada
factor mismo tiene que ser un cuadrado, por lo que
ponemos r=tt y s=uu: entonces también t*+u*
tiene que ser un cuadrado. Por lo tanto, si x*+y*
fuera un cuadrado, entonces t*+u®, que también es
una suma de dos bicuadrados, seria un cuadrado. Aqui
hay que tener en cuenta que, como xx = (t*—u*)? vy

yy = 4ttuu(t* +u?), los nimeros t y u serian eviden-

temente mucho méas pequefios que x e y, porque x e
y estan determinados por las cuartas potencias de t y
u vy, por lo tanto, indudablemente tienen que ser
mucho mayores.

Si entonces existieran dos bicuadrados como x* e y*,
incluso entre los nimeros mas grandes, cuya suma
fuera un cuadrado, luego se podria derivar una suma
de dos bicuadrados mucho mas pequefios que también
seria un cuadrado. Y de éstos podria deducirse de
nuevo una suma menor del mismo tipo, y asi
sucesivamente, hasta que finalmente se llegaria a
nimeros muy pequefios; pero como no es posible tal
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suma en nameros pequefios, esto implica obviamente
que tal suma tampoco existira en los nUmeros mas
grandes.

. Se podria objetar aqui que realmente hay nimeros tan

pequefios como se sefialo al principio, donde uno de
los bicuadrados se vuelve cero; pero ciertamente este
caso no se da si se retrocede de esta manera de los
nimeros méas grandes a los mas pequefios. Porque si
para la suma pequefia t*+u* fuerao t=0 o u=0,
entonces también para la suma mayor seria
necesariamente yy = 0, caso que no se considera aqui.

206.

Ahora vemos el segundo teorema principal, que dice

que la diferencia de dos bicuadrados como x*-y* nunca
podré ser un cuadrado, excepto en los casos y=0 e y=X;

para

su demostracién, hay que tomar en cuenta los

siguientes puntos.

Los nimeros x e y tienen que considerarse primos
entre si y, por lo tanto, ambos son impares 0 uno es
par y el otro es impar. Dado que en ambos casos la
diferencia de dos cuadrados puede ser de nuevo un
cuadrado, hay que tratar estos dos casos por separado.

. Asi que primero los dos nimeros x e y sean impares,

y ponemos Xx=p+Qq € Yy=p-—0; uno de estos
nameros p y q tiene que ser necesariamente impar
y el otro par. Ahora xx—yy=4pgq Yy XX+yy=
2pp+2qq, por lo tanto, nuestra expresion sera
x* —y*=4pq(2pp +2qq), que debe ser un cuadrado,
y asi igualmente también la cuarta parte

pa(2pp +2qq) = 2pq(pp+4qq), cuyos factores son
primos entre si; en consecuencia, cada uno de estos
factores 2p,q y pp-+qQ tiene que ser un cuadrado
en si mismo, porque un namero, p, es par, pero el
otro, g, es impar. Por lo tanto, para representar los dos
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primeros como cuadrados, ponemos 2p=4rr 0
p=2rr, y g=ss, donde s tiene que ser impar;
entonces el tercer factor 4r*+s* también tendra que
ser un cuadrado.

I1l. Como s*+4r* es una suma de dos cuadrados, de los
cuales s* es impar, pero 4r* es par, ponemos la raiz
del primero ss =tt—uu, donde t esimpary u es par;
y ponemos la raiz del Gltimo 2rr=2tu o rr=tu,
donde t y u son primos entre si.

IV. Como tu=rr tiene que ser un cuadrado, entonces
tanto t como u tienen que ser cuadrados; por eso
ponemos t=mm y u=nn,donde m esimpary n
es par, entonces ss =m*—n*, asi que nuevamente una
diferencia de dos bicuadrados, es decir, m*—n*
tendria que ser un cuadrado. Sin embargo, esta claro
que estos numeros serian mucho mas pequefios que
X ey, porque r y s son obviamente mas pequefios
que x e y, yademas, m y n son mas pequefios que r
y s; entonces, si el asunto fuera posible en los
ndmeros mas grandes y x*-y* fuera un cuadrado,
entonces lo mismo seria posible también en numeros
mucho mas pequefios, y asi sucesivamente hasta que
finalmente se llegaria a los nimeros mas pequefios
donde la cosa es posible.

V. Pero los nUmeros mas pequefios, con los cuales esto
es posible, se dan si un bicuadrado es igual a 0 o igual
al otro: en el primer caso tendria que ser n=0, por lo
tanto u=0,ademas r=0y p=0 y x*-y*=0,0
x* = y*; pero aqui no se trata de tal caso. Pero si fuera
n=m, entonces t=u, ademas s=0, q=0 vy
finalmente también x =Yy, cuyo caso no se da aqui.

207.

Se podria objetar aqui que dado que m es impary n
es par, la ultima diferencia ya no es similar a la primera, por
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lo que de esto no se puede sacar la conclusion sobre
nimeros mas pequefios. Pero basta con que se pueda llegar
de la primera diferencia a la otra, y ahora demostraremos
que x*—y* tampoco puede ser un cuadrado, si un bicua-
drado es par y el otro es impar.

I. Si el primer bicuadrado x* fuera pare y* impar, la
cosa misma no seria posible porque saldria un nimero
de laforma 4n+3 que no puede ser un cuadrado. Sea
entonces x impar e y par, por lo tanto tiene que ser

XX=pp+qg e y=2pq [yy=2pq], entonces
x'—y*=p*-2ppaq+q* =(pp—0qa)*,

donde de p y q una tiene que ser par pero la otra
tiene que ser impar.

Il. Como ahora pp-+qg=xx tiene que ser un cuadrado,
entonces p=rr—ss y (=2rs; consecuentemente
X = rr+ss. Pero de esto obtenemos

yy =2(rr—ss)-2rs 0 yy =4rs(rr —ss),

que tiene que ser un cuadrado, y por lo tanto también

la cuarta parte rs(rr—ss), cuyos factores son primos
entre si.

I1l. Por eso se pone r=tt y s=uu, entonces el tercer
factor serd rr—ss=t*—u®, que también tiene que ser
un cuadrado. Dado que ahora también es una
diferencia de dos bicuadrados, los cuales son mucho
mas pequefios que los primeros, asi la demostracion
anterior obtiene toda su fuerza, de modo que si la
diferencia de dos bicuadrados fuera un cuadrado,
incluso en los nimeros mas grandes, de ellos se
encontrarian tales diferencias cada vez mas pequefias,
pero sin llegar a los dos casos obvios: por lo tanto,
incluso en los nimeros mas grandes, esto ciertamente
no es posible.
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208.

La primera parte de esta demostracion, en la que los
nimeros X e y se toman impares, se puede abreviar de la
siguiente manera. Si x*—y* fuera un cuadrado, entonces
tendria que ser xx=pp+qQg e Yyy=pp-qq, donde de las
letras p y g una seria par, y la otra seria impar; pero
entonces xxyy = p*—q*, en consecuencia p*—q* también
tendria que ser un cuadrado, que es una diferencia de dos
bicuadrados, de los cuales uno es par, pero el otro es impar.
Ahora, que esto es imposible se ha expuesto en la segunda
parte de la demostracion.

209.

De modo que hemos demostrado estos dos teoremas
principales que dicen que ni la suma ni la diferencia de dos
bicuadrados jamas pueden ser numeros cuadrados, excepto
en algunos pocos casos obvios.

Si entonces otras expresiones que se deben convertir
en cuadrados son de tal naturaleza que implican que una
suma o una diferencia de dos bicuadrados también tendria
que ser un cuadrado, entonces estas expresiones tampoco
son posibles. Esto ahora sucede con las siguientes
expresiones, que queremos exponer aqui.

I. No es posible que esta expresion x*+4y* se convierta
en un cuadrado: porque como esta expresién es una
suma de dos cuadrados, entonces tendrian que ser
XX=pp-0dq y 2yy=2pq 0 yy=pg; yaque ahora p
y g son primos entre si, entonces cada una tendria
que ser un cuadrado. Si ahorase pone p=rr y ¢ =ss,
entonces xx =r*—s*; por lo tanto una diferencia de
dos bicuadrados tendria que ser un cuadrado, lo cual
no es posible.

I1. Tampoco es posible que esta expresion x*—4y* se
convierta en un cuadrado: porque entonces tendrian
que ser xXx=pp+qq Yy 2yy=2pq, porque luego
resultaria x* —4y* =(pp—qq)?; dado que Yy =pq,
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entonces p y q tendrian que ser cada una un
cuadrado; si ahora se pone p=rr y =SS, entonces
xx=r*+s" en consecuencia, una suma de dos
bicuadrados tendria que ser un cuadrado, lo que no es
posible.

Tampoco es posible que esta expresion 4x*—y* se
convierta en un cuadrado, porque entonces Y nece-
sariamente tendria que ser un nimero par. Si se pone
y =2z, entonces 4x*-16z" y consecuentemente
también la cuarta parte x*—4z* tendria que ser un
cuadrado, lo cual es imposible segln el caso anterior.

. Tampoco es posible que esta expresion 2x*+2y* se

convierta en un cuadrado; porque entonces, dado que
ella tendria que ser par y entonces seria
2x*+2y* =4zz, luego seria x*+y*=2zz, y por lo
tanto

277 + 2xXyy = X* + 2xxyy +y*
seria un cuadrado. De la misma manera seria
277 — 2XXyy = X* — 2xxyy +y*
que también es un cuadrado. Ya que tanto
277+ 2XXyy COMO 27z — 2XXyy

serian cuadrados, entonces también su producto
47* —4x*y*, y por lo tanto también la cuarta parte,
tendrian que ser cuadrados. Pero esta cuarta parte es
*—x%* 'y por lo tanto una diferencia de dos
bicuadrados, lo cual no es posible.

Finalmente, esta expresion 2x*—2y* tampoco puede
ser un cuadrado. Porque los nimeros x e y no son
pares a la vez, porque si no, tendrian un divisor
comun; y tampoco ninguno es par y el otro impar,
porque de lo contrario una parte seria divisible entre
4, pero la otra solo entre 2, y por lo tanto también la
expresion misma seria divisible solo entre 2; entonces
ambos tienen que ser impares. Si ahora se pone
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X=p+Qq e y=p-q, entonces uno de los nimeros
P Yy Qg es par, el otro es impar, y dado que
2x* — 2y* = 2(xx +yy) (xx —yy), obtenemos Xx+Yyy =
2pp+2q9=2(pp+qg) Yy xx—yy=4pqg. Entonces
nuestra expresion sera 16pg(pp+qq) la cual tendria
que ser un cuadrado, al igual que su decimosexta
parte, es decir, pg(pp +qq). Dado que los factores son
primos entre si, cada uno de ellos tendria que ser un
cuadrado. Si ahora se pone p=rr y g=ss para los
dos primeros, entonces el tercero se convierte en
r‘+s*, que también tendria que ser un cuadrado: pero
esto no es posible.

210.
De la misma forma también se puede demostrar que

esta expresion x*+2y* no puede ser un cuadrado, cuya
demostracidn consiste en los siguientes pasos.

Primero, x no puede ser par, porque entonces Y
tendria que ser impar, y la expresién solo podria
dividirse entre 2 pero no entre 4: por eso x tiene que
ser impar.

. Entonces ponemos la raiz cuadrada de nuestra

expresion = xx+2%yy, para que la misma sea impar;

luego

4
4+4pxxyy + 4ppy

X*+2y* =x ,
q qq

donde las x* se cancelan entre si, pero los términos
restantes, divididos entre yy, y multiplicados por qq,
dan

4paxx+4ppyy =2qqyy, 0 4paxx =2qqyy —4ppyy,

esto se convierte en X—y; = mz_—rilm’; de lo cual se deduce

XX =00q—2pp e yy=2pq,
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que son justamente las formulas que ya hemos dado
anteriormente.

[1l. Entonces qg-—2pp tendria que ser un cuadrado
nuevamente, lo que no puede suceder de otra manera
que si q=rr+2ss y p=2rs, porque entonces seria
xx = (rr—2ss)?; ademas, seria  4rs(rr+2ss) = yy,
por lo que la cuarta parte rs(rr +2ss) también tendria
que ser un cuadrado y, en consecuencia, r y s cada
una por separado. Si ahorase pone r=tt y s=uu, el
tercer factor se convierte en rr+2ss=t*+2u*, que
también tendria que ser un cuadrado.

IV. Por lo tanto, si x*+2y* fuera un cuadrado, entonces
t*+2u* también seria un cuadrado, donde los nimeros
t y u serian mucho méas pequefios que x e y;y de
esta manera siempre se pueden obtener nimeros mas
pequefios. Dado que esta expresion no puede ser un
cuadrado en numeros pequefios, como es facil de
comprobar, tampoco puede ser un cuadrado en los
nimeros mas grandes.

211.

Pero con respecto a esta expresion x*—2y*, no se
puede demostrar que la misma no pueda convertirse en un
cuadrado, v si el calculo se realiza de manera similar, se
puede encontrar hasta un namero infinito de casos en que
realmente se convierta en un cuadrado.

Entonces, si  x*—2y* debe ser un cuadrado, se ha
demostrado arriba que serd xx=pp+2qq e Yyy=2pq,
porque entonces se obtiene x*—2y* = (pp-29gqg)?. Como
ahora pp-+2gq también tiene que ser un cuadrado, esto
sucede si p=rr—2ss y (=2rs; porque entonces sera
xx = (rr+2ss)®. Pero aqui puede observarse que esto
también sucederia si se ponen p=2ss—rr y q=2rs; por
lo tanto, aqui tienen que considerarse dos casos.
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Primerosea p=rr—2ss y q=2rs, luego x = rr + 2ss;
y como yy=2pq, ahora sera Yyy=4rs(rr—2ss); y
entonces r y s tienen que ser cuadrados. Por lo tanto,
ponemos r=tt y s=uu, asi yy=A4ttuu(t*-2u*);
entonces

y=2tu\t*—2u* y x=t*+2u;

por lo tanto, si t*—2u* es un cuadrado, entonces
x*—2y* también se convierte en un cuadrado; pero
aunque t y u sean nimeros mas pequefios que X e
y, no se puede concluir, como antes, que x*—2y* no
puede ser un cuadrado por llegar a una expresion
similar en nimeros mas pequefios; porque x*—2y*
puede ser un cuadrado sin llegar a esta expresion
t*—2u*, ya que esto se puede hacer de otra manera, es
decir, en el otro caso que todavia tenemos que
considerar.

. Sean p=2ss—rr y (=2rs, entonces sera como

antes, x = rr+2ss, sin embargo, para y Sse obtiene
yy = 2pq = 4rs(2ss—rr). Si ahora se pone r=tt y
S = uu, entonces resulta

yy =4ttuu(2u® —t*), por lo tanto
y=2tuy2u*—t* y x=t*+2u*

de lo cual es evidente que nuestra expresion x*—2y*
también puede convertirse en un cuadrado si 2u*—t*
se convierte en un cuadrado. Pero esto ocurre
obviamentesi t=1 y u=1;y por lo tanto obtenemos
x=3 e y=2, con los que nuestra expresion x*—2y*
se convierte en 81—2-16 =49.

También hemos visto anteriormente que 2u®-t* se
convierte en un cuadrado si u=13 y t=1, porque

entonces «/2u* —t* =239. Si ahora ponemos estos
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valores para t y u, obtenemos un nuevo caso para
nuestra expresion, es decir,

x=1+2-13" =57123 e y=2-13-239=6214.

IV. Pero tan pronto como se encuentren valores para x e
y, se pueden escribir para t y u en las formulas no. 1.,
ya que entonces se obtendran nuevos valores para X

ey.
Dado que ahora hemos encontrado x=3 e y=2,
pongamos t=3 y u=2 en las formulas dadas en el no. I.;

ya que entonces +/t*—2u* =7, obtenemos los siguientes
valores nuevos

Xx=81+2-16=113 e y=2-3-2.7=84.

De esto obtenemos xx = 12769 y x* = 163047361; ademas
yy=7056 e y*=49787136, por lo tanto x*'-2y*=
63473089, cuya raiz cuadrada es 7967, que también
concuerda completamente con pp-2qq, planteada al
principio. Porque como t=3 y u=2, entonces r=9 y
s=4, por lo tanto p=81-32=49 y =72, de donde
pp —2qq = 2401 - 10368 = — 7967.

CAPITULO 14

RESOLUCION DE ALGUNAS PREGUNTAS, QUE
PERTENECEN A ESTA PARTE DE LA ANALITICA

212.

Hasta ahora hemos explicado los métodos que se usan
en esta parte de la analitica y que son necesarios para
resolver todas aquellas tareas del tema presente; por lo
tanto, para darle mas luz a esto, queremos presentar aqui
algunas preguntas de esta indole y agregar las resoluciones
de ellas.



PREGUNTAS DE ESTA PARTE DE LA ANALITICA 313

213.

I. Pregunta. Busquese un numero tal que, si se le suma
0 resta 1, salga un cuadrado en ambos casos.

Si ponemos el nimero buscado =X, entonces tanto
X+1 como x—1 tienen que ser cuadrados. Para el primero
ponemos Xx+1=pp, de modo que x=pp-1 vy
X—1=pp-2, que también tiene que ser un cuadrado.
Planteamos la raiz como p-q, entonces pp—2=
pp—2pq-+qq, donde las pp se cancelan entre si y se

-7 4
encuentra p = qggz; luego también x = q4q+q4; donde q

puede tener valores arbitrarios, incluso fracciones.

r4+4s?
4rrss '
de los cuales queremos mostrar varios valores pequefios:

Si entonces ponemos ng, obtenemos x =

si r=11]2]1]3
y s=111]|2|1

_5 5] 65 | 8
entonces X = 7172116 |3

214.

I1. Pregunta. Basquese un nimero x tal que, si se le
suman 2 nimeros cualesquiera como p. ej. 4 y 7, salga un
cuadrado en ambos casos.

Entonces estas dos expresiones x+4 y x+7 tienen
que ser cuadrados; por lo tanto, se pone x+4 = pp para la
primera, luego x = pp—4; pero la segunda expresién sera
X+7=pp+3, que también tiene que ser un cuadrado.
Entonces ponemos su raiz =p+q, luego pp+3=

pp+2pq+0qqg, de lo cual se encuentra p:%, en

9-22q9+q*

consecuencia X=
4qq

. Si para g ponemos una

r

4_ 4
5, obtenemos x = 98 -22rrssHr

4rrss ! donde

fraccion como
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para r y s se pueden poner arbitrariamente todos los
ndmeros enteros.

Sisetoma r=1 y s=1, entonces x=-3, y luego
X+4=1 y Xx+7=4. Pero si se quiere tener un nimero
positivo para X, entonces se pone s=2 y r=1, ahi se

121 169.

. _z_ _ 11 _ 169, .
obtiene x=75; porlotanto x+4=32 y X+7 =75 Si
también se quiere poner s=3 y r =1, se obtiene x=%,
de donde se tiene x+4:% y x+7=%. Si el dltimo
término debe superar al de en medio, entonces se pone
r=5y s=1, asi x=2, ydeesto x+4=2 vy

— 196
X+7="%.
215.

I1l. Pregunta. Busquese una fraccion x tal que si se
sumaa 1 o se restade 1, resulte un cuadrado en ambos casos

Como estas dos expresiones 1+x y 1-—x deben ser
cuadrados, ponemos 1+x=pp para la primera, entonces
x=pp-1, y la otra expresion es 1—x=2—pp, que debe
ser un cuadrado. Dado que ni el primer término ni el Gltimo
son cuadrados, se tiene que ver si se puede adivinar un caso
en el que esto suceda; pero uno de ellos salta a la vista
inmediatamente, es decir p = 1; por eso ponemos p =1-—q,
de modo que X =qq—2g; entonces nuestra expresion se
convierte en 2-pp=1+2g—qQg, cuya raiz ponemos
=1-qr, asi obtenemos 1+2q-qq=1-2qgr+qqgrr; deesto

P
21+2. e esto sale x =2
rr+1 (rr+1)

2—-q=-2r+qQrr y g=

como r es una fraccion, ponemos r=%, entonces

_ 4wd-4tu  4tu(uu-tt) .
(tt+uu)? (tt+uu)? '’

mayor que t.

por lo tanto, u tiene que ser
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24

Por eso ponemos u=2 y t=1,entonces X=az; si
se pone u=3 vy t:2, entonces X =ieg, Y de esto
_ 289 a9
l+x=17g Y 1-Xx= 169, que son ambos cuadrados.

216.

IV. Pregunta. Busquese nimeros X tales que resulten
cuadrados en ambos casos, tanto sumandolos a 10 como
restandolos de 10.

Por lo tanto, estas dos expresiones 10+x y 10-—Xx
tienen que ser cuadrados, lo cual se podria lograr de la
forma anterior.

Pero para mostrar otro camino se debe considerar que
el producto de estas expresiones también tiene que ser un
cuadrado, es decir, 100 —xx. Dado que el primer término
aqui ya es un cuadrado, ponemos la raiz = 10 — px, entonces

100—xx =100—20px+ppxx y asi x= §p+1, pero esto

s6lo implica que el producto se vuelve un cuadrado, pero
no cada expresién por separado. Sin embargo, si solo una
se convierte en un cuadrado, la otra también tiene que serlo
necesariamente; pero ahora la primera es

104 X = 10pp+20p+10 10(pp+2 p+1) :
pp+1 pp+1

y debido a que pp+2p+1 ya es un cuadrado, solo esta

fraccion %Oﬂ tiene que ser un cuadrado, por lo tanto

también esta

10pp110 Entonces, solo es necesario que el

numero 10pp+10 se convierta en un cuadrado, donde, de
nuevo, hay que adivinar un caso en el que suceda eso. Esto
sedasi p=3 y poresosepone p=3+q, entonces se
obtiene 100+60qg+ 10qq; cuya raiz sea 10+qt, luego
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100 +60q +10qq = 100+ 20qt + qtt, de esto q =022,
B _20p
deesto p=3+q VY X=opel

Si se toma t=3, entonces q=0 y p=3, en
consecuencia x =6, por lotanto 10+x=16 y 10—x=4.

Pero si t=1, entonces q:—%0 y p:—% y X= 22354,
pero da lo mismo poner X= +%, entonces seran
10+x="2 y 10—x=22, que son ambos cuadrados.

217.

Nota. Si se quisiera plantear esta pregunta en forma
general, y pedir tales nimeros x para cualquier nimero
dado a, de manera que tanto a+x como a—Xx deberian
convertirse en un cuadrado, entonces la solucion a menudo
seria imposible, es decir, en todos los casos donde el
nimero a no es una suma de dos cuadrados. Pero ya hemos
visto anteriormente [8 168] que de 1 a 50 solo los siguientes
nameros son sumas de dos cuadrados, o sea, son de la forma
XX+ Yy:

1,2,4,5,8,9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34,
36, 37, 40, 41, 45, 49, 50,
los demas que van también hasta 50 son:

3,6,7,11,12, 14,15, 19, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 30, 31,
33, 35, 38, 39, 42, 43, 44, 46, 47, 48,

y no se pueden descomponer en dos cuadrados; siempre que
a sea uno de estos Ultimos ndmeros, la pregunta sera
imposible.

Para demostrar esto, ponemos a+x=pp y a—x=(q,
y lasuma da 2a=pp+qq; de modo que 2a tiene que ser
una suma de dos cuadrados, pero si 2a es tal suma,

entonces a también tiene que ser tal [ (257)? + (%7)?], de
modo que si a no es una suma de dos cuadrados, entonces
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tampoco es posible que a+x y a-—x puedan ser cuadra-
dos al mismo tiempo.

218.

Entonces, si a =3, la pregunta seria imposible, y eso
es porgue 3 no es una suma de dos cuadrados; se podria
objetar que quizés hayan dos cuadrados en fracciones, cuya
suma sea 3; pero esto tampoco es posible, porque si fuera

3:%+% y se multiplicara por qqss, entonces seria

3qqss = ppss + qqrr, donde ppss+qqrr es unasuma de dos
cuadrados que se puede dividir entre 3; pero ya hemos visto
[8 170] que una suma de dos cuadrados no puede tener otros
divisores que los que en si sean tales sumas.

Bien es verdad que los nimeros 9 y 45 se pueden
dividir entre 3, pero también son divisibles entre 9, e
incluso cada uno de los dos cuadrados que los componen
son divisibles entre 9, porque 9=3*+0? y 45=6%+3%;
pero esto es un caso diferente, por lo tanto aquella
conclusidn es correcta, que si un nmero a no es una suma
de dos cuadrados con nimeros enteros, esto tampoco puede
suceder con fracciones; pero si el nimero a es una suma
de dos cuadrados con nimeros enteros, entonces también
puede ser una suma de dos cuadrados con fracciones en un
namero infinito de formas, lo cual queremos mostrar.

219.

V. Pregunta. Descomponer un nimero, que es la suma
de dos cuadrados, en una suma de otros dos cuadrados de
infinitamente muchas maneras.

Entonces, el nimero dado sea ff+gg Yy se deben
buscar otros dos cuadrados, como XX € Yy, cuya suma
xX+yy sea igual al nimero ff+gg, de modo que
xx+Yyy = ff+ gg. Aqui esta claro inmediatamente que si X
es mayor o menor que f, entonces, al revés, y tiene que ser
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menor 0 mayor que g. Por lo tanto, ponemos x=f+pz e
y = g—Qz, asi obtenemos

ff +2fpz+ ppzz+ g9 —29qz + qqzz = ff +9g,
donde se cancelan ff y gg, pero los demas términos se
pueden dividir entre z. Asi, 2fp+ppz—299+qgz=0, 0
ppz+qqz = 2gq—2fp, y por lo tanto z zzgq—_pr, de lo

pp-+0q
cual se encuentran los siguientes valores para x e y:

_ 2gpg+f (q9—-pp)
pp+dd

_ 2fpg+9(pp—qq)

X )
pp+qq

y

donde para p y g se pueden tomar arbitrariamente todos
los nimeros posibles.

El nimero dado sea 2, de modo que f=1 y g=1,
entonces sera

X = 2pg-+a9—pp
pp+aq

— 2pa+pp—qq .

XX+yy=2, Si = :
yy y pp-+qq

sisepone p=2 y =1, entonces seran x=% e y:%.

220.

VI. Pregunta. Si el nimero a es una suma de dos
cuadrados, encontrar nimeros x tales que tanto a-+x
como a—X Sse conviertan en cuadrados.

Sea el numero a=13=9+4, y ponemos

13+x=pp y 13-x=qq,

entonces, primero, la suma da 26 =pp+qq, pero la resta
da 2x=pp-qq; por lo tanto, p y g tienen que ser de tal
naturaleza que pp +qq seaigual al nimero 26, que también
es una suma de dos cuadrados, es decir, 25+1; en
consecuencia, este numero 26 tiene que descomponerse en
dos cuadrados, el mayor de los cuales sea pp, pero el menor
sea qg. De esto, primero se obtiene p=5y q=1 yasi
x = 12; pero luego, segun lo anterior, el nimero 26 se puede
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descomponer en dos cuadrados de infinitas maneras.
Porque como f=5 y g=1, si en las formulas anteriores
en lugar de las letras p y g escribimos t y u, pero para
X e y ponemos las letras p y g, entonces encontramos

_ 2tu+5(uu—tt) _ 10tu+tt—uu
p - tt+uu y q - tt+uu

Si ahora se toman nimeros para t y u arbitrariamente y
de ellos se determinan las letras p y g, se obtiene el

ndmero X = @

Seap.ej. t=2 y u=1, entonces p=—1—51 y q

y por lo tanto pp—qq=—% y XZ%-

23,
5’

221.

Para resolver esta cuestién en forma general, sea el
numero dado a=cc+dd, pero el buscado =2z, de modo
que estas expresiones a+z y a—z deben ser convertidas
en cuadrados.

Ahora ponemos

a+z=xx y a-z=Yyy,

entonces primero 2a=2(cc+dd) =xx+yy, y después
2z =xx—yy. Por lo tanto, los dos cuadrados xx e yy
tienen que ser de tal naturaleza que xx+yy = 2(cc+dd),
donde 2(cc+dd) también es una suma de dos cuadrados,
es decir, (c+d)?+ (c—d)>2 Paraabreviar, ponemos c+d = f
y c—d=g: de modo que tiene que ser xx+yy=ff+gg;
ahora, segun lo anterior, esto se cumple si se toman

x = 2000+ f(ag-pp) o\ _ 2fa+9(pP-q0)
Pp-+qq Pp-+qq

De esto se obtiene la solucion més facil poniendo

p=1 y q=1, porque entonces x=279=g=c—d e
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y=f=c+d, y en consecuencia z=2cd. Por eso obvia-
mente seran

cc+dd+2cd =(c+d)®> y cc+dd—2cd =(c—d)%

Para encontrar una resolucion diferente, sea p=2 vy
q=1entonces x="7% e y="2¢ dondetanto c y d

como X e Yy pueden tomarse negativos, porque solo
aparecen sus cuadrados. Dado que x ahora debe ser mayor

ue y, tomamos d negativa y asi obtenemos x=57d ¢

y y 5

y=7C5_d. Esto implica z=%§d‘2‘m, este valor
cc+14cd-+49dd

sumadoa a=cc+dd da , Cuya raiz cuadrada

25

es C+57d. Pero si se resta z de a, entonces sale
Aee 00+l cuya raiz cuadrada es < aquella raiz es

X, pero esta es .

222.

VII. Pregunta. Se busca un nimero x tal que si se
suma uno tanto al nUmero mismo como a su cuadrado xx,
resulte un cuadrado en ambos casos.

Entonces, estas dos expresiones x+1 y xx+1 tienen
qgue convertirse en cuadrados. Por lo tanto, ponemos
X+1=pp para la primera, asi x=pp-1, y la segunda
expresion sera xx+1 = p* —2pp + 2, esta expresion debe ser
un cuadrado; pero la misma es del tipo que no permite
encontrar una solucion a menos que ya se conozca un €caso;
pero tal caso salta a la vista inmediatamente, es decir,
cuando p = 1. Por eso ponemos p = 1+q, entonces sera

xx+1=1+4qq+49°+q*,
que se puede convertir en un cuadrado de muchas maneras.
I. Primero ponemos su raiz como 1+ qq, entonces
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1+4q9+49°®+q* =1+2qq+q*,

esto se convierte en 4q+4qQ=2q, o sea 4+4q=2,

y q:—%, en consecuencia p:% y x:—%.

Il. Si ponemos la raiz como 1-qg, entonces
1+4q9+49®+q* =1-299+q*,

y por eso  g=-3 y p=—3, en consecuencia
X=—2, COMO antes.

I1l. Si ponemos la raiz como 1+2q-+qg, para que se
cancelen los primeros y los dos dltimos términos,
entonces

1+4qq+4q®+q* =1+4q+6qq+49° +q*,
por lotanto, q=—2 y p=-1,asi x=0.
IV. Pero también se puede tomar la raiz 1-2g-qq,
entonces sera
1+4qq+49®+q* =1-4q+2qq +4q®+q°,

de lo cual resulta q = -2, como antes.
V. Para que se cancelen los dos primeros términos, sea la
raiz 1+ 2qq, entonces sera
1+4qq+49®+9* =1+4qq +4q9*,

y de esto salen ng y p:%; por lo tanto x=%;

lo cual implica

2 2
_49 (7 1681 _ (M
x+1_3_(3) y xx+1_—81 _(—9) .

Si se quisieran encontrar ain mas valores para ¢, se
tendria que tomar uno de los aqui encontrados, p. €j. —%,

y poner ademas q= —%+ r; pero de eso resultaria



322 PARTE 2, SECCION 2, CAPITULO 14

p——+r pp = —+r+rr y p*= +2r+2rr+2r +rf

en consecuencia, nuestra expresion serfa

25 3. 1 3,4
T 2rr+2r +r,

la cual debe ser un cuadrado igual que la expresion
multiplicada por 16, es decir:

25— 24r —8rr + 32r® + 16r°.

Ahora planteamos:
I. Laraiz =5+fr+4rr, de modo que

25—24r —8rr +32r3 +16r* =
25+10 fr £40rr + ffrr £8fr® +16r*.

Dado que los primeros Yy (ltimos términos
desaparecen, entonces determinamos f de tal manera
que desaparezcan también los segundos términos Io

cual sucede si —24=10f y por lo tanto f =—=

entonces los demas términos, divididos entre rr, dan
—8+32r =+40 + ff £ 8fr.

En el caso de los signos superiores se obtiene

—8+32r = 40 + ff + 8fr,
48+ ff

y entonces r=z—=. Como ahora f=-3*, sera
_ 561
r= 20, en consecuencia p= 0 y X=1755, deesto
31 689
se obtiene x+1= (20) y XX+1= (400).

I1. Pero si se aplica el signo inferior, tenemos
—8+32r =40+ ff - 8fr,
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_ ff-32 12

y entonces r=—=. Como ahora f=-3*, sera
41 ; 31
r=—-5, enconsecuencia p=-=;, de locual surge

la ecuacion anterior.
Sea laraiz 4rr+4r+5, de modo que

16r* +32r® —8rr —24r + 25 =

16r* +32r3 £ 40rr +16rr £ 40r + 25,
donde los dos primeros y los ultimos términos desapa-
recen, pero los demas términos, divididos entre r, dan
—8r—24 =+40r+16r+40, o sea

—24r —24 = £ 40r £ 40.
Si se aplica el signo superior, entonces sera
—24r —24 = 40r + 40,

osea 0=64r+64,0 0=r+1,esdecir, r=-1 Yy
p :—%, gue es un caso que ya hemos visto; justo el
mismo también sale aplicando el signo inferior.

Ponemos como raiz 5+fr+grr, y determinamos f y

g tal que desaparezcan los tres primeros términos.
Como ahora

25— 24r —8rr +32r* +16r* =
25+10 fr +10grr + ffrr +2 fgr® + ggr*.

Entonces primero — 24 = 10f, yporlotanto f =—=5;

ademas, —8 = 10g +ff, y por lo tanto g = —_Sl_oﬁ

m__1m.
250 125"

divididos entre r® dan 32+ 16r = 2fg+ggr y luego

_2fg-32 ¢ cnrs
= Togg El numerador aqui sera

, O

sea g=-— pero los dos dltimos términos,
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+24-172-32-625 _ —32.496

2fg-32= 1o =—5x —» 0 este numerador
_ -16-32:31,
~ 765
pero el denominador da
328-672
16-99=(4-09)(4+9)=Tc1x: O
8-32.41.21
16-99 =555
_ 1550 _ 2239

de esto resulta Fr=—"" luego P=—T% VY de

esto se encuentra un nuevo valor para X, que es
X=pp-1.

223.

VIII. Pregunta. Para tres nimeros dados a, b y ¢
encontrar un nimero X tal que, si se suma a cada uno de
ellos, salga un cuadrado.

Entonces, estas tres expresiones tienen que convertirse
en cuadrados: x+a, Xx+b y x+c.

Para la primera ponemos x+a=zz, de modo que
X = 2z —a, entonces las dos otra expresiones seran zz+b—a
y zz+c—a, cada una de las cuales debe ser un cuadrado.
Pero no se puede dar una solucion general para esto, porque
la cuestion a menudo es imposible, y la posibilidad se
origina Unicamente en la naturaleza de los dos ndmeros
b—ay c—a. Porquesip.ej. b—-a=1 y c—-a=-1,6s
decir, b=a+1 y c=a-1, entonces zz+1 y zz-1
tendrian que convertirse en cuadrados, y z indudablemente

deberia ser una fraccion. Por lo tanto, ponemos z zg,

entonces estas dos expresiones pp+qg y pp—qq tendrian
que ser cuadrados, por lo que su producto, es decir, p*—q*,
también tendria que ser un cuadrado, pero que esto no es
posible, ha sido demostrado anteriormente.

Si, ademas, b—a=2 y c—a=-2, es es decir,

b=a+2 y c=a-2,entonces, si se pone de nuevo z:g,
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estas dos expresiones pp+2qgq y pp—2qq tendrian que
convertirse en cuadrados, al igual que su producto p*-4q*,
lo cual tampoco es posible.

En forma general, planteamos b—a=m y c—a=n,

y también z= g entonces estas expresiones pp+mqq Yy

pp+nqg tienen que ser cuadrados; lo cual, como acabamos
de ver, es imposiblesi m=+1 y n=-1,0si m=+2y
n=-2.

Ademas, tampoco es posible si m=ff y n=-ff
Porgue entonces el producto de las expresiones, p*—f“qg*,
seria una diferencia de dos bicuadrados, que nunca puede
convertirse en un cuadrado.

Asimismo, si m=2ff y n=-2ff entonces estas
expresiones pp+2ffqg y pp-—2ffqg no pueden conver-
tirse ambas en cuadrados, porque su producto p*-4f‘qg*
también tendria que ser un cuadrado; en consecuencia, Si se
pone fg=r, esta expresion p*—4r*, cuya imposibilidad
también se ha demostrado anteriormente.

Ademas, si fuera m=1 y n=2, de modo que estas
expresiones pp+qgq Y pp+2qq tendrian que ser
cuadrados, entonces ponemos

pp+qq=rr y pp+2qq=ss;

luego la primera se convierte en pp=rr—qq, y asi la otra
Serd rr+qqg=ss; en consecuencia, tanto rr—qq como
rr+qqg tendrian que ser cuadrados; y su producto r*-q*
también tendria que ser un cuadrado, lo cual es imposible.

Ahora, de ello se puede ver suficientemente que no es
facil escoger tales nimeros para m y n que la solucion
sea posible. La Unica forma de encontrar los valores
adecuados para m y n es adivinar esos casos 0 encon-
trarlos de la siguiente manera.

Planteamos ff+mgg=hh y ff+ngg=Kkk, entonces,

de la primera ecuacion obtenemos mz%, y de la
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segunda n= % Si ahora tomamos nimeros arbitrarios

para f, g, h y Kk, entonces se obtienen valores para my n
con los cuales la resolucion es posible.

Sean p. ej. h=3, k=5, f=1, g=2; entonces seran
m=2 y n=6. Ahora estamos seguros de que es posible
convertir las dos expresiones pp+2qq y pp+6qgq en
cuadrados, porque esto sucede si p=1 y q=2. Pero la
primera es, en una forma general, un cuadrado si
p=rr—2ss y q=2rs; porque entonces sera
pp +2qqg = (rr +2ss)?. Pero la otra expresion se convierte
entonces en pp+6qq=r*+20rrss+4s*, de la cual se
conoce un caso, en el que se convierte en un cuadrado, es
decir,cuando p=1y q=2,yquesucedesi r=1y s=1,
0, en general, si r=s; porque entonces nuestra expresion
se convierte en 25s*. Ahora que conocemos este caso,
ponemos r = s+t, entonces

rr=ss+2st+tt y r*=s*+4s%+6sstt+4st®+1t*,
por lo tanto nuestra expresion sera
25s* + 4453 + 26sstt + 4st® + 14,

Cuya raiz sea 5ss + fst+tt, cuyo cuadrado es
25s* +10 fs®t +10sstt + ffsstt + 2 fst® +t*,

donde el primer y dultimo término se cancelan
autométicamente. Ahora ponemos f tal que los penultimos
se cancelen entre si, lo que sucede si 4=2f y f=2;
entonces los otros divididos entre sst dan esta ecuacion

44s+ 26t = 10fs+ 10t + fft =20s+14t, 0 sea 2s=-t y

%z—%, yporeso s=—1y t=20 t=-2s, por lo tanto,
r=-s y rr=ss,que es el caso conocido mismo.

Ahora ponemos f tal que los segundos términos se

cancelen entre si, lo que sucede si 44 =10f, o f :2—52.
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Entonces los términos restantes divididos entre stt dan
26s + 4t = 10s + ffs + 2ft, es decir —%s:z—;t, consecuen-

— - -3 r_s.
temente t=-3s yluego r=s+t=55s, osea <=g5;

por lo tanto r=3 y s=10; de esto obtenemos
p=2ss—rr=191 y q=2rs=60, por lo que nuestras
expresiones se convierten en

pp+2qq =43681=209%, y pp-+6qq=58081=2412

224,

Nota. De la manera anterior se pueden encontrar mas
de estos nimeros para m y n que permitan convertir
nuestras expresiones en cuadrados. Sin embargo, cabe
sefialar que la relacion de estos nUmeros m y n puede
tomarse arbitrariamente. Esta relacion sea como a a b,y
ponemos m=az Yy n=Dbz, entonces ahora se trata de
determinar z tal que las dos expresiones pp+azqq Yy
pp+bzgq se puedan convertir en cuadrados, lo que
queremos mostrar en el siguiente ejercicio.

225.

IX. Pregunta. Dados dos nimeros a y b, se debe
encontrar el nimero z, tal que estas dos expresiones
pp+azqq y pp+bzqq se pueden convertir en cuadrados
y determinar al mismo tiempo los valores méas pequefios
para p 'y @.

Ponemos pp+azqq=rr y pp+bzgq=ss, y
multiplicamos la primera por b pero la otra por a, entonces

la diferencia de ellas da esta ecuacion (b—a)pp=brr—ass

y luego pp= brg:zss, asi esta expresion tiene que ser un

cuadrado. Dado que esto sucede si r=s, se pone
r=s+(b—a)t paraeliminar las fracciones, entonces
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brr—ass
PP="p=
_ bss+2b(b—a)st+b(b—a)?tt—ass
o b—a
_ (b—a)ss+2b(b—a)st+h(b—a)?tt
- b-a

=sS+ 2bst +b(b—a)tt.

Ahora ponemos p=s +§t, entonces sera

pp = ss+2—;-st+%tt = ss+ 2bst +b(b — a)tt;
donde se cancelan las ss, pero los otros términos divididos
entre t y multiplicados por yy dan
2bsyy +b(b —a)tyy = 2sxy +txx,
de eso

t _ 2xy—2byy

t= 2sxy—2hsyy t
s~ b(b-a)yy—xx"

= by’ POr lo tanto

De esto se obtienen t=2xy—2byy y s=Db(b-a)yy—xx,
ademas, r=2(b—a)xy—b(b—a)yy—xx; y por eso

p=s+§-t =b(b—a)yy + xx— 2bxy = (x —by)? — abyy.

Como ahora hemos encontrado p junto con r y s, nos
queda buscar z. Para este fin, restamos la primera ecuacion
pp+azqq =rr de la otra pp-+bzgq =ss, entonces resulta
zqq(b—a) =ss—rr=(s+r)-(s—r). Dado que

s+r=2(b-a)xy—2xx y
s—r=2b(b—a)yy—2(b—a)xy,
0 sea,
s+r=2x((b—a)y—x) y s-r=2(b-a)y(by—x),
entonces
(b—a)zqq =2x((b-a)y —x)-2(b—a)y(by —x),
0 sea,
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2qq =2x((b-a)y —x)-2y(by —x), o0
zqq = 4xy((b—a)y — x)(by — x);
en consecuencia

— Axy((b-a)y—x)(by—x)

z
aq

Por lo tanto, para qg se tiene que tomar el cuadrado mas
grande entre el cual se pueda dividir el numerador; pero
para p ya hemos encontrado

p =b(b-a)yy + xx—2bxy = (x—by)? —abyy,

de lo cual se puede ver que estas formulas se vuelven méas
faciles y sencillas, si se pone x=v+hby, 0 x—-by=v;
porque entonces sera p = vv—abyy, ademas

_ A(v+by)-y-v(v+ay) 0 7= 4vy (v+ay)(v+by)

z '
aq aq

donde los numeros v e y se pueden tomar arbitrariamente,
y luego primero se encuentra gqq tomando el cuadrado mas
grande que esté contenido en el numerador, de lo cual
entonces resulta z; luego m=az y n=bz, finalmente
p = v —abyy; y de esto se obtienen las formulas buscadas:

1) pp+azqq = (v —abyy)? +4avy(v +ay)(v +by),
que es un cuadrado cuya raiz es r =—vv—_2avy — abyy.

I1.) La segunda férmula sera

pp +bzqq = (v —abyy)? + 4bvy (v +ay)(v + by),

que también es un cuadrado, cuya raiz es
s =—vwv—2bvy—abyy; donde los valoresde r y s tam-
bién pueden tomarse positivos. Sera util explicar esto con
algunos ejemplos.
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226.

I. Ejemplo. Sean a=-1 y b=+1, y busquense
nimeros para z de modo que estas dos expresiones
pp—20q Yy pp+zqqg puedan convertirse en cuadrados, es
decir, la primera = rr y la segunda = ss.

Aqui p=w+yy y para encontrar z hay que consi-

derar esta formula z zw, entonces queremos

tomar diferentes nUmeros para v e Yy, Yy buscar mediante
ellos los valores para z, como sigue:

I . Il V. V. VI.

v 2 3 4 5 16 8

y 1 2 1 4 9 1
v—y 1 1 3 1 7
V+y 3 5 5 9 25 9
zqq | 46 | 4-30 | 16-15 | 9-16-5 | 36-25-16-7 | 16-9-14
qaq 4 4 16 9-16 36-25-16 16-9

z 6 30 15 5 7 14

p 5 13 17 41 337 65

Por eso las siguientes expresiones pueden ser resueltas y
convertidas en cuadrados.
I. Estas dos expresiones pp—6qq y pp-+60q pueden
ser convertidas en cuadrados, lo cual sucede si p=5
y q = 2. Porque entonces la primera serd = 25—24= 1,
y lasegunda =25+24 =49.

Il. También estas dos expresiones pp—30qq VY
pp+30qg pueden ser convertidas en cuadrados, lo
cual sucede si p=13 y q=2. Porque entonces la
primera sera = 169—120 = 49; pero la segunda sera
=169+ 120 = 289.

I1l. También estas dos expresiones pp—-150q Yy
pp+15qg pueden ser convertidas en cuadrados, lo
cual sucede si p=17 y q=4. Porque entonces la
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primera serd =289-240=49; y la segunda sera
289 + 240 = 529.

IV. También estas dos expresiones pp—5qq y pp+5qq
pueden ser convertidas en cuadrados, lo cual sucede si
p=41 y q=12. Porque entonces la primera sera
1681 —720 = 961 = 31%; en cambio, la segunda sera
1681+ 720 = 2401 = 492

V. También estas dos expresiones pp—7qq y pp+7qq
pueden ser convertidas en cuadrados, lo cual sucede si
p=337 y q=120. Porque entonces la primera sera
113569 — 100800 = 12769 = 113%; y la segunda sera
113569 + 100800 = 214369 = 463°.

VI. También estas dos expresiones pp—-14qq Yy
pp+14qq pueden ser convertidas en cuadrados, lo
cual sucede si p=65 y qg=12. Porque entonces la
primera sera 4225-2016 = 2209 = 47%; y la segunda
sera 4225+2016 = 6241 =79

227.

I1. Ejemplo. Si los dos nimeros m y n son como 1
a 2,esdecir,sia=1y b=2porlotanto m=z y n=2z,
entonces deben encontrarse los valores de z tales que las
expresiones pp+zqq Yy pp+2zqq se puedan convertir en
cuadrados.

No es necesario utilizar aqui las formulas generales
anteriores, sino que este ejemplo se puede reducir
directamente al anterior. Porque si se ponen pp+zqqg = rr
Yy pp+2zq9=ss, se obtiene de la primera pp =rr-zqq,
cuyo valor sustituido en la segunda para pp da
rr+z0g=ss;, en consecuencia, estas dos expresiones
rr—zqq y rr+zqq tienen que poder ser convertidas en
cuadrados, que es el caso del ejemplo anterior. Entonces
aqui también se tienen los siguientes valores para z: 6, 30,
15,5, 7, 14, etc.
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Una transformacion de este tipo también se puede
realizar en forma general. Si suponemos que estas dos
expresiones pp+mqgq y pp-+nqgq se pueden convertir
en cuadrados, entonces ponemos pp+mgg=rr |y
pp+nqqg = ss, entonces la primera da pp =rr—mqq, por
lo que la segunda serd&  ss=rr—mqqg+nqq 0
rr+(n—m)qq = ss; por lo tanto, si las primeras expresiones
son posibles, entonces rr—mqgq y rr+(n—m)qq también
son posibles; y como podemos intercambiar m y n,
también son posibles rr—nqq y rr+(m-n)qq; pero si
aquellas expresiones son imposibles, estas también son
imposibles.

228.

[1l. Ejemplo. Sean los nimeros m y n como 1 a 3,
osea, a=1y b=3,esdecir, m=z y n=23z, de modo
que estas expresiones pp+z0q Yy pp+3zqq deben
convertirse en cuadrados.

Porqueaqui a=1 y b =3, el asunto se vuelve posible
siempre y cuando que

209 =4vy(V+y)(v+3y), Yy p=w-3yy.
Por tanto, se toman los siguientes valores para v e y:

I I 1. v. V.

v 1 3 4 1 16
y 1 2 1 9
V+y 2 5 5 9 25
v+ 3y 4 9 7 25 43

zqq | 162 | 4-9-30 | 4-4-35|4-9-25-4-2 | 4-9-16-25-43
qq 16 4-9 4-4 4-4-9-25 4-9-16-25
z 2 30 35 2 43

p 2 3 13 191 13
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Aqui tenemos dos casos para z=2, por lo cual
podemos convertir estas expresiones pp+2qq y pp+6qq
en cuadrados de dos formas: primero, esto sucede si p=2
y q=4,y por lo tanto también si p=1 y q=2; porque
entonces seran pp+2qq=9 y pp+6qq=25. Luego
también sucede si p=191 y g = 60, porque entonces seran
pp +2qq = (209)* y pp+6qqg = (241)2. Pero, ¢no podria ser
también z = 1? Esto sucederia si saliera un cuadrado para
zqq, lo cual es dificil de decidir. Si se quisiera considerar
ahora la pregunta si estas dos expresiones pp+qq VY
pp+3qQg se pueden convertir en cuadrados o no, entonces
la investigacion podria realizarse de la siguiente manera.

229.

Se debe examinar si estas dos expresiones pp+qq Yy
pp+3qQg pueden convertirse en cuadrados o no. Ponemos
pp+0q=rr y pp+3qgq=ss, entonces hay que considerar
los siguientes puntos:

I. Losnumeros p y g pueden considerarse primos entre
si; porque si tuvieran un divisor comdn, las
expresiones seguirian siendo cuadradossi p y q se
dividieran entre él.

[l. p no puede ser un numero par; porque entonces
seria impar y, por tanto, la segunda expresién seria un
namero de este tipo 4n+ 3, que no puede convertirse
en un cuadrado; por tanto, p es necesariamente impar
y pp un nudmero de este tipo 8n+1.

I11. Como ahora p esimpar, la primera forma implica que
g no solo tiene que ser par, sino incluso divisible entre
4, paraque gq se convierta en un nimero de este tipo
16n;y pp+qq en uno de este tipo 8n+1.

IV. Ademés, p no puede ser divisible entre 3; porque
entonces pp se podria dividir entre 9, pero qg no, de
modo que 3qq solo seria divisible entre 3, pero no
entre 9, y por lo tanto también pp +3qq seria divisible
entre 3, pero no entre 9, y por lo tanto no seria un
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VI.

VII.

VIII.

cuadrado; en consecuencia, el nUmero p no puede ser
divisible entre 3, por lo que pp seradel tipo 3n+1
Dado que p no se puede dividir entre 3, entonces q
tiene que ser divisible entre 3; porque si g no fuera
divisible entre 3, luego qqg seria un nimero del tipo
3n+1 yporlotanto pp+qq de estetipo 3n+2, que
no puede ser un cuadrado: por lo tanto, g tiene que ser
divisible entre 3.

Ademas, p no puede ser divisible entre 5; porque si
esto fuera asi, q no seria divisible entre 5y qq seria
un nimero del tipo 5n+1 o 5n+4, es decir, 3qQ
seria un namero del tipo 5n+3 0 5n+2,y pp+3qq
seria también de uno de estos dos tipos, por lo que esta
expresion no podria ser un cuadrado; por lo tanto,
necesariamente, p no puede ser divisible entre 5, y asi
pp tiene que ser un nimero del tipo 5n+1 o 5n+4.
Dado que p no es divisible entre 5, queremos ver si
g se puede dividir entre 50 no. Si q no fuera divisible
entre 5, entonces 3qq seria del tipo 5n+2 o 5n+3,
como hemos visto; y dado que pp es del tipo 5n+1
0 5n+4, pp+3qq seria del tipo 5n+1 o 5n+4 al
igual que pp; sea pp=5n+1, entonces tendria que
ser (g =5n+4, porque de lo contrario pp+qq no
podria ser un cuadrado: pero entonces seria
309 =5n+2,y pp+3qqg =5n+3, que no puede ser un
cuadrado; pero si pp = 5n+4, entonces tendran que
ser qg=5n+1 y 3gq=>5n+3, consecuentemente,
pp+30q=5n+2, que tampoco puede ser un
cuadrado: lo cual implica que qg tiene que ser
divisible entre 5.

Como q primero tiene que ser divisible entre 4, luego
entre 3, y en tercer lugar también entre 5, entonces ¢
tiene que ser un numero de la forma 4-3-5m o
g=60m; por lo tanto, nuestras expresiones serian
pp+3600mm=rr y pp-+10800mm = ss; entonces,
la primera restada de la segunda da
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XI.

XII.

7200mm =ss—rr=(s+r)(s—r);demodoque s+r y
s—r tienen que ser factores de 7200mm, donde hay
que tener en cuentaque s y r tienen que ser nUmeros
impares y, al mismo tiempo, primos entre si.

. Sea 7200mm = 4fg, o sus factores sean 2f y 2g,y

ponemos s+r=2f y s—r=2g, entoncess= f+g y
r=f-g, porlotanto f y g tienen que ser primos
entre si, y uno par y otro impar. Dado que
fg = 1800mm, se tiene que descomponer 1800mm en
dos factores, uno de los cuales es par y el otro impar,
pero ambos no tienen divisor comdn.

. También hay que tener en cuenta que, como

rr=pp+qq Yy entonces r esun divisor de pp-+qg,
el nimero r=f-g también es una suma de dos
cuadrados, y como es impar, tiene que estar contenido
enlaforma 4n+1.

Si primero suponemos m =1, entonces fg= 1800 =
8-9-25, de donde surgen las siguientes
descomposiciones: f=1800 y g=1,0 f=200 y
g=9,0f=72y g=250f=225y g=_8;laprimera
se convierte en r=f-g=1799=4n+3; segln la
segunda seria r=f-g=191=4n+3; seglin la
tercera seria r=f—g =47 =4n+3; segln la cuarta,
sin embargo, r=f-g=217 =4n+1, por lo tanto, se
descartan las tres primeras y sélo queda la cuarta; de
lo cual se puede concluir, en general, que el factor
mayor tiene que ser impar, pero el factor menor tiene
que ser par; pero aqui tampoco puede proceder el
valor r =217, porque este numero se puede dividir
entre 7, que no es una suma de dos cuadrados.

Si se toma m = 2, entonces fg=7200 = 32-225, por
lo tanto se toma =225 y g=32, de modo que
r=f-g=193, este nimero es una suma de dos
cuadrados y por lo tanto merece ser probado; ya que
ahora q=120 y r=193, entonces, porque

pp=rr—qq=(r+q)(r-q), asi r+gq=313 vy
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r—q =73, por lo tanto se ve bien que no sale ningun
cuadrado para pp porque estos factores no son
cuadrados. Si se quisiera hacer el esfuerzo de tomar
otros nimeros para m, todo el trabajo seria en vano,
como mostraremos ahora.

230.

Teorema. No es posible que estas dos expresiones
pp+q0q Yy pp+3qqg se conviertan en cuadrados al mismo
tiempo; o en los casos en que uno sea un cuadrado, el otro
ciertamente no lo es.

Lo que se demuestra de la siguiente manera.

Hemos visto que p esimpar y g es par, entonces
pp +qq solo puede serun cuadradosi q=2rsy p=1rr—ss.
Pero la segunda expresion pp-+3qg, no puede ser un
cuadrado excepto cuando q=2tu y p=tt—3uu o
p = 3uu—tt. Dado que en ambos casos ( tiene que ser un
producto doble, ponemos ¢=2abcd para ambos y
tomamos r=ab y s=cd para la primera; pero para la
segunda tomamos t=ac y u=hd, entonces para la
primera sera p=aabb-ccdd, para la segunda
p=aacc—3bbdd, o p=3bbdd-aacc; ambos valores
tienen que ser iguales; por lo tanto obtenemos o

aabb —ccdd = aacc—3bbdd, o
aabb — ccdd = 3bbdd — aacc;

donde hay que tener en cuenta que los numeros a, b,c y d
son menores que p y g. Entonces, tenemos que considerar
cada uno de estos dos casos por separado. Del primero
obtenemos aabb +3bbdd = aacc+ccdd o bb(aa+3dd) =

cc(aa +dd), de esto obtenemos 22 = 33+dd_ " agta fraccion

cc ~ aa+3dd’
tiene que ser un cuadrado. Pero aqui el numerador y el
denominador no pueden tener ningln otro divisor comun

que 2, porgue la diferencia entre ellos es 2dd. Si 2 fuera un

divisor comun, entonces tanto —aa;dd como —aa+23dd
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tendrian que ser cuadrados, pero ambos nimeros a y d
son impares en este caso y sus cuadrados son de la forma

aa+3dd
2

forma 4n+2 y no puede ser un cuadrado; en consecuencia,
2 no puede ser un divisor comun, pero el numerador
aa+dd y el denominador aa+3dd son primos entre si;
entonces cada uno tiene que ser un cuadrado por separado.
Dado que estas expresiones son similares a las primeras,
resulta que si las expresiones iniciales fueran cuadrados,
entonces las mismas expresiones también serian cuadrados
en numeros mas pequefos; y asi siempre se podrian obtener
nimeros mas pequefios. Dado que no existen tales
cuadrados en numeros pequefios, tampoco puede haberlos
en los nimeros mas grandes.

Esta conclusion solo es correcta en la medida en
que el segundo caso anterior aabb - ccdd = 3bbdd —aacc
conduzca a lo mismo; pero esto se convierte en
aabb +aacc = 3bbdd + ccdd, o aa(bb+ cc) = dd(3bb +cc),

y por lo tanto 82 = Bb+ee _ cebb “ogiq fraccion tiene que

dd ~ 3bb+cc ~ cc+3bb’
ser un cuadrado, de modo que esto confirma completa-
mente la conclusidn anterior; porque si existieran casos en
los nimeros mas grandes donde pp+qqg y pp-+3qqg serian
cuadrados, lo mismo tendria que darse también en los
nmeros mas pequefios, 1o que sin embargo no ocurre.

tendra esta

8n+1, por eso la ultima expresion

231.

XII. Pregunta. Se deben encontrar tres numeros X, Y,
z, de modo que si dos se multiplican entre si y se suma 1 al
producto, salga un cuadrado.

Es decir, hay que convertir estas tres expresiones en
cuadrados:

L) xy+1; IL) xz+1; 1) yz+1.

Para los dos ultimos ponemos xz+l=pp Vy

yz+1 = qg, entonces se encuentran X = —pg_l e y= —qqz_l’
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por lo cual la primera expresidbn se convierte en

wjﬂ que debe ser un cuadrado, y por lo

tanto también si es multiplicada por zz; es decir,
(pp—1)(qq—1) +zz debe ser un cuadrado, lo cual es facil
de lograr. Porque si se pone su raiz =z+r, entonces se
obtiene

(PP-D(qa—D =2rz+rr, yasi z=E2DOET

donde se pueden tomar nimeros arbitrarios para p,q y r.
Seap.ej. r=—pg-1, entonces rr=ppgq+2pg+1 y

7= —2pg—pp—qq _ PP+2pg+qq

-2pg-2 2pg+2 !

en consecuencia

« = (PP-D(2pa+2) _ 2(pa+1)(pp-1)
pP+2pg-+qq (p+9)?

2(pa+1)(@a-1)

y= (p+a)?

Pero si se quieren tener ndmeros enteros, entonces se

pone xy+1=pp para la primera expresion y se toma
Z=X+Y+q, entonces la segunda expresion se convierte en

XX+ XY +Xq+ 1 = XX+ X+ pp,

pero la tercera sera

Xy+yy+ay+1=yy+ay+pp,

que obviamente se vuelven cuadrados, si se toma g =+ 2p;
porque entonces la segunda se convierte en XX+ 2px-+pp,
cuya raiz es xzxp, pero la tercera se convierte en
yy+2py+pp, cuya raiz es yxp. Asi que tenemos esta
solucion muy bonita: xy+1=pp 0 Xxy=p-1, que se
puede lograr facilmente para cualquier nimero que se
ponga para p; y después, el tercer nimero se determina de
dos maneras, 0 z=X+y+2p 0 z=x+y-2p, lo cual
queremos explicar con los siguientes ejemplos.
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I. Tomamos p = 3, entonces pp— 1 = 8; ahora ponemos
Xx=2 e y=4,entonces z=12 o z=0; yasi los tres
numeros buscados son 2, 4y 12.

Il. Sea p =4, entonces pp— 1 = 15; ahoratomamos x =5
e y=3,entonces z=16 o z=0;y los tres nUmeros
buscados son 3, 5y 16.

I1l. Sea p=25, entonces pp—1=24; ahora tomamos
x=3 e y=38, entonces z=21 otambién z=1; de
donde surgen los siguientes niUmeros, yasean 1, 3y 8,
0 3,8y21.

232.

XII1. Pregunta. Busquense tres nimeros enteros X, Y,
z, de modo que si a los productos de dos de ellos se suma
un numero dado a, siempre salga un cuadrado.

Entonces estas tres expresiones tienen que convertirse
en cuadrados:

) xy+a; 1) xz+a; 1ll.) yz+a.

Ahora ponemos xy+a=pp para la primera expresion y
tomamos z=Xx+Yy+(, entonces la segunda se convierte
en  XX+Xy+Xq+a=xx+gx+pp y la tercera sera
Xy+yy+ygq+a=yy+qy+pp, donde ambos se vuelven
cuadrados, si g ==+2p;asi que z=x+Yy=+2p, Yy por lo tanto
se pueden encontrar dos valores para z.

233.

XIV. Pregunta. Se piden cuatro nimeros enteros X, Y,
z y v de modo que si a los productos de dos de ellos se
suma un numero dado a, siempre salga un cuadrado.

Entonces las siguientes seis expresiones tienen que ser
convertidas en cuadrados:

) xy+a; 1) xz+a; I.) yz+a;
IV.)) xv+a; V.)y+a, VLI)zv+a
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Ahora ponemos xy+a=pp para la primera expresion y
tomamos z=x-+Yy+2p, entonces la segunda y la tercera
expresion se convierten en cuadrados. Ademas, tomamos
v=X+y-2p, entonces la cuarta y la quinta expresion
también se convierten en cuadrados, asi que solo queda la
sexta, que serd xx+ 2xy +yy —4pp +a, la cual tiene que ser
un cuadrado. Como ahora pp = xy+a, la Gltima expresion
sera Xx—2xy+Yyy—3a; en consecuencia todavia hay que
convertir las siguientes expresiones en cuadrados:

) xy+a=pp y I.) (x—y)*-3a.
La raiz de la tltima sea (Xx—Yy)—q, entonces

(x—y)?-3a=(x-y)*-2q(x-y)+qq,

y luego -3a=-2q(x-y)+qgq Yy en consecuencia
X—y= q+3a 0 X=y+ Q+3a yasi pp=yy+ q+3ay+a
qq+3a

Tomamos p=Yy+r, luego 2ry+rr_ y+a, 0sea

4qry +2qrr =(qq +3a)y+2aq, 0 sea
2qrr—2aq=(gq+3a)y—4qry e

__2qrr—2aq
y= qg+3a—4qr’

donde g y r pueden tomarse arbitrariamente, siempre y
cuando resulten nimeros enteros para x e Y. Porque,
debido a que p=y+r, entonces z y v también seran
enteros. Aqui, sin embargo, todo depende principalmente
de la naturaleza del nimero dado a, que podria generar
algunas dificultades en el asunto de los nimeros enteros;
cabe sefialar que esta resolucion ya ha sido muy limitada
por el hecho de que a las letras z y v se les ha dado los
valores x+y+2p, ya que necesariamente podrian tener
muchos otros. Para este fin queremos hacer las siguientes
consideraciones sobre esta cuestion, que también pueden
ser Utiles en otros casos.
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Si xy+a debe ser un cuadrado y por lo tanto
Xy =pp—a, los nUmeros x e y siempre tienen que
estar contenidos en esta forma similar rr—ass; si
entonces ponemos x=bb-acc e y=dd-aee,
obtenemos xy = (bd —ace)? —a(be —cd)?. Si ahoraes
be—cd=+1, entonces xy=(bd—ace)’—a, y asi
xy+a = (bd —ace)?.

. Si ahora ademés ponemos z=ff—agg Yy asumimos

los nimeros f y g de modo que bg—cf=+1 vy
dg—ef==1, entonces estas expresiones xz+a Yy
yz+a también se convertiran en cuadrados. Por lo
tanto, se trata de encontrar nUmeros para b,c y d, e
y también para f y g tal que se cumpla la propiedad
anterior.

Queremos representar estos tres pares de letras con

estas fracciones %% y % que por lo tanto tienen

que ser tales que la diferencia entre cada dos se
exprese con una fraccion cuyo numerador = 1. Porque

dado que 2 —% = bec‘edc , entonces su numerador tiene

que ser =1, como hemos visto. Una de estas
fracciones puede tomarse arbitrariamente y se puede
encontrar facilmente otra tal que se cumpla la
condicion planteada.

b

Sea p. ej la primera fraccion < =§, entonces la

4

3!
entonces la diferencia sera z=%. La segunda
fraccion también se puede determinar de forma

general en base a la primera; porque como
$_d_3e2d , entonces tiene que ser 3e—2d=1,0

2 e 2e

sea 2d=3e-1 vy d=e+67_1. Por eso tomamos

GT‘lzm 0 e=2m+1, asi obtenemos d=3m+1 vy

segunda, % tiene que ser casi igual aella. Sea %z
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nuestra segunda fraccion sera & =3 De

manera se puede encontrar la segunda fraccion para
cada primera fraccion, de lo cual queremos agregar los
siguientes ejemplos.

_3 5 | 7z |8 | u | B | 1
—2 3 3 5 4 8 7
_3m+1| 5m+2 | 7Tm+2 | 8m+3 | 11m+3 | 13m+5 | 17m+5
“2m+ll 3m+1l | 3m+l | 5m+2 | 4m+l | 8m+3 | Tm+2

la misma

o|la olo

. Si ya se han encontrado dos de tales fracciones para

% y % es muy fécil encontrar una tercera % que

esté en la misma relacién con las dos primeras. Solo

se necesita poner f=b+d y g=c+e, de modo que

é 2+, porque como las dos primeras cumplen con

_ f b_ #
be—cd ==+1, entonces 7 C " e

manera, también la segunda menos la tercera sera
f d_ be—cd  #1

g e eetrce cetee’

De la misma

b d

. Si se han encontrado tres de esas fracciones =, = Y

e

%, se puede resolver inmediatamente nuestra pregun-

ta para tres nUmeros X,y y z, de modo que estas tres
expresiones Xxy+a, Xxz+a Yy yz+a se conviertan en
cuadrados. Porque solo se necesita poner
X =Dbb-acc,y=dd- aee y z =ff—agg. Por ejemplo,

tomamos %: y = 7 de la tabla anterior, enton-
ces é:%; de lo cual se obtiene x=25-9a,

y=49-16a y z=144—-49a; por lo tanto seran
Xy +a=1225-840a + 144aa = (35— 12a)?,
ademas
xz+a = 3600 —2520a + 441aa = (60 — 21a)?,
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yz+a = 7056 —4704a + 784aa = (84 — 28a)°.

234.

Pero si, segun lo planteado en la pregunta, se tienen
que encontrar cuatro nimeros X, Yy, z y V, se tiene que
agregar una cuarta fraccion a las tres anteriores. Entonces,

las tres primeras sean %% y f_bdd ponemos la

g c+e’
h  d+f _ 2d+b

cuarta fraccion K=oy = 2erc’

relacion apropiada con la segunda y tercera fraccion; si
ahora se toman

de modo que esté en la

Xx=bb-acc, y=dd—aee, z=ff—agg y v=hh-akk,
ya se cumplen las siguientes condiciones:

. xy+a=0%*); Il. xz+a=0; I yz+a=1"0L];
IV. yv+a=01; V.zv+a=1L0L];

ahora solo falta que también xv+a sea un cuadrado, lo que
no se da automaticamente, porque la primera fraccion no
esta en una relacion adecuada con la cuarta. Por eso es
necesario conservar el nimero indeterminado m, y
determinarlo de tal manera que xv-+a también se vuelva
un cuadrado.

VI. Asi que tomamos el primer caso de la tabla anterior y

b_3 d _ 3m+l < f_3m+4
ponemos ) Yy e = oma asl

g 2m+3 y
h _ 6m+5

k — 4m+4’
v= (6m+5)>—a(4m+4)? por lo tanto

de esto obtenemos x=9-4a vy

*) Aqui O siempre indica un nimero cuadrado.
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VII.

XV +a=9(6m+5)*—4a(6bm+5)? —9a(4m+4)?

+4aa(4m+4)?
0 sea
XV +a=9(6m+5)? —a(288mm+528m + 244)
+4aa(4m+4)?,

que se puede convertir facilmente en un cuadrado
porque mm estd multiplicada por un cuadrado; pero
no queremos demorarnos en €so.

También se pueden indicar las fracciones necesarias
de una manera mas general: porque sean

b_1 d:nl—l; asi f_ni+l-1

d h _ 2nl+1-2.
c 1" e n g vt Y KT ana

si ponemos 2n+1=m en la dltima fraccion, la mis-
ma se convierte en % en consecuencia, la primera

da x=1Il-a ylalltimada v= (Im-2)?—amm. Asi
que solo falta que xv+a se convierta en un cuadrado.
Como ahora v= (Il—a)mm-4Im+4, entonces

xv+a= (Il —a)’mm-4(ll —a)Im+41l —3a,

que tiene que ser un cuadrado; planteamos su raiz
como (Il—a)m—p, cuyo cuadrado es

(Il —a)*’mm—2(1l —a)mp + pp,
de lo cual obtenemos
—4(ll —a)im+41l —3a=-2(ll —a)mp+ pp, Yy

_ _pp—4ll1+3a
M= —aee-an"
Tomamos p=2l+(q, entonces sera m= 4;21??!(1—;3)_61,

donde para | y g se pueden tomar numeros arbitra-
rios.
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Sip.ej. fuera a=1,ysetoma | =2, entonces sera

- ‘“4+6_‘1(qu+3; si se pone =1, entonces serdn m =%

y m=2n+1*) Pero no queremos detenernos aqui,
sino que pasamos a la siguiente pregunta.

m

235.

XV. Pregunta. Se piden tres nimeros X,y Yy z, de
modo que tanto la suma como la diferencia de cada dos se
conviertan en un cuadrado.

Asi que las siguientes seis expresiones tienen que
convertirse en cuadrados:

L) x+y; 1) x+z;  HL) y+z;
IV.) x-y; V.) x-z; VIL)y-z
Empecemos con las tres Gltimas y pongamos Xx—Yy = pp,

X—z=0QqQq e y-z=rr, entonces obtenemos de las dos
altimas

X=0qq+z € Yy=IT+g

por lo tanto, la primera da x-y=qq-rr=pp, 0 sea
qq = pp + rr, de modo que la suma de los cuadrados pp+rr
tiene que ser un cuadrado, es decir qq, lo que sucede si
p=2ab y r=aa-bb, entonces q=aa+bb. Por el
momente queremos mantener las letras p,q y r, y
consideramos las tres primeras expresiones; entonces
obtenemos  primero X+Yy=0qq+rr+2z; segundo,
X+z=0q+2z, en tercer lugar, y+z=rr+2z. Para la
primera ponemos

*) Como sefiald Heinrich Weber en la edicion de 1911, aqui hay una
equivocacion. Para | =2 resulta m :8q+1f+3; para q=1 esto nos

llevaa m = 2. Entonces sera v=0.
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qg+rr+2z = tt, luego 2z =tt—qq-rr;

por lo tanto, estas dos expresiones se tienen que convertir
en cuadrados: tt—rr=01 y tt—qq=_Ll, esdecir

tt—(aa—bb)>’=0 y tt—(aa+bb)*="[],
que toman estas formas,
tt—a*—b*+2aabb y tt—a*-b*-2aabb;

ya que tanto cc+dd+2cd como cc+dd—2cd son
cuadrados, se puede ver que alcanzamos nuestro objetivo
final si comparamos tt—a*—b* concc+dd y 2aabb con
2cd. Para realizar esto, planteamos cd = aabb = ffgghhkk y
tomamos c="ffgg y d=hhkk; aa=ffhh y bb=ggkk, o
sea a=fh y b =gk, por lo cual la primera ecuacion

tt—a'—b*=cc+dd
toma esta forma
tt— f*h*—g*k*=f*g* +h*%* yasi
tt=fg*+ f*h* +h*%k* + g*k*,
es decir, tt=(f*+k*)(g*+h*), por lo tanto, este producto

tiene que ser un cuadrado, pero la resolucién de esto deberia
ser dificil.

Por eso, atacamos el asunto de una manera diferente, y a
partir de las tres primeras ecuaciones X—y =pp; X—z =(q;
e y—z=rr, determinamos las letras y y z, que seran
y=X—pp Y z=Xx-qq, de modo que qq=pp+rr. Ahora
las primeras expresiones se convierten en

X+Yy=2X—pp, X+Z=2x-qQ;

y+z=2X-pp-qg;

para esta Ultima expresion ponemos 2x—pp—qq = tt, de
modo que 2x=tt+pp+qgq, Yy solo quedan estas
expresiones tt+qq Yy tt+pp, las cuales tienen que ser



PREGUNTAS DE ESTA PARTE DE LA ANALITICA 347

convertidas en cuadrados. Pero como ahora tiene que ser
qq=pp+rr,se pone g=aa+bb y p=aa-Dbb, entonces
r = 2ab; por lo cual nuestras expresiones seran

l.) tt+(aa+bb)? =tt+a* +b* + 2aabb =[]
Il.) tt+(aa—bb)? =tt+a*+b*—2aabb =1

Si ahora aqui comparamos otra vez tt+a‘+b* con
cc+dd, y 2aabb con 2cd, logramos nuestro objetivo final.
Para eso ponemos como arriba ¢ = ffgg, d = hhkk y a =fh,
b = gk; entonces serd cd =aabb, y ademas tiene que ser
tt+ f*h* +g*k* =cc+dd = f*g* + h*k*; de lo cual resulta

tt=fg*— fh* +h'k* —g'k* = (f ‘—k*)(g*—h*).

Por lo tanto se trata de encontrar dos diferencias de
bicuadrados, como f*-k* y g*-h* que multiplicadas
entre si den un cuadrado.

Para este fin queremos considerar la expresion m*—n*
y mirar cuales nimeros surgen de ella, si se toman nimeros
dados para m y n, y notar particularmente los cuadrados
que estén contenidos en ellos. Como ahora
m*—n* = (mm—-nn)( mm + nn), queremos hacer la siguiente
tablita a partir de ello.
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Tabla
para los nimeros contenidos en la forma m*—n*

mm | nn | mm—-nn | mm+nn m*—n*
4 1 3 5 35
9 1 8 10 16-5
9 4 5 13 5-13
16 1 15 17 3-5-17
16 9 7 25 25-7
25 1 24 26 16-3-13
25 9 16 34 16-2-17
49 1 48 50 25-16-2-3
49 | 16 33 65 3-5-11-13
64 1 63 65 9-5-7-13
81 | 49 32 130 64-5-13
121 4 117 125 25-9-5-13
121 9 112 130 16-2-5-7-13
121 | 49 12 170 144-5-17
144 | 25 119 169 169-7-17
169 1 168 170 16-3-5-7-17
169 | 81 88 250 25-16-5-11
225 | 64 161 289 289-7-23

De esto ya podemos dar algunas soluciones. Asi pues
tomamos ff=9 y kk=4, entonces f*-k*=13-5;
ademas tomamos @gg=81 y hh=49, entonces sera
g*—h*=64-5-13, por lo tanto tt=64-25-169; en
consecuencia t=520. Como ahora tt=270400, f=3,
0=9, k=2, h=7, obtenemos a=21, b=18, de esto
p=117,q=765 y r=756; de lo cual se encuentra

2x =tt+pp+qq=3869314 yasi x=434657;
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por eso ademds y=x-pp=420968; y finalmente
Z=X-0q =—150568, este numero también se puede tomar
positivo, porque entonces se convierten la suma en una
diferencia y, al revés, la diferencia en una suma. En
consecuencia, nuestros tres nimeros buscados son:

X = 434657
y = 420968
z =150568
por lotanto X+ Yy =855625 = (925)?
X + Z = 585225 = (765)?
y +2 =571536 = (756)?
yademads x-—y= 13689 =(117)?
X —z = 284089 = (533)?
y —z = 270400 = (520)?

Se pueden encontrar otros nUmeros mediante la tabla
anterior si ponemos ff=9, kk=4 y gg=121, hh=4;
porque esto da tt=13-5-5-13-9-25=9-25-25-169, de
modo que t=3-5-5-13 =975. Yaque ahora f=3,g =11,
k=2 y h=2,entonces a=fh=6 y b=gk=22, de esto
p=aa—-bb=-448, q=aa+bb=520 y r=2ab=264,
por lo tanto obtenemos

2X =1t+pp+qq = 950625+ 200704 + 270400 = 1421729,

por lo tanto x:%, de eso y = x— pp = 1020821

— Y
2
z=x-qq=222. Ahora hay que notar que si estos

numeros tienen la propiedad buscada, los mismos
multiplicados por cualquier cuadrado, tienen que mantener
esta misma propiedad. Si entonces tomamos los nimeros
encontrados cuatro veces mas grandes, los siguientes tres
también cumplen el requisito:

X =2843458, y=2040642 y z=1761858,
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que son mas grandes que los anteriores; de modo que
aquellos pueden considerarse los mas pequefios posibles.

236.

XVI. Pregunta. Se piden tres nimeros cuadrados tales que
la diferencia entre cada dos sea un cuadrado.

La resolucion anterior también sirve para resolver esta
cuestion. Porque si X,y y z son numeros tales que estas
expresiones se convierten en cuadrados

1) x+y; L) x+z; V.) y+z;
1) x—y; V) x-z; VL) y-z

entonces el producto del primero y el segundo, xx—vyy,
también serd un cuadrado, al igual que el producto del
tercero y el cuarto, xx — zz, y finalmente también el producto
del quinto y el sexto, yy —zz, serd un cuadrado. Por lo tanto,
los tres cuadrados buscados aqui seran Xxx, yy, zz. Sin
embargo, estos nimeros se vuelven muy grandes, y sin
duda hay otros mucho mas pequefios; porque para convertir
XX—Yy en un cuadrado no es necesario que también x+y
y X—Yy sean cuadrados por separado; ya que p. ej. 25—9
es un cuadrado, aunque ni 5+ 3 ni 5— 3 sean cuadrados. Asi
que resolveremos esta cuestion por separado, y primero
notamos que se puede poner 1 para uno de los cuadrados.
Porque si Xx—Vy, XXx—2z y yy—2zz son cuadrados, entonces
siguen siendo cuadrados si se dividen entre zz; por lo tanto,
las siguientess expresiones tienen que convertirse en

cuadrados: XY _O X_1-0O vy X_1-0O
77 77 77 4
Entonces, el asunto sélo depende de estas dos fracciones
% e %; si ahora se plantea
X _ pp+l y _ qg+l
2 = e =
z pp-1

z qg-1’



PREGUNTAS DE ESTA PARTE DE LA ANALITICA 351

entonces las dos ultimas condiciones se cumplen, porque
luego

XX _q__4pp W_q__%9
2z (pp-1)2 z (q9-1)2

Por lo tanto solo falta convertir en un cuadrado la primera
expresion, que es

XX _yy _ (pp+l)® _ (qg+1)? :( pp+1 qq+1)( pp+l qq+1)
2z 7z (pp-1)?2 (qg-1)2 pp-1 " qg-1J\ pp-1 qq-1)

— _2(ppaa-1)
(pp—-1)(qq-1)’

_ _2(qg—pp) 4(ppaq-1)(99-pp)
= TopD(qqD) CUYO producto es e Como

ahora el denominador ya es un cuadrado y el numerador
esta multiplicado por el cuadrado 4, todavia es necesario
convertir en un cuadrado la expresion (ppaq—1)(qq—pp),

0 también esta (ppqq—l)(%—l); lo que sucede si se

Aqui el primer factor es pero el segundo

toman

_ ff+gg q _ hh+kk
PA=%7 Y 37 2mk

porgue entonces cada factor se vuelve un cuadrado. De ello
tenemos

_ ff+gg _hh+kk .
9 =% 2nk °

consecuentemente estas dos fracciones, multiplicadas entre
si, tienen que dar un cuadrado, y también si se multiplican
por 4ffgg - hhkk, es decir fg(ff + gg)hk(hh + kk); esta expre-
sion se vuelve perfectamente similar a la encontrada
anteriormente, si Se pone

f=a+b, g=a-b, h=c+d y k=c-d;
porque resulta 2(a* —b*)-2(c* —d*) =4(a* —b*)(c* —d*),

que, como hemos visto, sucede si aa=9,bb=4,cc=81y
dd=49, o sea a=3,b=2,¢c=9 y d=7. De esto



352 PARTE 2, SECCION 2, CAPITULO 14

obtenemos f=5,g=1, h=16 y k=2, y por lo tanto
q 260 _ 65

_13 9 _ 260 _ 65. : _—
PA=% Y =% —15- estasdos ecuaciones multlpll

cadas entre si dan qq 65 13 _13 13

, por lotanto g=

X_pp+l ﬂ
por eso sera p =+¢; entonces obtenemos - = pi-"9 ©

y _gq+l _ 185 41z _ 185z
7 o= 183 Dado que ahora x=--3= e y=7=,

entonces, para obtener nimeros enteros, tomamos z = 153,
asi obtenemos x=-697 e y=185, entonces los tres
nimeros cuadrados que estamos buscando son los
siguientes:

xx = 485809 entonces serd xx— Yy = 451584 = (672)?
yy = 34225 yy—zz= 10816 = (104)>
7z = 23409 XX — 2z = 462400 = (680)?

Estos cuadrados son mucho mas pequefios que los que
hubiéramos obtenido tomando los cuadrados de los tres
nameros X,y Yy z encontrados en la pregunta anterior.

237.

Se objetard aqui que esta resolucién se ha encontrado
mediante prueba y error, porque la realizamos con la ayuda
de la tabla anterior. Pero solo hemos utilizado este medio
para encontrar la resolucion mas pequefia; pero si no se
quiere considerar eso, entonces, se puede dar un nimero
infinito de soluciones con la ayuda de las reglas dadas
anteriormente. Dado que en la Gltima pregunta se trata de
convertir el producto

(ppag -1 (% -1)

en un cuadrado, porque ya tenemos

X _ pp+l y _ qg+l
AR it il e ==
z pp-1 z gqq-1
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entonces ponemos %: m, 0 sea ¢ =mp, asi que nuestra

expresion serd (mmp*-1)(mm-1), que obviamente se
convierte en un cuadrado si p =1; y este valor nos llevara
a otros, si ponemos p =1+s, y entonces la expresion

(mm—1) - (mm—21+4mms + 6mmss + 4mms?® + mms*)

tiene que ser un cuadrado y también sera un cuadrado si se
divide entre el cuadrado (mm-1)?, lo cual da

3 4
1+ 4mms n 6mmss n 4mms n mms .
mm-1 mm-1 mm-1 mm-1

Para abreviar, aqui ponemos —T- =a, de modo que

1+ 4as + 6ass + 4as® + as*

debe convertirse en un cuadrado. Su raiz sea 1+fs+Qss,
cuyo cuadrado es 1+ 2fs+2gss+ ffss+2fgs® +ggs®, y
determinamos f y g tal que desaparezcan los tres primeros
términos, lo cual sucede si 4a =2f o f=2a,y 6a=2g+ff,

%zBa—Zaa; entonces los dos

altimos términos dan esta ecuacion 4a+ as = 2fg +ggs, de
la cual se encuentra

en consecuencia g=

_ _ 3 _
S:4a 2fg: A;a 12:1a+8a ,osea s= sf 12a + 8aa ’
gg-a 4a”-12a°+9aa —a 4a°-12aa+9a-1
esta fraccion, simplificada con a—1, da 44(le). Este
aa—8a+1

valor ya nos da una infinidad de soluciones, porque el
nimero m, del cual surge a=—Tt-, puede ser tomado

arbitrariamente. Es necesario explicar esto con algunos
ejemplos.
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5
- _4 { c—4..3 __580
I. Sea m =2, luego a=3 yasi s=4 3= y

9

en consecuencia g=—12; finalmente

deesto p=-3I,

X_949 oy _ 6005
z 420 z 4947

13
Il.Sea m=3, luego a=2 y s=4.—>=-22 por

34
eso p=-22,y q=-L7, delocual se pueden encontrar

las fracciones ; e %

Un caso especial que merece ser notado es cuando a
es un cuadrado, como sucede si m =%, porgue entonces

sera a=<>. Para abreviar, ponemos nuevamente a = bb,
de modo que nuestra expresion sera
1+ 4bbs + 6bbss + 4bbs® + bbs*;
cuya raiz sea 1+ 2bbs + bss, su cuadrado sera
1+ 4bbs + 2bss + 4b*ss + 4b%s® + bbs*,

donde los dos primeros y los ultimos términos se can-
celan entre si, pero los otros, divididos entre ss, dan
6bb + 4bbs = 2b + 4b* + 4b3s, por lo cual

6bb—2b—4b* 3b-1-2b3.
4p3—4pb  2bb-2b 7’

S=

esta fraccion se puede simplificar con b—1, entonces sale

1—2b—2bb 1-— 2bb
S=7% Y P=

También se podria haber puesto la raiz cuadrada de la
expresion anterior 1+ 2bs-+ bss, cuyo cuadrado es

1+ 4bs + 2bss + 4bbss + 4bbs® + bbs*,
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donde el primero y los dos ultimos términos se cancelan
entre si, pero los otros divididos entre s dan

4bb + 6bbs = 4b + 2bs + 4bbs.
Dado que bb= 25 y b=

p=-1, en consecuencia pp —1=0; de lo cual no se
encuentra nada, porque seria z=0.

=, se obtendria s=-2 vy

En el caso anterior, sin embargo, dado que p = 1‘Zf)bb :
si m=3 > yluego a=2=bb, porlotanto b=2, enton-
_ 17 .
ces resultan p_—ﬁ y q=mp=- 12, en consecuencia
X _ 689 y _ 433

7-m Y 7715

238.

XVII. Pregunta. Se piden tres numeros cuadrados Xx,
yy y zz, de modo que la suma de cada dos vuelva a ser un
cuadrado.

Dado que estas tres expresiones XX-+Vy, XX+zz e

yy+zz deben convertirse en cuadrados, se dividen las
mismas entre zz, obteniendo las siguientes tres expresio-
nes:

L) 2+ Z=00; 1) Z+1=0; m) Z+1=0.
7z 77 2z

Ya que las dos ultimas cumplen con las condiciones si

x_pp1l o y_gal
z 2p z 2q ’
con las cuales la primera expresion se convierte en

(pp-1)? L —1)2
4pp 4qq

, que también tiene que ser un cuadrado

. . . _ 12 _1\2
si se multiplica por 4, es decir (ppppl) +(qqqq1) 0

también multiplicada por ppqq, es decir,

qq(pp—1)%+ pp(qq -1)* =
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que es dificil de conseguir sin conocer un caso en el que la
expresion sea un cuadrado; pero no es facil adivinar un caso
asi, por lo que hay que recurrir a otros métodos, algunos de
los cuales expondremos.

I. Como la expresién puede tomar la forma siguiente

qq(p+1)?*(p—1)%+ pp(a+1)*(q-1)* =0,

entonces hacemos que se pueda dividir entre el
cuadrado (p+1)% lo cual sucede si se toma
q-1=p+1 0 q=p+2,entonces serd q+1=p+3,
por lo tanto nuestra expresion se convierte en

(p+2*(p+1*(p—1)*+ pp(p+3)*(p+1)* =],

que, dividida entre (p-+1)?, tiene que ser un cuadrado,
es decir

(p+2)*(p—-1)7%+ pp(p+3)?

y en forma desarrollada, 2p*+8p*+6pp—4p+4.
Como aqui el dltimo término es un cuadrado,

ponemos la raiz 2+fp+gpp o gpp+fp+2, cuyo
cuadrado es

ggp* + 2fgp® + 4gpp + ffpp + 4fp + 4,

donde se tienen que determinar f y g de manera que
desaparezcan los tres Gltimos términos, lo que sucede
si —4=4f 0sea f=—1,y 6=4g+1,0sea g=2,
entonces los primeros términos divididos entre p* dan

2p+8=ggp+2fg=22p—2, de donde encontramos

2
p=-24 'y (q=-22; por lo tanto obtenemos

X_pp1l_ 575 __55 y_99-1_ 483
z~ 2p 48 0 X=—7g2 € z~ 29 44
0 y=— 48,

Ahoratomamos z=16-3-11, luego x=575-11
e y=483-12; por lo tanto, las raices de los tres
cuadrados buscados son las siguientes:
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X=6325=11-23-25, y=5796=12-21-23 y
z=528=3-11-16,

porque entonces

XX+ yy = 232(275% + 252%) = 23% - 373?

XX+ 2z =11?(575* + 48%) =11%-5772

yy +2z =122(483? + 44%) =12?-485%
Ademaés hay una infinidad de maneras de hacer que
nuestra expresion sea divisible entre un cuadrado;
ponemos p. ej. (q+1)>=4(p+1)* o g+1=2(p+1),

esdecir, q=2p+1 y q—1=2p, por lo cual nuestra
expresion se convierte en

2p+1)*(p+D)*(p-1*+ pp-4-(p+1)*(4pp) =L,
que dividida entre (p+1)? da
2p+D?(p-1)*+16p* =0, o
20p*—4p*-3pp+2p+1=017],
pero de la cual no se puede encontrar nada.

Por lo tanto ponemos  (q—1)’=4(p+1)?), o
g-1=2(p+1),entonces q=2p+3 y q+1=2p+4
0 q+1=2(p+2); por lo cual nuestra expresion
dividida entre (p+1)? seréa:

(2p+3)*(p—1)* +16pp(p +2)?,
eso es 9-6p+53pp+68p*+20p* su raiz sea
3—p+gpp, cuyo cuadrado es

9—-6p+69pp+ pp—2gp° + ggp*.

Aqui se toma 53=6g+1 o gz% para hacer

desaparecer los terceros términos, entonces los otros
términos divididos entre p* dan 20p+68 = ggp — 29
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256 _ 496 189
0 =-=-5p, porlotanto p= 31 y q=7;, delo

cual sale nuevamente una solucion.

. Ponemos q—lzg(p—l), entonces

y q+1—% % 3(2p+1)

Wl

q=5p-

por lo tanto, nuestra expresion dividida entre (p —1)?
sera

2
Bl (p+2)7+ 5 pp(2p +1)%,

que multiplicada por 81 sera
9(4p — D*(p+1)?+64pp(2p+1)? =
400p* +472p* +73pp—-54p +9,
donde tanto el primer como el ultimo término son

cuadrados. Asi que se pone laraiz 20pp —9p + 3, cuyo
cuadrado es

400p* —360p% +201pp—54p+9

y por eso se obtiene 472p+ 73 =—360p + 201, por lo
tanto

2 8 1 5
P=13 Y Q=353 "39-
También se puede poner 20pp+9p—3 para la
raiz anterior, cuyo cuadrado es

400p* +360p* —120pp +81pp—54p +9,

comparado con nuestra expresion da
472p+73 =360p—39, ydelocual sale p=-1, pero
el valor no sirve de nada.

Tambien se puede hacer que nuestra expresion se
pueda dividir incluso entre ambos cuadrados (p+ 1)?
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y (p—1)* al mismo tiempo. Para este fin se pone

_ pt+l p
q=-75 entonces seran

pt+p+t+l _ (p+1)(t+1)

q+l= p+t p+t

_ pt=p-t+1 _ (p-1)(t-1)
q-1= p+t  — p+t !

por lo cual nuestra expresion dividida entre
(p+1)*(p-1)* es

_ (pt+1)?
© (p+t)?

(t+1)2(t-1)2
(p+t)*

+pp

que, multiplicada por el cuadrado (p+t)*, también
tiene que ser un cuadrado, es decir,

(pt+1)?(p+t)* + pp(t+1)*(t-1)* o
ttp* + 2t (tt +1) p® + 2ttpp + (tt +1)? pp + (tt —=1)% pp
+ 2t(tt+1) p+tt,
donde tanto el primer término como el Gltimo son

cuadrados. Por eso ponemos la raiz tpp+ (tt+1)p—t,
cuyo cuadrado es

ttp® + 2t(tt + 1)p® — 2ttpp + (tt + 1)%pp — 2t(tt + 1)p + tt,
comparado con nuestra expresion da:
2ttp + (tt +1)? p+ (tt —1)? p + 2t(tt +1)
= =2ttp + (tt +1)? p— 2t (tt + 1),
0 sea
4ttp+(tt—1)?p+4t(tt+1)=0 o
(tt+21)2 p+4t(tt+1) =0,

— 4t .
tt+1’

-3ttt +1 _t3-3t
tt+1 y p+t_tt+1’en

es decir, tt+1= —4—pt, de lo cual obtenemos p =

por lo cual seran pt+1=
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VI.

consecuencia ¢ = tﬁ“ ;’tl, donde t puede ser tomada

arbitrariamente.
Sea p. ej. t=2, entonces p:—% y q:—l—zl, de lo
cual encontramos

lzpp—l__sg e l:qqfl_ 117

z 2p 80 z 29 44

_ 313 _9-13
=252 € y=77;2 Ahora tomamos

z=4-4-5-11, entonces seran x=3-13:11 e
y=4-5-9-13: por lo tanto las raices de los tres
cuadrados buscados son

x=3-11-13 =429,
y=4-5-9-13=2340 y
z=4-4-5-11 = 880.

Las cuales son aun mas pequefias que las encontradas

anteriormente.
Pero de estas resultan

XX+ yy = 32 -132 (121+ 3600) = 32 -13? - 612;
xx+ 2z =112 - (1521+ 6400) =112 -897;
yy +2z =207 - (13689 +1936) = 202 - 125

0O sea X

Finalmente, observamos en esta pregunta que se
puede encontrar facilmente otra solucién a partir de
cualquier solucion: porque si se han encontrado estos
valores x=a, y=b y z=c¢, de modo que
aa+bb="[],aa+cc="0]y bb+cc=L],entonces los
siguientes valores también satisfaran las condiciones:
x=ab, y=bc y z=ac, porque tendremos

XX + Yy = aabb + bbcc = bb(aa + cc) = [
XX +zz = aabb + aacc = aa(bb + cc) = [
Yy +2z = aacc + bbcc = cc(aa+ bb) = L.

Como acabamos de encontrar
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x=a=3-11-13;
y=b=4-5-9-13 y
z=Cc=4-4-5-11,

entonces de ello obtenemos, segun la nueva solucién:

X=ab=3-4-5-9-11-13-13
y=bc=4-4-4-5-5-9-11-13
z=ac=3-4-4-5-11-11-13

Todas las tres soluciones se pueden dividir entre
3-4-5-11-13y, por lo tanto, se pueden reducir a la
siguiente forma

x=9-13, y=3-4-4-5 y z=4-11,
es decir
x=117, y=240 y z=44,

las cuales son aun mas pequefias que las anteriores;
asi, ahora tenemos

XX +Yyy = 71289 = 267°
XX + 2z = 15625 = 1252
yy +2z = 59536 = 2442,
239.
XVIII. Pregunta. Se piden dos nimeros x e vy, tal que

si se suma uno al cuadrado del otro, salga un cuadrado, de
modo que estas dos expresiones xx+Yy € yy-+Xx deben ser
cuadrados.

Si se quisiera plantear inmediatamente XxX-+y =pp

para la primera y deducir y=pp—xx de esto, la otra
expresion seria p*—2ppxx+x* +x = [, cuya resolucién no
salta a la vista.

Pero planteamos para ambas expresiones a la vez

XX+Y=(p—X)>=pp—2pX+XX €
yy+x=(d-y)* =dq—2ay+yy,
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de donde obtenemos estas dos ecuaciones:

) y+2px=pp y Il) x+2qy=qq,

a partir de las cuales se pueden encontrar facilmente x e vy,
obteniendo

29pp—qq e _ 2paq—pp.

X=p—1 Y="4pq-1

donde se pueden tomar p y q arbitrariamente.

Por ejemplo, ponemos p=2 y q=3, entonces se

obtienen estos dos nimeros buscados x=% e y= 23,

porque entonces seran

225 | 32 _ 961
XX+ Y =520 23 " 529 (2 )

1024 1369
WHX="%% +_ 529 ( )

Ademas, tomamos p=1 y =3, entonces seran

X ——1—?’1 e y= 11, pero como un nUmero es negativo, no
se quisiera aceptar esta solumon.
-3 _ 1
Ponemos p=1y q=3, entonces Xx=-5 € y=g;,

porque entonces seran

XX+ Y =14 55

0 7 _28_(17)"
400 10 © 400 —

_ 49,3 _64_(8
WHX=10t20= 100_(10)'

240.

XIX. Pregunta. Hay que encontrar dos nimeros cuya
suma sea un cuadrado, y cuyos cuadrados sumados sean un
bicuadrado.

Los nimeros buscados sean X € y, Yy COMO XX+Yy
tiene que ser un bicuadrado, primero convertimos el mismo
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en un cuadrado, lo que sucede si x=pp—-qgq e y=2pq,
porque entonces Xx+Yyy = (pp+qq)® Para que esto se
convierta en un bicuadrado, pp+qq tiene que ser un
cuadrado, por eso ademés se pone p=rr—ss y q=2rs,
entonces sera  pp+qq = (rr +ss)?; en consecuencia

XX +Yyy = (rr +ss)*,
que por lo tanto es un bicuadrado. Pero entonces
X=r*—6rrss+s* e y=4r’s—4rs’.
Entonces, lo que queda es que esta expresion
X+Yy=r"+4r% —6rrss—4rs® +s*

se convierta en un cuadrado; ponemos su raiz rr+2rs+ss,
por lo que nuestra expresion es igual a este cuadrado
r*+4r®s+6rrss+4rs*+s*, donde los dos primeros vy
altimos términos se cancelan entre si, pero los demas

divididos entre rss dan 6r+4s=-6r—4s, o0 sea

12r+8s=0; asi s=—2'=-3r. O también se puede

poner la raiz rr—2rs+ss, para que desaparezcan los
cuartos términos; como el cuadrado de ella es
r*—4r3s+6rrss —4rs® +s*, los términos restantes divididos
entre rrs dan 4r—6s=-4r+6s, o sea 8r=12s, por lo

tanto r :gs; siahora r=3 y s=2, entonces x=-119
seria negativo.

Pongamos ademéas r :%s +1; para nuestra expresion
ahora calculamos

rr :%ss+33t+tt, rs =%s3+2773$t+%stt+t3,

en consecuencia
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r*= ﬂs +—s3t+ sstt+6st3+t4

+4r3s = 73 +27s3t+18sstt+4st3
—6rrss = —2—2754 —18s% — 6sstt

—4rs® =— 6s*— 4s%
+s'=+ ¢*

asi nuestra expresion es ES +—s3t+ sstt+1Ost3+t4

la cual tiene que ser un cuadrado, y por lo tanto también si
se multiplica por 16; entonces se obtiene esta expresion

s* +296s°t + 408sstt +160st® +16t*;

su raiz sea ss+ 148st — 4tt, cuyo cuadrado es
s* +2965°t + 21896sstt —1184st® +16t*.

Aqui los dos primeros y Gltimos términos se cancelan entre
si, pero los demas, divididos entre stt, dan

21896s —1184t = 408s +160t

y entonces

s_ 1344 _ 336 _ 84
t — 21488 ~ 5372 1343

Por lo tanto, tbmense s=84 y t= 1343, en consecuencia
r =1469; y de estos nimeros r = 1469 y s =84 encontra-
mos

X =r*—6rrss+s* = 4565486027761 e
y = 1061652293520.
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CAPITULO 15

RESOLUCION DE AQUELLAS PREGUNTAS QUE
REQUIEREN CUBOS

241.

En el capitulo anterior se trataron preguntas en las que
se tenian que convertir ciertas expresiones en cuadrados, y
ahi tuvimos la oportunidad de explicar varias herramientas
mediante los cuales se pueden poner en practica las reglas
dadas anteriormente. Ahora todavia falta considerar
aquellas preguntas, donde ciertas expresiones se deben
convertir en cubos; las reglas para esto ya se dieron en el
capitulo anterior, pero ahora se aclarardn mas al resolver las
siguientes preguntas.

242.

I. Pregunta. Se piden dos cubos x* e y* cuya suma
también deberia ser un cubo

Como x*+Yy® debe convertirse en un cubo, entonces
esta expresion dividida entre y* también tiene que ser un
cubo, o sea §—2+1:cubo. Ponemos §= z-1, entonces
obtenemos z% - 3zz + 3z, que debe ser un cubo; si, segin las
reglas anteriores, se quisiera poner la raiz cubica z—u, cuyo
cubo es z*®—3uzz +3uuz —u?, y determinar u de tal manera
que los segundos términos también desaparezcan, entonces
seria u = 1; pero los términos restantes darian

3z=3uuz-u®=3z-1,

de lo cual resulta que z es igual al infinito, valor que no
nos ayuda. Pero si dejamos u indeterminada, obtenemos
esta ecuacion:

—32z2+3z =—-3uzz+ 3uuz - U3
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de esta ecuacion cuadratica determinamos el valor de z;
obtenemos ahora 3uzz-3zz=3uuz-3z-U3 es decir,

3u-1)zz=3@uu-1)z—-u® osea zz=(u+1)z— de

_u
3u-1)°
la cual se encuentra

7=

ul , fuus2udl ud
2 © Z 3D

u+l —u3+3uu—3u—3
=4, [—— = =
2= e

Entonces, se trata de convertir esta fraccién en un
cuadrado, por lo que multiplicamos la fraccion arriba y
abajo por 3(u—1) para que haya un cuadrado abajo, es
—3u*+12u%-18uu+9

36(u-1)2
ser convertido en un cuadrado. De hecho, el ultimo término
del mismo ya es un cuadrado, pero si, segun la regla,
ponemos la raiz guu+ fu+ 3, cuyo cuadrado es

decir,

, cuyo numerador todavia tiene que

ggu* + 2fgu® + 6guu + ffuu + 2fu + 9

y hacemos desaparecer los tres Gltimos términos, entonces
primero serd 0=2f osea f=0,yluego 6g+ff=-18,y
por eso g=-—3; por lo tanto los dos primeros términos
divididos entre u® dan —3u+12 = ggu + 2fg = 9u; y luego
u =1, valor que no nos lleva a ninguna parte. Si queremos
poner ademas u=1+t, nuestra expresion se convierte en
—12t-3t*, que deberia ser un cuadrado, lo que no puede
suceder a menos que t sea negativo. Por lo tanto sea
t = —s, asi nuestra expresion se convierte en 12s—3s*, que
enel caso s=1 se convierte en un cuadrado, pero luego
serian t=—1 y u=0, de lo cual no se puede encontrar
nada. No importa cédmo se ataque el asunto, nunca se
encontrara un valor que nos lleve a nuestro fin; de ello se
puede concluir con bastante seguridad que no es posible
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encontrar dos cubos, cuya suma sea un cubo; pero esto
también se puede demostrar de la siguiente forma.

243.

Teorema. No es posible encontrar dos cubos cuya
suma o diferencia sea un cubo.

Lo principal a tener en cuenta aqui es que si la suma es
imposible, la diferencia también tiene que ser imposible.
Porque si es imposible que x3+Y? =23, entonces también
es imposible que zZ2-y®*=x° pero ahora z*-y® es la
diferencia de dos cubos. Por lo tanto, basta con demostrar
la imposibilidad solo de la suma, o también so6lo de la
diferencia, porque de cada una de ellas resulta la otra. Pero
la demostracion en si consistira en los siguientes pasos.

I. Se puede suponer que los nimeros x e y son primos
entre si. Porque si tuvieran un divisor comin, se
podrian dividir los cubos entre el cubo del mismo. Si
p. . fueran x=2a e y=2b, entonces seria
X3 +y* = 8a®+8b? y si esto fuera un cubo, entonces
a®+b?® también tendria que ser un cubo.

II. Como x e y no tienen divisor comdn, estos dos
ndmeros son 0 ambos impares 0 uno es par y el otro
es impar. En el primer caso, z tendria ser par; en el
otro caso, sin embargo, z tendria que ser impar.
Entonces, de los tres numeros X,y Yy z, siempre dos
son impares y uno es par. Por lo tanto, tomaremos los
dos numeros impares para nuestra demostracion,
porque no importa si demostramos la imposibilidad de
la suma o la diferencia, porque la suma se convierte
en la diferencia si una raiz se vuelve negativa.

I1l. Por lo tanto, sean x e y dos nimeros impares, asi

tanto su suma como su diferencia seran pares. Por eso
X+y _ X=y _ _
ponemos —*=p Yy =>=d, entonces X=p+q e
y=p-q, de lo cual es evidente que de los dos
ndmeros p y g uno tiene que ser par, el otro tiene

que ser impar. Entonces ahora tenemos
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x*+y®=2p°+6pqq =2p(pp+39q);

por lo tanto se tiene que demostrar que el producto
2p(pp+3qqg) no puede ser un cubo. Pero si el asunto
se demostrara para la diferencia, entonces seria
x® —y® =6ppq+29° =2q(qq+3pp), expresion que
es bastante similar a la anterior, en que solo las letras
p Yy g estan intercambiadas. Por lo tanto, es suficiente
demostrar la imposibilidad de esta expresion
2p(pp +3qq), porque de ello resulta necesariamente
que ni la suma ni la diferencia de dos cubos pueden
convertirse en un cubo.

. Si 2p(pp+3qq) fuera un cubo, seria par y entonces

divisible entre 8: por tanto, la octava parte de nuestra
expresion también tendria que ser un nimero entero y

ademas un cubo, es decir, %p(pp+3qq). Dado que

uno de los nUmeros p y q es par, pero el otro es
impar, pp+3qg serd un nimero impar y no se puede
dividir entre 4, de lo cual se deduce que p tiene que

ser divisible entre 4y, por lo tanto, % sera un numero
entero.
Si este producto %-(pp +3qq) fueraun cubo, enton-

ces cada factor por separado, es decir, % y pp+3qq,

tendria que ser un cubo, siempre y cuando no tengan
un divisor comin. Porque si un producto de dos
factores que son primos entre si debe ser un cubo, cada
uno tiene que ser necesariamente un cubo; pero si
tienen un factor comun, este tiene que considerarse
por separado. Entonces, aqui la pregunta es si estos
dos factores p y pp-+3qgq no podrian tener un factor
comun; lo cual se investigara de la siguiente manera.
Si tuvieran un divisor comun, entonces estos pp Yy
pp +3qQg también tendrian el mismo divisor comdn y,
por lo tanto, su diferencia, que es 3qg, tendria el
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VI.

VII.

VIII.

mismo divisor comin con pp; dadoque p y g son
primos entre si, los nUmeros pp Yy 3gq no pueden
tener ningun otro divisor comun que 3, lo que sucede
si p se puede dividir entre 3.

Por eso tenemos que considerar dos casos: el primero
es cuando los factores p y pp+3qggq no tienen un
divisor comun, lo que siempre ocurre cuando p no se
puede dividir entre 3; el otro caso es cuando tienen un
divisor comun, lo que sucede cuando p se puede
dividir entre 3, y entonces ambos seran divisibles
entre 3. Estos dos casos tienen que distinguirse
cuidadosamente entre si, porque la demostracion tiene
que darse para cada caso por separado.

Primer caso. Suponemos que p no sea divisible entre

3 vy, por lo tanto, nuestros dos factores % y pp+3qq

sean primos entre si, por lo que cada uno de ellos
tendria que ser un cubo por si mismo. Asi que
hagamos de pp+3gq un cubo, lo que sucede si se
pone como se ha indicado arriba:

p+av-3=(t+uy-3)* y p—qgv-3=(t—uvJ-3)%
Para que entonces sea pp +3qq = (tt+3uu)® y por lo
tanto un cubo; pero entonces sera

p=t3-9uu =t(tt—9uu) y

q = 3ttu —3u® = 3u(tt —uu);
como ahora g es un nimero impar, entonces u tiene
que ser impar también, pero t tiene que ser par,
porgue de lo contrario tt—uu seria un numero par.

Dado que se ha convertido pp+3qg en un cubo y se
ha encontrado

p =t(tt —9uu) =t(t +3u)(t —3u),

entonces ahora %, y por lo tanto también 2p, ten-

drian que ser cubos; por eso, esta expresion
2t(t+3u)(t—3u) tendria que ser un cubo. Cabe
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sefialar aqui que t es en primer lugar un nimero par
y no divisible entre 3, porque de lo contrario p
también seria divisible entre 3, caso que aqui se
excluye expresamente; entonces, estos tres factores
2t,t+3u y t—3u son primos entre si y, por lo tanto,
cada uno tendria que ser un cubo en si mismo. Por eso,
ponemos t+3u=f%® y t-3u=g? de modo que
2t =f3+g° Pero ahora 2t también es un cubo, y en
consecuencia tendriamos dos cubos f* y g*® cuya
suma volveria a ser un cubo, los cuales obviamente
serian mucho mas pequefios que los cubos x* e V3
planteados al principio. Porque después de haber
puesto Xx=p+q e y=p—q, ahora hemos
determinado p y g por las letras t y u, los nimeros
p Yy g tienen que ser mucho mayores que t y u.

. Entonces, si hubiera dos de esos cubos en los nimeros

mas grandes, también se podrian indicar cubos en
nimeros mucho mas pequefios cuya suma también
seria un cubo, y de esta manera siempre se podrian
obtener cubos méas pequefios del mismo tipo. Dado
que ciertamente no existen tales cubos en ndmeros
pequefios, tampoco son posibles en los mas grandes.
Esta conclusion es confirmada por el hecho de que el
otro caso también conduce a lo mismo, como veremos
a continuacion.

. Segundo caso. Sea p divisible entre 3, pero g no, y

ponemos p=3r, entonces nuestra expresion se con-
vierte en

% -(9rr+3qq), o % r(3rr+qq),

donde ambos factores son primos entre si, porque
3rr+qqg no se puede dividir ni entre 2 ni entre 3, y
r tiene que ser par al igual que p, por lo tanto cada
uno de estos dos factores tiene que ser un cubo en si
mismao.
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XI.

XII.

Si ahora convertimos el segundo 3rr+qqg, 0 qq+3rr,
en un cubo, encontramos, como arriba, g = t(tt— 9uu)
y r=3u(tt—uu); donde hay que tener en cuenta que,
debido a que q eraimpar, t también aqui tiene que
ser impar, pero u tiene que ser un nimero par.

Porque ahora ' también tiene que ser un cubo, y

4
por lo tanto también si se multiplica por el cubo 2%

entonces % es decir 2u(tt—uu) = 2u(t+u)(t—u),

tiene que ser un cubo. Los tres factores son primos
entre si y por lo tanto cada uno tendria que ser un cubo
en si mismo; pero si se ponen t+u=f3y t—u=¢g?
entonces eso implica que 2u=f3-g? que también
tendria que ser un cubo, ya que 2u es un cubo. De
modo que se tendrian dos cubos f* y g* mucho mas
pequefios cuya diferencia seria un cubo, y en
consecuencia también se tendrén tales cuya suma seria
un cubo; porque solo se necesita poner f3—g®=h3,
luego f3=h*+g? por lo que se tendrian dos cubos
cuya suma seria un cubo. Esto confirma
completamente la conclusién anterior de que incluso
en los nimeros mas grandes no existen tales cubos,
cuya suma o diferencia sea un cubo, y esto se debe a
que no se puede encontrar lo mismo en los numeros
mas pequefios.

244,

Debido a que ahora no es posible encontrar dos cubos

cuya suma o diferencia sea un cubo, también nuestra
primera pregunta es obsoleta, y se suele comenzar con la
pregunta cOmo se encuentran tres cubos cuya suma dé un
cubo; pero se pueden tomar dos de ellos arbitrariamente, de
modo que solo se debe encontrar el tercero; ahora trata-
remos esta pregunta.
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245.

I1. Pregunta. Para dos cubos dados a*® y b* se pide un

tercer cubo x® que junto con ellos forme nuevamente un
cubo.

Entonces, esta expresion a®+b*+x* se debe convertir

en un cubo; dado que eso no puede suceder a menos que ya
Se conozca un caso, pero uno de tales casos salta a la vista,
es decir, x=—a, entonces ponemos X =Yy -—a, obteniendo
x3 =y3—3ayy + 3aay —a’, y por eso nuestra expresion, que
debe convertirse en un cubo, serd y*—3ayy+ 3aay +b?,
cuyo primer y Gltimo término ya son cubos; por lo tanto se
pueden encontrar dos resoluciones inmediatamente.

Seguln la primera, ponemos la raiz y+b, cuyo cubo
es y3+3byy+3bby+b% del cual obtenemos

—3ay+3aa=3by+3bb, luego y=23L_5_p: en

a+b
consecuencia x =—b, que no nos sirve para nada.

. Pero también se puede poner la raiz b +fy, cuyo cubo

es f3y?+3bffyy +3bbfy + b3 y determinamos f tal
que los terceros términos también desaparezcan, lo

que sucede si 3aa = 3bbf, 0 sea f:%, porque

entonces los dos primeros términos divididos entre yy
dan

3at
NS

P

y—3a= f3y+3bff =b—6y+

que multiplicado por b® da
b®y —3ab® =a’y +3a‘b?;
de lo cual encontramos

_ 3a%B+3ab®  3abd(a®+b%)  3abd
© pb-a® pb_a®  p3-a3’

y asi
2ab3+at 2b3+ad
X=y-a= b*a® & plad




PREGUNTAS QUE REQUIEREN CUBOS 373

Si estan dados los dos cubos a® y b® hemos
encontrado la raiz del buscado tercer cubo, y para que sea
positiva, solo necesitamos poner b*® para el cubo mas
grande, lo cual queremos explicar mediante algunos
ejemplos.

I. Sean los dos cubos dados 1y 8, de modo que a=1y

b =2, entonces esta expresion 9+Xx*® se convierte
17.

en un cubo si x==; porque entonces sera
3
3 _ 8000 _ (20
9+X° =753 _( 7)

I. Sean los dos cubos dados 8 y 27, de modo que a=2
y b =3, entonces esta expresién 35+x* se convierte

en un cubo si x=%.

I1l. Sean los dos cubos dados 27 y 64, de modo que a =3

y b =4, entonces esta expresién 91+x* se convierte

en un cubo si x:43—675.

Si se quisieran encontrar mas de esos terceros términos
para dos cubos dados, entonces en la primera expresion
2ab%+a’

b3_a3
luego se llegaria a una formula similar , mediante la cual se
podrian determinar nuevos valores para z, pero lo cual

conduciria a calculos demasiado extensos.

a®+b*+x® se tendria que poner x=

+z ,yaque

246.

Pero en esta pregunta ocurre un caso curioso; si los dos
cubos dados son iguales entre si, 0 sea b=a; entonces
4 .
obtenemos X = 3% que es infinito, por lo cual no
llegamos a una solucién. Por eso, la cuestion de convertir
2a®+x* en un cubo aln no se ha resuelto. Sea p. ej. a=1
y por lo tanto nuestra expresion sera 2 +x3, entonces hay
que notar que, sin importar los cambios que se hagan,

cualquier esfuerzo sera en vano, y nunca se podra encontrar
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un valor adecuado para x. Entoces, se puede deducir con
bastante seguridad que para un cubo doble no se puede
encontrar ningun cubo que junto con aquel forme un cubo,
es decir, que esta ecuacion 2a®+x® =y?® esimposible; pero
de ella surge esta 2a®=y*—x3, y por lo tanto tampoco es
posible encontrar dos cubos cuya diferencia sea un cubo
doble, lo cual también es cierto para la suma de dos cubos
y se puede demostrar de la siguiente manera.

247.

Teorema. Ni la suma ni la diferencia de dos cubos
nunca pueden ser iguales a un cubo doble, es decir, esta
ecuacion x*+y® =2z es imposible en si misma, excepto
en el caso en que Yy = X, el cual es evidente.

Aqui nuevamente se puede suponer que X e Yy son
primos entre si, porque si tuvieran un divisor comun,
entonces z también tendria que ser divisible entre €l 'y, por
lo tanto, toda la ecuacion podria dividirse entre su cubo.
Dado que x®+y® ahora debe ser un nimero par, X e Yy
ambos tienen que ser impares, por lo que tanto su suma

como su diferencia seran pares. Por lo tanto ponemos

“F=p y SL=q, entonces x=p+q e y=p-q; por
lo tanto, uno de los numeros p y q tiene que ser par, pero

el otro tiene que ser impar. Y de esto resultan

x*+y*=2p*+6pqq=2p(pp+3qq) Yy
x® —y* =6ppq +2qg° = 2q(3pp +qq),

gue son dos férmulas completamente similares. Por eso es
suficiente demostrar que esta expresion 2p(pp-+3qq) no
puede ser un cubo doble, y que por ende esta p(pp+3qq)
no puede ser un cubo, cuya demostracion esta contenida en
los siguientes puntos.
I. Aqui nuevamente hay que considerar dos casos, el
primero de los cuales es cuando los dos factores p y
pp +3qQg no tienen divisor comun, entonces cada uno
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VI.

tiene que ser un cubo por separado; pero el otro caso
es cuando tienen un divisor comun que, como hemos
visto anteriormente, no puede ser otro que 3.

. Primer caso. Asi pues, p no sea divisible entre 3, por

lo que los dos factores son primos entre si; entonces,
primero convertimos pp-+3gq en un cubo, lo que
sucede si p=t(tt—9uu) y q=3u(tt—uu), de modo
que el valor de p aun tendria que ser un cubo. Como
t no es divisible entre 3, porque de lo contrario p
también seria divisible entre 3, estos dos factores t y
tt—9uu son primos entre si y, en consecuencia, cada
uno tiene que ser un cubo por separado.

Este Gltimo, sin embargo, tiene dos factores, es decir,
t+3u y t-3u, que son primos entre si, primero
porque t no se puede dividir entre 3, pero luego
porque de los nmeros t y u, uno es pary el otro es
impar. Porque si ambos fueran impares, entonces no
solo p sinotambién q se volverian impares [pares],
lo que no puede ser, por lo tanto, cada uno de estos
factores t+3u y t—3u tiene que ser un cubo por
separado.

Por lo tanto, ponemos t+3u=f?% y t—3u=g? luego
2t =f%+g® Pero ahora t es en si mismo un cubo que
sea = h? de modo que seria f3+g*=2h3 es decir,
tendriamos dos cubos mucho mas pequefios, f* y g?,
cuya suma también seria un cubo doble.

Segundo caso. Ahora sea p divisible entre 3y, por lo
tanto g no. Entonces ponemos p = 3r, asi nuestra
expresion se convierte en

3r(9rr +3qq) =9r(3rr +qq),

cuyos factores son ahora primos entre si y por eso cada
uno tiene que ser un cubo.

Para convertir el dltimo qg+3rr en un cubo,
ponemos q = t(tt—9uu) y r = 3u(tt—uu), entonces de
nuevo uno de los nimeros t y u uno tiene que ser
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VIL.

VIII.

par, pero el otro tiene que ser impar, porque de lo
contrario los dos numeros q y r serian pares. De esto
obtenemos ahora el primer factor 9r = 27u(tt—uu),
que tendria que ser un cubo Yy, en consecuencia,
también dividido entre 27, es decir, u(tt—uu), que es
u(t+u)(t—u).

Como estos tres factores son primos entre si, cada uno
tiene que ser un cubo por separado. En consecuencia,
sisepone t+u="f*y t—u=g® paralosdos Gltimos,
se obtiene 2u =f3-g?% como u ahora también tiene
que ser un cubo, obtenemos dos cubos f* y g* en
nimeros mucho mas pequefios, cuya diferencia seria
un cubo doble también.

Como no existen tales cubos en ndmeros pequefios
cuya suma o diferencia seria un cubo doble, esta claro
que tampoco existen en los nimeros mas grandes.

. Se podria objetar que como existe tal caso en nimeros

mas pequenos, es decir, si f =g, la conclusion anterior
podria ser engafiosa. Sin embargo, si f= g, entonces
en el primer caso se tendria t+3u=t—3u y luego
u =0, en consecuencia seria también g=0 y como
habiamos puesto x=p+q e y=p—q, entonces los
dos primeros cubos x* e y* habrian sido iguales entre
si, caso que se excluyd expresamente. Del mismo
modo en el otro caso, si f =g, entonces tendrian que
ser t+u=t—u Yy luego de nuevo u=0, por eso
también r=0 vy, en consecuencia, p =0, entonces de
nuevo los dos primeros cubos x® e y* serian iguales
entre si, caso que no se considera en absoluto.

248.
[1l. Pregunta. Se piden de manera general tres cubos

X3, y® y 73 cuya suma dé también un cubo.

Ya hemos visto que se puede suponer que dos de estos

cubos son conocidos y el tercero siempre se puede
determinar basandose en ellos, siempre y cuando los dos
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primeros no sean iguales entre si; sin embargo, utilizando
el método anterior, se encontrara solo un valor para el tercer
cubo en cada caso y seria muy dificil encontrar varios mas

de él.
Asi que aqui consideramos que los tres cubos sean

desconocidos; y para dar una resolucion general ponemos
x*+y*+23=V3 y llevamos uno de los primeros cubos al
otro lado para obtener x3®+y®=V3—z% ecuaciéon que se
puede satisfacer de la siguiente manera.

Ponemos X =p+q e y = p— ¢, entonces, como hemos
visto, x*+y>=2p(pp+3qq); ademas, ponemos
V=r+s y z=r-s, entonces V3—z°=2s(ss+3rr);
por lo tanto tiene que ser

2p(pp +3qq) = 2s(ss+ 3rr),
0 sea

p(pp +3qQ) = s(ss+3rr).

. Hemos visto anteriormente que un ndmero como

pp+3qQg no tiene otros divisores que los contenidos
en esta misma forma. Dado que estas dos expresiones
pp+3qq y ss+3rr tienen que tener necesariamente
un divisor comun, el cual entonces sea = tt+ 3uu.

Para este fin ponemos

pp+39q = (ff +3gg)(tt+3uu) vy
ss + 3rr = (hh + 3kk)(tt + 3uu),

entonces sera p=ft+3gu y q=gt—fu; en
consecuencia
pp = fftt+6 fgtu +9gguu vy
qq = ggtt — 2 fgtu + ffuu;
deello
pp +3qq = (ff +3gg)tt + (3ff +9gg)uu,

esto es
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pp +3qq = (ff +3gg)(tt +3uu).
IV. De la misma manera obtenemos de la otra expresion:
s=ht+3ku y r=kt—hu,
de lo cual surge la siguiente ecuacion

(ft +3gu)( ff +3gg)(tt +3uu) =
(ht + 3ku)(hh + 3kk)(tt + 3uu),

que dividida entre tt+3uu da

ft( ff +3gg) +3gu( ff +3gg) =
ht(hh + 3kk) + 3ku(hh + 3kK),

0 Sea
ft( ff +3gg) — ht(hh +3kk) =

3ku(hh +3kk) —3gu( ff +3gg),

de lo cual tenemos

t= 3k (hh+3kk) — 3g( ff +3g9g) u
~ f(ff+3gg) —h(hh+3kk) ~°

V. Para obtener nimeros enteros se toma
u = f (ff +3gg)—h(hh+3kk),
entonces
t =3k (hh+3kk) —3g( ff +3g09),

donde las cuatro letras f, g, h y k pueden ser tomadas
arbitrariamente.

VI. Si ahora se han encontrado los valoresde t y u por
medio de estos cuatro nimeros, se obtienen

l.) p= ft+3gu, 1) q=gt- fu,

111.) s=ht+3ku, IV.) r =kt —hu,
y esto finalmente da la solucién a nuestra pregunta,
X=p+dq, y=p-Q, Z=r—-s Yy V=r+Ss.
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Esta solucién es tan general que contiene todos los
casos posibles, porgue en ninguno de los célculos se
ha hecho una restriccion arbitraria.

La clave consiste en hacer que nuestra ecuacion sea

divisible entre tt+ 3uu, lo que permite que las letras ty u
se determinen mediante una ecuacion sencilla. La
aplicacion de estas formulas se puede realizar de infinitas
formas, de las que daremos algunos ejemplos.

Sean k=0 y h=1, entonces
t=-3g(ff +3g9) y u=f(ff+3g9)-%

asi p=-3fg(ff +3gg)+3fg(ff +39g)—39g=-3g,
q=—(ff +3gg)?+ f, ademas, s=-3g(ff +3gg) vy
r=—f(ff +3gg)+1, de lo cual finalmente obtene-
mos

x=-3g—(ff +3gg)?+ f,
y=-3g+(ff +399)* - f,
z=(3g—f)(ff +3gg)+1 vy porfin
v=—(3g+ f)(ff +3gg)+1.

Ahora pongamos f=-1 y g=+1, asi obtenemos
x=-20, y=14, z=17 y v=-T7;

por eso tenemos esta ecuacion:

—203+143+17*= -7°* o 14 +17%+ 7= 20°

. Sean f=2, g=1 yasi ff+3gg=7;ademash=0 y

k=1, por lo tanto hh+3kk=3, entonces seran
t=-12 y u=14; de esto resultan

p=2t+3u=18, q=t—-2u=-40, r=t=-12 vy
s=3u=42;

por eso obtenemos
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X=p+Q=-22, y=p—-Qq=58, z=r-s=-54 y
V=r+s=230;
de modo que

—22°+58°-54°=30° o 58°=230°+54°+22°
Dado que ahora todas las raices se pueden dividir
entre 2, también sera

29° = 15°+ 273 + 118,
Sean f=3, g=1, h=1 y k=1, por lo tanto
ff+39gg=12 y hh+3kk=4, luego t=-24 vy
u =32, los cuales se pueden dividir entre 8; y dado que

solo importa su razén, ponemos t=-3 y u=4. De
esto obtenemos

p=3t+3u=+3, q=t-3u=-15, r=t-u=-7y
s=t+3u=+9;

entonces x=—-12, y=18, z=-16 y v=2;de
modo que

-12°+18°-16°=2% o 18°=16%+12%+2°
o, simplificado con 2, también
9°=8%+6°+1°

. Pongamos g=0 y k=h, de modo que f y h nose

determinan. Entonces ahora ff+3gg = ff y
hh+3kk = 4hh; asi que obtenemos t=12h* vy
u=f3-4h% por eso, ademas, p = ft = 12fh3,
q=—f*+4fh® r=12h*-hf*+4h*=16h*-hf3 vy
s = 3hf?, de esto finalmente

X=p+q=16fh*—f*, y=p—q=8fh3+f*
z=r-s=16h*-4hf* y v=r+s=16h*+2hf3,
Si ahora tomamos f=h=1, obtenemos x=15,

y=9, z=12 y v=18, que, simplificados con 3,
dan x=5, y=3, z=4 y v=6,demodo que
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3 +4%+5°=6°.
Aqui es notable que estas tres raices 3, 4, 5 aumentan

en uno, por lo que queremos investigar si hay mas de
este tipo.

249.

IV. Pregunta. Se piden tres nUmeros en una progresion
aritmética, cuya diferencia = 1, de modo que la suma de los
cubos de estos numeros dé otra vez un cubo.

Sea x el niumero de en medio, el mas pequefio serd

=x—1y el més grande = x+1; lasuma de sus cubos ahora
da

3x3 + 6x = 3x(Xx + 2),

que debe ser un cubo. Para esto, ahora es necesario que se
conozca un caso donde esto sucede, y después de un poco
de tanteo se encuentra x = 4, por lo que ponemos x=4+y
segun las reglas dadas anteriormente, entonces tenemos

XXx=16+8y+yy y x*=64+48y+12yy+V°,
por lo que nuestra expresion se convierte en
216 + 150y + 36yy + 3y°,

donde el primer término es un cubo, pero el Gltimo no. Por
eso ponemos la raiz 6 +fy y hacemos desaparecer los dos
primeros términos. Ya que su cubo es

216 + 108fy + 18ffyy +f 3y?,

entonces tiene que ser 150 = 108f, luego f :%. Pero los
términos restantes divididos entre yy dan
252 | 25°
36+3y=18ff + f3y:§+ﬁy, 0
18%-36+18%-3y =182-25? +25°y, 0O
18°-36-18%-25% =25°y —18%-3y,

por eso
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18%.36 — 182. 252 _ 18%(18-36 — 25?)

y:

25° —3.188 258 -3.18% '

y por lo tanto
_ 324-23_ 1452, _ 3
Y=—"Tgrt =181 UBJO X =1

Dado que podria parecer dificil seguir con esta
reduccién a un cubo, debe tenerse en cuenta que la pregunta
siempre se puede reducir a cuadrados. Porque como

3x(xx+2) debe ser un cubo, lo ponemos = x3y3, entonces

se obtiene 3xx+6 = xxy® yasi xx=—2—=—2_, Como
y°-3 6y°-18

ahora el numerador de esta fraccion ya es un cuadrado, solo
es necesario convertir el denominador 6y*—18 en un
cuadrado; para lo cual, a su vez, es necesario adivinar un
caso. Pero como 18 se puede dividir entre 9, pero 6 solo
entre 3, entonces y también tiene que poder dividirse entre
3. Por eso ponemos y = 3z, por lo que nuestro denominador
serd =162z —18 que dividido entre 9, es decir, 182°-2,
todavia tiene que ser un cuadrado. Esto ahora sucede
obviamente si z=1; por lo tanto se plantea z=1+v,
entonces tlene que ser 16+54v+54vv +18v® = [1. Su raiz

sea 4+2lv, cuyo cuadrado es 16+54v+22wv, y enton-

ces 54+18v:%;osea 18v=—2 por lo tanto

__15 _ 15 1
2v=—1z, Y V=—35, de esto obtenemos z=1+v=3;,

ademas y= %
Ahora veamos el denominador de arriba, que era
6y®-18=162z°-18=9(18z° - 2).

Pero de este factor 18z22—2 tenemos la raiz cuadrada

4+2ly=20L asi que la raiz cuadrada del denominador

completo es 32

55, pero la del numerador es = 6, por lo cual
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6 _ 256
1 107

128
encontrado antes. Asi que las raices de nuestros tres cubos
son las siguientes:

X= que es un valor completamente diferente al

_149. _256. _ 363
1) x=1=702; 1) x=22 1L x+1=22,
cuyos cubos sumados dan un cubo, cuya raiz sera
_ 256 51 _ 408
~107 32 107"

250.

Aqui queremos cerrar esta seccion de la analitica
indefinida, porque con las preguntas planteadas hemos
encontrado suficiente oportunidad para explicar las
herramientas mas importantes que se han utilizado hasta
ahora en esta ciencia.

FIN DE LA SEGUNDA PARTE



