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Vorwort

Das Hauptziel dieses kleinen Textes ist es, den Leser mit dem L6-
sen von quadratischen Gleichungen vertraut zu machen.

Der Leser benétigt nur wenige Vorkenntnisse. Fir das Verstandnis
des anschaulichen Ldsungsweges reichen die Berechnung des
Flacheninhalts von Rechtecken und Quadraten und das Verstand-
nis von einfachen Gleichungen. Bei dem Ldsungsweg in algebra-
ischen Formulierung werden ferner die erste und zweite binomi-
sche Formel benutzt.

Bei der der Lektiire des Textes wird sich der Leser auf eine
Zeitreise begeben, die etwa 2000 v. Chr. in Mesopotamien an-
schaulich beginnt und im 16. Jahrhundert mit der abstrakten p-g-
Formel von Frangois Viéte endet.

Das Ldsen quadratischer Gleichung miissen Wurzeln berechnet
werden. Wir betrachten das Verfahren von Heron zur Wurzelbe-
rechnung. Da auch Wurzeln aus negativen Zahlen auftreten kén-
nen, wird im Anhang kurz auf die komplexen Zahlen eingegangen.

Es gibt eine sténdig steigende Tendenz in den Schulen des Wes-
tens, die Grundideen in der Mathematik durch eine Vielzahl von
vermeintlich praktischen oder alltdglichen Beispielen zu verdun-
keln.

Der vorliegende Text mdchte einen Beitrag dazu leisten, die we-
sentlichen Gedanken wieder deutlich erkennbar zu machen.

Brihl, Februar 2016, Dr. A. Roux

Zur zweiten Auflage

Die vorliegende zweite Auflage enthélt Korrekturen, einige
zusétzliche Erlauterungen und einen neuen Anhang mit Eulers
vereinfachender Variante der p-g-Formel.

Briihl, August 2023, Dr. A. Roux
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Quadratische Gleichungen

1. Einfihrung

Auf einer etwa 4000 Jahre alten babylonischen Tontafel befindet
sich folgende geometrische Aufgabe:

Ein Rechteck hat eine Flache von 60 und es ist um 7 l&nger als
breit. Wie breit ist es?

In heutiger Schreibweise entspricht diese Aufgabe der Gleichung
X2 +7x = 60. Die Babylonier kannten keine Gleichungen, keinen
Buchstaben wie x flr eine Unbekannte, keine Rechenzeichen und
kein Gleichheitszeichen.

Die Aufgabe wird auf der Tontafel vorgerechnet. Es spricht eini-
ges dafir, dass dabei anschauliche Vorstellungen zugrunde lagen.

In seinem Buch Elemente hat Euklid (ca. 325 — 265 v. Chr.) solche
Aufgaben anschaulich mithilfe von geometrischen Zeichnungen
gelost.

Der Inder Brahmagupta (598 —665) hat die negativen Zahlen
erfunden und sie als Ldsungen quadratischer Gleichungen einbe-
zogen. Er bezeichnete Unbekannte bereits mit einem Buchstaben,
meist mit dem Anfangsbuchstaben des Wortes fiir eine Farbe.

Nach der Einflihrung der Buchstaben auch fiir bekannte Grofien
durch Francois Viéte (1540 —1603) konnten auch allgemeine
quadratische Gleichungen ins Auge gefasst werden. Aus der all-
gemeinen quadratischen Gleichung x?+ px+q=0 hat Viéte die

uns heute gel&ufige p-g-Formel gewonnen.

Der geschilderten historischen Entwicklung werden wir hier im
Wesentlichen folgen.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Brahmagupta.html

Anschaulicher Losungsweg

2. Anschaulicher Ldsungsweg

2.1 Quadrate und Rechtecke

Rechtecke sind Vierecke mit vier rechten Winkeln. Der Flachen-
inhalt eines Rechtecks ist:

Flache = Lénge mal Breite.

Wenn A der Flacheninhalt des Rechtecks ist, a die Lange und b die
Breite, so ist also:

A=a-b.

A b

a
Quadrate sind die besonderen Rechtecke, bei denen alle vier Sei-
ten gleich lang sind. Der Flacheninhalt A eines Quadrates mit der
Seitenlange a ist:

A=a?.

a

Hierbei ist a2 nur eine Abkilrzung fir a-a und wird als a
Quadrat gelesen, eine schéne geometrische Sprechweise.

Bei der Berechnung von Seitenldngen eines rechtwinkligen Drei-
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Quadratische Gleichungen

ecks mithilfe des Satzes des Pythagoras muss man umgekehrt aus
dem Fl&cheninhalt eines Quadrates seine Seitenlédnge berechnen,
zum Beispiel:

X

Die Flachenformel wird hier zu einer einfachen quadratischen
Gleichung, ndmlich

X2 =9,

Gesucht ist also eine Zahl x, die mit sich selbst multipliziert genau
9 ergibt. Hier muss offenbar x = 3 sein. Man nennt 3 die Qua-
dratwurzel (oder kurz Wurzel) aus 9 und schreibt:

J9 = 3.

Das Wurzelzeichen ist historisch etwa folgendermaRen entstan-
den. Friher war Latein die Sprache der Wissenschaft in Europa,
statt von der Wurzel aus 9 sprach man von der radix aus 9 und
schrieb dann zur Abkirzung nur den Anfangsbuchstaben r, aus
dem durch Stilisierung ¥ wurde. SchlieBlich kam zur Vermeidung

von Klammern noch der Uberstrich hinzu: ~ .

Fassen wir zusammen:
1. Selbst einfache quadratische Gleichungen wie
x2 =9
sind anschaulich mit Quadraten verbunden.

2. Das Losen selbst solch einfacher quadratischen Gleichungen
erfordert das (prinzipiell nicht ganz einfache) Wurzelziehen:

11



Anschaulicher Losungsweg

X = J_ =3.
In Kapitel 7 wird die Berechnung von Wurzeln mit dem Verfahren
von Heron (1. Jahrhundert n. Chr.) erldutert.

2.2 Anschauliches Lésen quadratischer Gleichungen

Wir lésen nun auch kompliziertere quadratische Gleichungen wie:
X?+6x =16.

Wir deuten diese Gleichung geometrisch, d.h. wir Ubersetzen sie
von der Formelsprache in die Bildersprache. Oben haben wir
bereits x? als Flache eines Quadrates mit der Seitenldnge X in-
terpretiert. Dann sollte 6x auch als Flache betrachtet werden, und
zwar als Flache eines Rechtecks mit den Seitenlangen 6 und x. Nun
halbieren wir das Rechteck und kleben die Halften an das Quadrat.
Das Ergebnis ist ein groReres Quadrat mit einer Liicke (ein kleines
Quadrat). Nach dem Aufflllen der Liicke liegt ein vollstdndiges
Quadrat mit bekannter Flache vor. Daraus ergibt sich seine Sei-
tenl&nge und aus ihr wiederum x.

Die grob umrissenen Schritte sehen im Einzelnen wie folgt aus:

Schritt 1
Ubersetze die Gleichung
X2 +6x =16

in die Bildersprache. Deute x? geometrisch als Quadratflache,
und 6x als Rechtecksflache:

X 6

12



Quadratische Gleichungen

Schritt 2

Halbiere das Rechteck:
X 3 3

Schritt 3

Klebe die kleinen Rechtecke an das Quadrat:
X 3

Licke: 3-3=9
Die Lcke ist ein Quadrat und hat den Flacheninhalt 9.

Schritt 4

Addiere 9 auf beiden Seiten Gleichung, um die Licke des Qua-
drates zu schlieflen:

X+3

X+3

Schritt 5

Deute die 25 auf der rechten Seite ebenfalls als Quadratflache.
Die Seitenlidnge des Quadrates betragt /25 =5:

13



Anschaulicher Losungsweg

X+3 5

X+3 = 25

Schritt 6

Da die beiden Quadrate die gleiche Flache haben, miissen auch
die Seitenldngen ubereinstimmen:

X+3=5.
Subtrahiert man nun 3 auf beiden Seiten, so bekommt man die

Ldsung:
X=2.

14



Quadratische Gleichungen

Aufgaben

1. Finde auf anschaulichem Wege jeweils eine Losung der qua-
dratischen Gleichung:

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
)

X2+2x =3
X2+4x =12
X2+6x =7
X2+8x =9
X?+8x = 65
X2+4x = 21
x2+3x =10
X2+x =12
X2 +5x = 66
X2 +12x = 64

2. Finde auf anschaulichem Wege jeweils eine Lésung der qua-
dratischen Gleichung:

a)
b)

x2+10x = 24
X2 +9x = 36

3. Ein Rechteck ist 6 cm langer als breit und hat eine Flache von
16 cm2. Wie breit ist das Rechteck?

15



Algebraischer Lésungsweg

3. Algebraischer Losungsweg

3.1 Quadratische Erganzung

Wir Ubersetzen nun den anschaulichen Ldsungsweg in die For-
melsprache. Nur an einer Stelle wird es schwierig: Wéahrend man
nach dem Auffiillen der Liicke anschaulich sofort ein Quadrat be-
kommt, muss man in der Formelsprache eine binomische Formel
anwenden. Dieses Aufflllen der quadratischen Licke bezeichnet
man als quadratische Erganzung.

Wir werden nun wieder die Gleichung

X2+6Xx =16
16sen.

Schritt 1

Halbiere das Rechteck 6x, berechne dazu 6:2=3 (die halbe
Vorzahl von x). Man erhdlt zwei kleine Rechtecke:

X2+2-3x =16

Schritt 2

Addiere die quadratische Erganzung 32 auf beiden Seiten. (Die
Licke wird gefillt.)

X2+2-3Xx+3% =16+32

Schritt 3
Auf der linken Seite kénnen wir die erste binomische Formel
(a+b)? = a?+2ab+b?
anwenden. Die rechte Seite ergibt 25.
(x+3)2 =25

16



Quadratische Gleichungen

Schritt 4

Wir missen nun den Wert der Klammer (x + 3) finden. Mit sich
selbst multipliziert ergibt die Klammer 25. Somit ist (x + 3) die
Wurzel aus 25, also 5. Wenn wir negative Zahlen einbeziehen,
dann missen wir auch noch -5 als Wert der Klammer zulassen.
Denn -5 mit sich selbst multipliziert ergibt ebenfalls 25:

(-5)-(-5)=25.

Mit diesen Uberlegungen im Hinterkopf, sagen wir in abgekiirzter
Sprechweise, dass wir bei der Gleichung

(x+3)2 =25
die Wurzel ziehen und schreiben:
X+3 =+5.

Schritt 5
Unterscheide nun die Félle +5 und —5. Man erhalt zwei Werte flr
X. Man bezeichnet sie als x, und X,.
Fall +5:
x+3=5 |-3
X =2
Fall -5:
X+3=-5 |3
X, = —8

Die Gleichung hat also die beiden L&sungen:

X =2
X, = —8

Wir werden nun noch funf weitere Beispiele quadratischer Glei-

chungen betrachten. An ihnen kann man einige Besonderheiten
kennen lernen:

17



Algebraischer Lésungsweg

« Anwendung der zweiten binomischen Formel.

« Vorzahl bei x?

« keine Vorzahl bei x

. Quadratische Gleichungen mit keiner Lésung

. Quadratische Gleichungen mit nur einer Ldsung

Beispiel 1 (zweite binomische Formel)

x2-8x = -15
Loésung
x2-8x = —-15 |8:2=4
x2—-2-4x = =15 | +42 (quadratische Erganzung)
X2 —-2-4x+42 = —15+42 | 2. binomische Formel
(x-4)2 =1 | Wurzel ziehen
X—4 = +1 |+4
X =x1+4 | Fallunterscheidung
X =+1+4 =5
X, = -1+4 =3

Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

X, =5
X, =3
Beispiel 2 (x2 mit Vorzahl)
5x2+10x-15=10
Ldsung
5x2+10x—-15 =0 | +15 (Unbekannte links)

18



Quadratische Gleichungen

5x%2+10x =15 |:5 (Vorzahl von x?)
X2+2x =3 [2:2=1
X2+2-1x =3 | +1? (quadratische Erganzung)
X2 +2-1x+1%2 = 3+1? |1. binomische Formel
(x+1)?2 =4 | Wurzel ziehen
X+1l=+2 -1
X=+2-1 | Fallunterscheidung
X =+2-1=1

X, =—-2-1=-3
Die Gleichung hat also die beiden Ldsungen:
x =1

X, =—3

Beispiel 3 (x ohne sichtbare VVorzahl)

X2+Xx =12
Lésung

X2+x =12 | schreibe x als 1x

X2 +1x =12 [1:2=0,5

x2+2-0,5x =12 | +0,52 (quadr. Erganzung)
x?+2-0,5x+0,5? = 12+0,5? |1. binomische Formel
(x+0,5)2 =12,25 | Wurzel ziehen
Xx+0,5 =35 |-0,5

x =£3,5-0,5 | Fallunterscheidung
X, =+35-0,5=3

19



Algebraischer Lésungsweg

X, = -35-05=-4
Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:
X =3

X, =—4

Beispiel 4 (Gleichung ohne Lésung)

X2 +6x = —18
Ldésung
X2 +6x = -18 |6:2=3
X2+2-3x = -18 | +3? (quadratische Erganzung)
X2+2-3Xx+3 = -18+32 |1. binomische Formel
(x+3)2 = -9

Wenn man eine Zahl mit sich selbst multipliziert, kommt stets eine
positive Zahl oder Null heraus. Daher kann (x+3)? niemals eine
negative Zahl wie —9 sein.

Die Gleichung hat also keine Losung.

Beispiel 5 (hur eine Ldsung)

X2+6x = -9
L6sung
X2+6x = -9 |6:2=3
X2+2-3x = -9 | +32 (quadratische Erganzung)
X24+2-3x+3 = -9+3 |1. binomische Formel
(x+3)2 =0 | Wurzel ziehen (-0=0)
x+3=0 |-3

20



Quadratische Gleichungen

X=-3

Die Gleichung hat also nur eine Losung: x = —3.

3.2 Sonderfalle
Wir betrachten zwei Typen von quadratischen Gleichungen, die
ohne quadratische Erganzung geldst werden konnen;

e Rein quadratische Gleichungen, bei denen die Unbekannte
nur als Quadrat vorkommt.

e Quadratische Gleichungen, bei denen der konstante Term
fehlt (Null ist).

Beispiel 1
3x? =12
L6sung
3x2 =12 |:3 ('Vorzahl von x?)
X2 =4 | Wurzel ziehen
X=4%2

Die Gleichung hat also die beiden Ldsungen:

X =2
X, = =2
Beispiel 2
X2+6x =0
Ldsung
X2+6x =0 | x ausklammern

X(x+6) =0

21



Algebraischer Lésungsweg

Ein Produkt ist genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Wir
haben also zwei Falle zu betrachten:

Erster Faktor ist Null:

Zweiter Faktor ist Null:
X+6 =0 | -6
X =—-6

Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

¥ =0
X, = —6

22



Quadratische Gleichungen

Aufgaben

1. Finde jeweils alle Ldsungen der quadratischen Gleichung:
a) x2=4

b) x2 =49

c) x*=0

d) x? =50

e) x2=2

) x2=-2

g) x* =3

h) x2 =10

i) x? =10.000

2. Finde mit Hilfe der quadratischen Ergadnzung alle Ldsungen
der jeweiligen quadratischen Gleichung:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

X2+2x =3
X2+4x =12
X2+6x =7
X2+8x =9
x2+3x =10
X2+x =12
X2 +5x = 66

3. Finde mit Hilfe der quadratischen Erganzung alle Ldsungen
der jeweiligen quadratischen Gleichung:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

x2—-6x+8 =0
2x2-8x+6 =0
3x2-9x+6 =0
X2+x-2=0

X2—-7x+12 =0
X2—-7x+10=0
x2+2x-3=0

23



Algebraischer Lésungsweg

h) x2-4x-12 =0

4. Lose die Gleichung: 2x2+x—4 = —Xx2+4x+2.
(Tipp: Umformen ergibt eine Gleichung wie in Aufgabe 3.)

5. Lose die Gleichung: —4x?—-6x+3 = —5-2X.

6. Ein Rechteck ist 4 cm l&nger als breit und hat einen Flachen-
inhalt von 45 cm2. Wie breit ist das Rechteck?

24



Quadratische Gleichungen

4. Die p-g-Formel

4.1 Einfihrung und Herleitung der p-g-Formel

Jede konkret gegebene quadratische Gleichung ist mit Hilfe der
quadratischen Erganzung lsbar. Ersetzt man die konkreten Zahlen
der quadratischen Gleichungen wie

X2+6x-16 =0

durch Buchstaben, so erhélt man eine allgemeine quadratische
Gleichung:
X2+ px+q = 0.

(Im Beispiel istalso p=6 und q=-16.)

Nun werden wir diese allgemeine quadratische Gleichung mit
Hilfe der quadratischen Ergénzung losen. Als Ergebnis werden wir
naturliche keine konkreten Zahlen bekommen, sondern einen
allgemeinen Rechenausdruck. Dieser bildet eine Formel, nd&mlich
die p-g-Formel.

Der erste Mensch, der Buchstaben in diesem Sinne (zur Erfassung
einer allgemeinen Situation) benutzt hat, war Francois Viéte
(1540 - 1603). Die Wahl der Buchstaben p fir die Vorzahl von x

und g flr den konstanten Summanden geht auf ihn zuriick, ebenso
die p-g-Formel in ihrer heutigen Gestalt als Formel.

Wir werden nun also die Gleichung
X2+ px+q =0
l6sen:

X2+ px+q =0 | —g (Unbekannte links)

25



Die p-g-Formel

X2+ px =—Q |setzep=2~§
2
X2 +2-§X =—q |+(§j (quadr. Erganzung)
2 2
X242 EXJF(%) = (%j —q |1. binomische Formel
pY _(pY
(x+§j = (E] -q | Wurzelziehen
p pY p
r _ 4 L I _F
Xt = F (2] a3

Um anzudeuten, dass es im Allgemeinen zwei Ldsungen gibt,
schreibt meist nicht x, sondern x;,, (was fir x, bzw. x, steht):

! 2
Xy, = _gi (%) —q

Wir fassen zusammen:

Die p-g-Formel

Die quadratische Gleichung
X2+ px+q =0

hat die Lésung(en)

2
Xyp = _gi (gj -q

26



Quadratische Gleichungen

Die p-g-Formel bezieht sich auf eine quadratische Gleichung, die
in standardisierter (normierter) Form vorliegt:

X2+ px+q =0.
Sie muss folgende zwei Bedingungen erfillen:

e Auf der einen Seite der Gleichung steht Null.
e X2 hat keine Vorzahl.

Der Lésungsausdruck der p-g-Formel

2
Xy2 = _gi (%j —-q

beginnt mit der negativen halben Vorzahl von x, dann folgt + oder
— die Wurzel aus dem Quadrat der Zahl, die man gerade
geschrieben hat, minus die Konstante (die Zahl, die kein x
enthélt). Diesen gerade beschriebenen Inhalt der Lésungsformel
muss man sich einpragen, wie Euler hervorhebt. Bei der Lektire
der nachstehenden Beispiele kann sich der Leser die p-g-Formel
zu Gemlite fuhren und ihren Inhalt verinnerlichen.

4.2 Beispiele

Wir werden nun sieben Beispiele von quadratischen Gleichungen
betrachten. An ihnen kann man die praktische Anwendung der p-
g-Formel und einige Besonderheiten kennenlernen:

« Negative Zahlen flr p und q.

« Vorzahl bei x? und keine Seite ist Null.

« Keine Vorzahl bei x.

« Quadratische Gleichungen mit keiner Lésung.

« Quadratische Gleichungen mit nur einer Losung.

27



Die p-g-Formel

Beispiel 1 (p und q positiv)

X2+6x+5=0

L6sung

Die p-g-Formel ist direkt anwendbar (p=6, q=5):

2

X,/ :_gi (gj -q | p=6und q=5 einsetzen

_ 6. [8) s h
Xy, = 53] - |rechnen

X, = —3%+/3-5 |rechnen

X, = —3++/4 |Wurzel berechnen

Xy, = —3£2 | Fallunterscheidung

X =-3+2=-1

X, =—3-2=-5
Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

x =-1
X, = =5

Beispiel 2 (q negativ)

X2+6x-16 =0

L6sung

Die p-g-Formel ist direkt anwendbar (p=6, q=-16):

2
Xy, = _gi [%j —q | p=6und q=-16 einsetzen

28



Quadratische Gleichungen

Xy, = —gi (g)z—(—16) |rechnen

X, = —3++/32+16 |rechnen

X, = —3£/25 |Wurzel berechnen

Xy, = —3%5 | Fallunterscheidung
X, =-3+5=2

X, =-3-5=-8
Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

X, =2 und x, =-8

Beispiel 3 (p negativ)
X2 —-8x+15=0

L6sung
Die p-g-Formel ist direkt anwendbar (p=-8, q=15):

X,, = _gi (gjz —q | p =8 und q =15 einsetzen
Xyp = _84 (_—8)2—15 |rechnen
2 2

Xy, = 4%.[(-4)? -15 |rechnen
Xy, = 4+ | Wurzel berechnen
Xy, = 4%l | Fallunterscheidung

X, =4+1=5

X, =4-1=3

Die Gleichung hat also die beiden L&sungen:



Die p-g-Formel

X,

X

I
w o

Beispiel 4 (x2 hat Vorzahl, keine Seite ist Null)
5x2+10x =15

L6sung

Die p-g-Formel ist nicht direkt anwendbar, da x2 eine Vorzahl hat
und auf keiner der Seiten der Gleichung Null steht. Daher muss die
Gleichung zundchst umgeformt werden:

5x2+10x =15 |-15
5x2+10x-15 =0 |:5
X2+2x-3=0

Nun ist die p-g-Formel anwendbar (p=2, q=-3):

2
Xy, = —gi (g) -q | p=2und q=-3 einsetzen
- _24 (2 : 3 h

X = =55 -(-3) |rechnen

X, = —1+12+3 |rechnen

X, = —1+/4 |Wurzel berechnen

Xy, = -1£2 | Fallunterscheidung

X, =-1+2=1

X, = -1-2=-3
Die Gleichung hat also die beiden L&sungen:
X =1

X, = -3
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Quadratische Gleichungen

Beispiel 5 (x ohne Vorzahl)
X2+x-6=0

L6sung
Bei der Gleichung hat x keine sichtbare Vorzahl, aber man kann x
als 1x auffassen:

X2+1x-6 =0

Die p-g-Formel ist dann anwendbar (p=1, q=-6):

2
Xy, = —gi (g) -q | p=1und g =-6 einsetzen
2
X, = _%J_r (%) —(-96) |rechnen
Xy, = _%J_r %+6 |rechnen
1 1 24
= —-—=4 |= —_—
Xy, R\ |rechnen
X, = —%i f% | Wurzel berechnen
X, = —%i% | Fallunterscheidung
-_1,5_4_
%=ty T g
_15__6__
%= 78

Die Gleichung hat also die beiden Ldsungen:

X =2
X, = =3
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Beispiel 6 (Gleichung ohne L&sung)
X2+4x+5=0

L6sung
Die p-g-Formel ist direkt anwendbar (p=4, q=5):

2
X, = _gi (%j —-q | p=4und q=>5 einsetzen
X, = _gi«/22_5 |rechnen
X, = —2++/4-5 |rechnen
Xy = _Zi‘/__l

Wenn man eine Zahl mit sich selbst multipliziert, kommt stets eine
positive Zahl oder Null heraus. Man kann (im Rahmen der reellen
Zahlen) nicht die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen. Daher
existiert v—1 nicht.

Die Gleichung hat also keine (reelle) Losung.

Beispiel 7 (nur eine Ldsung)
X2+6x+9 =0

L6sung
Die p-g-Formel ist direkt anwendbar (p=6, q=9):

Xyp = g ,/ |p=6undq=09 einsetzen
Xyp = g V3 |rechnen

Xy, = =39 |rechnen

Xy = i\/_ | Wurzel berechnen
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Xy, = —3£0 |rechnen

)(1/2:_3

Die Gleichung hat also nur eine Ldsung: x = —3.

4.3 Der Satz von Vieta

Aus der p-g-Formel kann man zwei interessante Aussagen uber
Summe und das Produkt der beiden Lésungen einer quadratischen
Gleichung folgern. Sie sind als Satz von Vieta bekannt. Hierbei ist
Vieta die latinisierte Form des Namens Viéte.

Sind x, und X, die zwei Losungen der quadratischen Gleichung
X2+ px+q =0,
so besagt der Satz von Vieta, dass
X+X,==-p
XX =q
gilt.

Beweis

Es gibt verschiedene Beweise des Satzes von Vieta. Wir betrach-
ten den kirzesten. Er benutzt die p-g-Formel.

1. Summe der Lésungen

X2 | Fallunterscheidung

1l
|
N o
I+
VR
N|o
N——
nN
|
o

ol
1]
|
N o
+
VR
N|o
N——
N
|
o
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Die p-g-Formel

2
- _P_[R)_

Beim Addieren der beiden Lésungen heben sich die Wurzeln weg:

_P_2P
2

- N|o

2. Produkt der Lésungen

Beim Multiplizieren der beiden Lésungen kann man die dritte
Binomische Formel, (a+b)-(a—b)=a?-b?, benutzen:

Damit ist der Satz des Vieta bewiesen.
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Beispiel
Wir betrachten wieder die Gleichung aus Beispiel 2 in 4.2:
X2+6x-16 = 0.
Sie hat die Losungen:
X =2
X, =—8

Die Summe der Lésungen ist:

X\ +X, =2+(-8) =-6=-p.
Das Produkt der Ldsungen ist:

XX, =2-(-8) =-16 =q.

Anmerkungen

1. Der Satz von Vieta kann als Probe flr die Ldsungen einer
guadratischen Gleichung benutzt werden.

2. Der Satz von Vieta kann auch benutzt werden, um ganzzahlige
Losungen (wenn es welche gibt) zu finden. Beispiel: Die mdg-
lichen ganzzahligen Lésungen der Gleichung

x2+2x-3=0
kdnnen nur

X =1 X,=-3 oder x, =-1, x,=3

sein. Denn nur sie haben als Produkt q=-3.
Da die Summe der Lésungen —p =-2 sein muss, bleiben nur die
Ldsungen

X =1 Xx,=-3.
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Aufgaben

1. Finde mit Hilfe der p-g-Formel alle Lésungen der jeweiligen
quadratischen Gleichung:

a) x2-6x+8=0

b) 2x2-8x+6 =0

c) 3x2-9x+6 =0

d x*+x-2=0

e) x2-7x+12=0

f) x2-7x+10=0

g x*+2x-3=0

h)y x2-4x-12=0

2. Finde mit Hilfe der p-g-Formel alle Lésungen der jeweiligen
quadratischen Gleichung:

a) x2+6x+9=0

b) x2-x=6

C) X2+2=2X

d) 4x2-16x = -15

e) 3x2+2x =1

f) 5x2+15x+5=10

3. Lose die Gleichung: 2x2+x—4 = —x2+4x+2.
4. Lose die Gleichung: —4x? -6x+3 = —-5-2x.

5. Ein Rechteck ist 5 cm langer als breit und hat einen Fl&chen-
inhalt von 104 cm2. Wie breit ist das Rechteck?
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5. Losung durch Substitution

Ein in der Mathematik weit verbreiteter Kunstgriff ist die so ge-
nannte Substitution (Ersetzung) von Unbekannten oder Variablen.
Sie dient der Vereinfachung.

Wir betrachten beispielsweise die quadratische Gleichung
X2 +6Xx =16.
Wir wéhlen zun&chst die Substitution
X =1z+1,

wobei z die neue Unbekannte ist. Wir setzen diese Substitution in
die quadratische Gleichung ein:

X2 +6x =16 | x =z +1einsetzen
(z+1)?2+6(z+1) =16 | Klammern auflésen
72+272+1+ 62+6 =16 | zusammenfassen
72+8z+7 =16 |7
22482 =9

Analog erhalten wir aus der Substitution
X=2z+3
die quadratische Gleichung:
72 +12z = -11.
Wir betrachten nun eine allgemeine Substitution der Gestalt

X=z+a.
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Substitution

Wir werden spéter a so wéahlen, das die resultierende quadratische
Gleichung keinen z-Term aufler z? enthélt. Dann kann die Glei-
chung durch blolRes Wurzelziehen geltst werden:

X2 +6Xx =16 | X =z +a einsetzen
(z+a)>+6(z+a) =16 | Klammern auflésen
z?+2az+a? + 6z+6a =16 | zusammenfassen
7> +(2a+6)z+a?>+6a =16 | —(a® +6a)

722 +(2a+6)z =16-a%—-6a

Damit der z-Term verschwindet muss der Koeffizient (Vorzahl)
Null sein:

2a+6 =0 | -6
2a = —6 |:2
a=-3

Die konkrete Substitution lautet also:
X=2-3
Wir setzen nun a = —3 ein in die quadratische Gleichung:

z2?+(2a+6)z =16-a?-6a

2240 = 16— (-3)2—6-(-3)

72 =16-9+18
72 =25
Z,, = x5

Daraus kénnen wir nun die Ldsungen der urspriinglichen quadra-
tischen Gleichung ermitteln:
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X=1z-3 | z, =5 einsetzen
X, =5-3=2
X=12-3 |z, = -5 einsetzen

X, =-5-3=-8

Die Gleichung hat also die beiden Losungen x, =2 und x, =-8.

Wir werden abschliefend noch ein weiteres Beispiel mit kiirzer

gefasstem Losungsweg betrachten.

Beispiel
X2+2x =3

L6sung
1. Substituiere x = z+a:
X2+2x =3
(z+a)?+2(z+a) =3
z22+2az+a? + 2z+2a =3
72+ (2a+2)z+a?+2a =3
72’+(2a+2)z =3-a*>-2a

Aus 2a+2=0 folgt a=-1. Die Substitutionist x = z—1.

2. Setze a=-1 indie quadratische Gleichung ein:

z?+(2a+2)z = 3-a?-2a

72 =3-1+2
722 =4
Z,, = *2

1/2

3. Setze z,, = %2 einin x =z-1:
X =z-1=2-1=1
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X, =2,-1=-2-1=-3

Die Gleichung hat also die beiden Lésungen x, =1 und X, =-3.

Anmerkungen

Die Substitutionsmethode ist in der Ausfiihrung etwas langwie-
riger als die anderen besprochenen Ldsungswege. Sie weist aber
folgende Vorzuge auf:

1. Die Substitution wird oft in der Mathematik benutzt.

2. Sie erfordert keine besondere zuséatzliche Idee bei der Anwen-
dung auf quadratische Gleichungen.

3. Kubische Gleichungen (Gleichungen mit x®) werden durch
eine entsprechende Substitution vereinfacht (zu reduzierten
kubischen Gleichungen) und dann formelmagig losbar.
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Aufgaben

1. Benutze die Substitutionsmethode, um folgende quadratische
Gleichungen zu lgsen:
Q) XxX*+2x =38

b) x2+4x =12
C) x2+6x =7
d x2+8x =9
e) x*+3x =10

2. Benutze die Substitutionsmethode, um folgende quadratische
Gleichungen zu losen:

a) x2-6x+8=0

b) 2x2-8x+6 =0

c) 3x*-9x+6 =0

d x2+x-2=0

e) x2-7x+12=0
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6. Bruch- und Wurzelgleichungen

6.1 Bruchgleichungen

Bruchgleichungen sind Gleichungen, bei denen die Unbekannte
im Nenner eines Bruches steht. Man kann sie dadurch Igsen, dass
man nacheinander alle vorkommenden Briiche auflost. Dies
erreicht man durch Multiplikation mit dem Nenner des jeweiligen
Bruches.

Wir bieten folgende Begriindungen fiir die Methode der Multi-
plikation mit dem Nenner an:

1. Begriindung
Der Bruch steht fiir eine Divison (Z&hler durch Nenner):

3
==3:5
5

Multipliziert man nun wieder mit 5, so kommt die urspriingliche 3
heraus. Das entspricht Gbrigens der Probe bei der Division, wie
man sie in der Grundschule lernt. Also:

3

£5=(3:5)5=3

2. Begrindung
Man kann einfach kiirzen:

3 _
55_3.
N .3 _35_(95:5_3_
Oder ausfiihrlicher: c 5= 5 = 5. _1_3.
3. Begrindung

Man kann mit gesundem Menschenverstand und Sprachgefiihl so
uberlegen:
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Quadratische Gleichungen

-5 = 3 Funftel mal 5

gllw

= (3 mal 1 Funftel) mal 5
= 3 mal (1 Finftel mal 5)
= 3 mal 1 Ganzes

=3

Nun werden wir die Ldsung einer Bruchgleichung an einem Bei-
spiel vorfihren.

Beispiel

g Ax+7 _ 5=X
2Xx+3 7-2x

Ldsung

Multipliziere beide Seiten der Gleichung mit 2x+3, um den links
stehenden Bruch loszuwerden:

4x+7 _ 5-X |
> ox+3 T 7-2x |-(2x+3)
(5-x)-(2x+3)
3-(2x+3)— (4x+7) = DX EXHS)
(2x+3)—(4x+7) oA
6X+9—4x—7 = 10X +15—2x2 —3x
7—-2x%
—2x2+7x+15
ox 42 = Z2X2+7x+15
X+ X

Multipliziere beide Seiten der Gleichung mit 7 —2x, um den ver-
bleibenden Bruch loszuwerden:

_ —2X*+7x+15 7
2X+2 = 7oy |-(7-2x)

(2x+2)-(7-2Xx) = —2x2+7x+15 | ausmultiplizieren
14X —4x2 +14—4x = —2xX2+7x+15 | zusammenfassen

—4x? +10x+14 = —2x2+7x+15 | +4x2
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10x+14 = 2x2 +7x+15 | -10x
14 = 2x2 -3x+15 |-14
0 =2x2-3x+1 [:2

0 =x2-15x+0,5

Diese quadratische Gleichung in Normalform kann nun mithilfe
der p-g-Formel geldst werden (p=-15, q=0,5):

2
Xy = —gi (%) -q | p=-1,5und q=0,5 einsetzen
Xy, = ML (1) 2—O 5 | rechnen
2 2 2 ’
X,, = 0,75+./0,0625 | Wurzel berechnen
Xy, = 0,75+0,25 | Fallunterscheidung

X, =0,75+0,25 =1
X, =0,75-0,25 = 0,5

Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

X =1
X, = 0,5

6.2 Wurzelgleichungen

Wurzelgleichungen sind Gleichungen, bei denen die Unbekannte
in der Wurzel steht. Man kann sie dadurch 16sen, dass man die
Wurzeln jeweils auf einer Seite isoliert und dann die beiden Seiten
der Gleichung quadriert. Dadurch féllt die betroffene Wurzel weg.
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Die Wurzel aus einer gegebenen Zahl ist die (nicht negative) Zahl,
die mit sich selbst multipliziert genau die gegebene Zahl ergibt:

J9=3,denn 3-3=9.

Wenn man also die Wurzel (als J9 oder 3 geschrieben) qua-
driert, so kommt die Ursprungszahl 9 heraus:

6y =5

Das Quadrieren beider Seiten einer Gleichung ist eine delikate
Angelegenheit, weil dadurch Scheinlésungen erzeugt werden.
Betrachten wir die einfache Gleichung

x=1.

Sie ist bereits aufgeldst und hat nur die Lésung 1. Wir quadrieren
nun beide Seiten der Gleichung und erhalten die Gleichung:

x2=1.

Diese Gleichung hat zwei Ldsungen 1 und -1. Es ist eine
Scheinldsung hinzugekommen, ndmlich —1. Diese Scheinlésungen
miussen durch eine Probe herausgesiebt werden.

Wir fassen zusammen:
Lésungsstrategie fir Wurzelgleichungen

1. Waurzeln jeweils isolieren und dann beide Seiten der
Gleichung quadrieren.

2. Probe zur Erkennung der Scheinlésungen durchfiihren.

Beispiel

J3X=2 + x-1=3
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Losung

Wir isolieren zundchst die links stehende Wurzel und quadrieren,
um diese Wurzel zu entfernen.

V3x=2 + Jx-1=3 | —vx-1
3x—2 = 3-4/x-1 | quadrieren
3x-2 = (3-Vx-1)

Wir benutzen nun die zweite binomische Formel und isolieren die
Wurzel (die Vorzahl der Wurzel stort nicht):

3x-2 = (3-x-1)
3x—2 = 9—6M+(JE)Z

3Xx—2=9-64x-1+x-1

3x—2 = —6JX—1+x+8 [—X

2x—2 = —6/x-1+8 |-8

2x-10 = —64/x -1 |: 2 (nur zur Vereinfachung)
Xx-5=-3Jx-1

Jetzt kann wieder quadriert werden, um die verbliebene Wurzel
loszuwerden. Wir verfahren wie oben:

Xx—=5=-3Jx-1 | quadrieren
2
(x-5)? = 9(\/x—1) | 2. binomische Formel
x2-10x+25 = 9(x-1)
X2 —10x+25 = 9x-9 | —9x
X2 -19x+25 = -9 |+9
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-19x+34 =0

Diese quadratische Gleichung kénnen wir nun direkt mithilfe der
p-g-Formel lésen (p=-19, q=34):

1{ g -q | p=-19 und q = 34 einsetzen
19
Xy, = _Ti‘/ |rechnen

Xy, =9,5% 56 2 |Wurzel berechnen

I\J|'c

Xy, =9,5£7,5 | Fallunterscheidung
X =95+75=17
X, =95-75=2

Da wir die Gleichung im Verlaufe der Umformungen quadriert
haben, kdnnen Scheinlésungen entstanden sein. Wir erhalten also
lediglich die Lésungskandidaten, namlich:

X, =17

X, =2

Wir sortieren eventuelle Scheinldsungen durch eine Probe aus:

Probe

Zu x, =17

Wir setzen x, =17 in die urspriingliche Wurzelgleichung ein und
berechnen die linke Seite (auf der rechten steht bereits 3):

V3x-2 + x-1=3 | X, =17 ein setzen
V3:17-2 + 1I7-1=3

Ji3 + T8 = 3
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7+4=3
11=3
Die Probe geht also nicht auf, x, =17 ist keine Losung der
Wurzelgleichung.
Zu X,=2
Wir setzen x, =2 in die urspriingliche Wurzelgleichung ein und
berechnen die linke Seite (auf der rechten steht bereits 3):

Rx—2 + Jx-1 =3 | X, =2 ein setzen

322 +\21=3
Ja+\1=3
2+1=3

3=3

Die Probe geht auf, x, =2 ist eine Losung.

Also:
Die Wurzelgleichung hat nur eine Lésung: x=2.
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Aufgaben

1. Lose die folgenden Bruchgleichungen:
2) 15

2X+7 2-x

by —+—=1
) —+—=1
g 142 - 8
-x _ x-11
e) 1= X35
f) S=X_,_ 16

2. Lose die folgenden Wurzelgleichungen:
a) x+2-3+/x=0

b) 4-x-x=3

c) 5JX-Xx=6

d) JXx+1-2x=0
e) 3/x+2-2x=0

f) X+3-X = 4
9 VX+5 - \Bx 8 — 1

hy VO+4x +2-x =9
i) V16x—7 =9—-4-4x-1
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7. Wurzelberechnung

Beim Ldsen von quadratischen Gleichungen mit allen hier
betrachteten Verfahren muss man am Ende stets eine Wurzel
ziehen. Die Berechnung von Wurzeln (genauer: Quadratwurzeln)
ist also ein wesentlicher Bestandteil der Ldsung quadratischer
Gleichungen.

Das von Christoff Rudolff (ca. 1499 - 1543) eingefiihrte Wurzel-

zeichen / ist — wie bereits erwdhnt — der stilisierte Anfangs-
buchstabe r von radix, des lateinischen Ausdruckes fiir Wurzel.
Die Entwicklung kann man sich etwa wie folgt vorstellen:

Wurzel aus 20 — 120 — V20 — +/20.

7.1 Erlauterungen zum Heronverfahren

Wir betrachten ein nach dem Griechen Heron (ca. 10 — 70, Ale-
xandria) benanntes Verfahren, das jedoch im Wesentlichen schon
den Altbabyloniern um 1800 v. Chr. bekannt war.

Die heutigen Taschenrechner berechnen damit die Wurzeln. Das
Verfahren von Heron geht von einem (groben) N&herungswert
(Startwert) aus. Der Wert wird dann verbessert. Diese Verbesse-
rungsprozedur wird so lange wiederholt, bis man die gew(inschte
Genauigkeit (z. B. 8 richtige Stellen nach dem Komma) erreicht
hat.

Die Einzelheiten werden nun am Beispiel der Wurzel aus 20
erlautert.

Wir suchen eine Zahl, die mit sich selber multipliziert 20 ergibt:
?2.2=20

Eine glatte (ganze) Zahl kommt leider nicht in Frage, denn 4-4 =
16 st zu klein und 5-5 = 25 zu groR. Die gesuchte Wurzel muss
zwischen 4 und 5 liegen.
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Geht man den pragmatischen Kompromiss ein, zundchst auf die
Gleichheit der Faktoren zu verzichten, ist es leicht, 20 als Produkt
zu bekommen:

4.5=20

Wenn man keine so schone Zerlegung findet, kann man immer auf
die Zerlegung mit der Eins als einem der Faktoren zuriickgreifen:

1.20 =20

Bei einer solchen Zerlegung ist der eine Faktor zu klein und der
andere zu grof3, um bei der Multiplikation mit sich selber 20 zu
ergeben. Die Wahrheit liegt dazwischen. Der am einfachsten zu
berechnende Zwischenwert ist der Mittelwert, er liegt genau in der
Mitte und berechnet sich als die Summe der beiden Zahlen,
dividiert durch Zwei. Genauso findet man (brigens auch die
Endnote aus zwei Teilnoten.

Betrachten wir die Zerlegung
4.5 = 20,
so sind die Faktoren 4 und 5, und ihr Mittelwert ist:
4+5 _
2

Den Wert 4,5 nehmen wir nun als neuen ersten Faktor. Der zweite
Faktor kann nicht frei gewdahlt werden, sondern muss so berechnet
werden, dass das Produkt 20 ergibt:

4,5-? = 20.

4,5.

Der gesuchte zweite Faktor muss daher der Quotient von 20 und
4,5 sein:
4,5-E =20.
4,5

Setzt man den Quotienten (auf 5 Nachkommastellen gerundet) ein,
so kommen wir zu folgender Zerlegung:
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4,5-4,44444 ~ 20.

Beide Faktoren liegen nun viel ndher beieinander als bei der
urspriinglichen Zerlegung. Setzt man das Verfahren fort, so
gelangt man zu Faktoren, die sich beliebig nahe kommen.

7.2 Praktische Durchfihrung des Heronverfahrens

Wir fuhren das erlauterte Verfahren nun in kurzer schematischer
Form durch, um +/20 bis auf 5 Nachkommastellen zu berechnen.

1. Schritt
Zerlegung: 4.5 =20 (auch moglich: 1-20 = 20)

Mittelwert: # =45

2. Schritt
Zerlegung: 4,5-? =20
452 _ 20
4,5
4,5-4,44444 ~ 20
Mittelwert: w = 4,47222
3. Schritt
Zerlegung: 4,47222-? = 20
4,47222-i =
4,47222
4,47222-4,47205 ~ 20
Mittelwert: 472224447205 4 47514

2
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4. Schritt
Zerlegung: 4,47214-? = 20
4,47214- 20 _
4,47214
4,47214-4,47213 =~ 20
Mittelwert: 237214+4,47213 ) 40014

2

Der letzte Schritt hat keine weitere Verbesserung gebracht. Auch
weitere Schritte wirden wieder die Zahl 4,42214 liefern. Wir
kénnen also abbrechen und das Ergebnis festhalten:

J20 ~ 4,47214

Anmerkungen

1. Das Heron-Verfahren ist quadratisch konvergent. Das bedeutet
praktisch, grob gesagt, folgendes: Bei jedem Verbesserungsschritt
verdoppelt sich die Anzahl zutreffender Nachkommastellen.

2. Das Heron-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, der gleiche
Rechenvorgang wird immer wiederholt. Auch komplizierte Glei-
chungen kdnnen durch iterative Verfahren geldst werden. In der
Tat ist das Heron-Verfahren ein Spezialfall des Newton-Verfah-
rens.

3. Bei der Wurzelberechnung kann man sich auf Zahlen zwischen
1 und 100 beschrénken. Beispiele:

a) GroRe Zahl:

\/200.000 = +/20-10.000
= /20 -4/10.000
= 4/20-100
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b) Kleine Zahl:

[N
o
o

o4k

1

Der Kunstgriff besteht darin, dass die Wurzel aus den glatten
Zahlen 100, 10.000, 1.000.000, usw. leicht anzugeben ist, wenn
die Anzahl der Nullen jeweils gerade ist: Die Wurzel ist eine 1 mit
halb so vielen Nullen. Also beispielsweise:

4100 =10,
/10.000 =100,
1/1.000.000 =1000 usw.

Schreibt man die Zahlen als Potenzen von 10, so steht im
Exponenten die Anzahl der Nullen:

100 =102,
10.000 =104,
1.000.000 =108 usw.

Die Wourzel aus derartigen Potenzen ist dann die Potenz mit
halbem Exponenten (Anzahl der Nullen halbieren):

V102 =10t =10,
V104 =102 =100,
V108 =103 =1000,
J108 =104 =10.000,
W =10% usw.

4. Das Heron-Verfahren kann sinngemal? auf die Berechnung der
Kubikwurzel und weiterer htherer Wurzeln (ibertragen werden.

o
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Aufgaben

1. Berechne die Quadratwurzeln aus den Zahlen 2, 3, 5, 10 und 65
mit einer Genauigkeit von sechs Nachkommastellen.

2. Berechne die Quadratwurzel aus 80 mit einer Genauigkeit von
sechs Nachkommastellen mit den zwei verschiedenen Startwerten
1 und 10 (d.h. mit der Anfangszerlegungen 1-80 = 80 bhzw.

10-8 = 80).

3. Finde die Quadratwurzeln aus folgenden Zahlen:
a) 9, 900, 90.000, 9.000.000, 0,09, 0,0009, 0,000.009.
b) 90, 9000, 0,9, 0,009.
4. Berechne die Quadratwurzeln aus
4,51-10% und 4,51-10%
mit einer Genauigkeit von jeweils sechs Dezimalstellen.
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Losungen

Lésungen zu Kapitel 2: Anschaulicher Losungsweg

1.al b2 ¢1, d1i, e5 3 g2 h)3, Iib6,
K

2.a)2, b)3

3.2cm

Lésungen zu Kapitel 3: Algebraischer Lésungsweg

1.a2,-2 b)7,-7 <¢)0 d)7,071,-7,071 e)1,414,-1,414
f) keine Losung @) 1,7321,-1,7321 h) 3,162, -3,162

i) 100, —-100

2.8)1,-3 b)2,-6 ¢)1,-7 d)1,-9 e2 -5 )34
g) 6,-11

3.a4,2 b)31 21 d)1,-2 e43 152
g)1,-3 h)6,-2

.2,-1

1,2

6. 5¢cm

o~

Lésungen zu Kapitel 4: Die p-g-Formel

1.a4,2 Db)3,1 ¢)2,1 d)1,-2 e43 52
g) 1’ -3 h) 61 -2

2.a)-3 b)3,-2 c)keineLosung d) 21, 11

e) -1 )-0,38-262

2,-1

1,-2

5. 8cm

P w

Lésungen zu Kapitel 5: Lésung durch Substitution

1.a)2,4 b)2,6 ©1,-7 d1,-9 €25
2.a)4,2 b)31 c21 d1,-2 €43
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Lésungen zu Kapitel 6: Bruch- und Wurzelgleichungen

1.a-05-1 bl1,-3 ¢)5-3 d7,-1 ¢e7,-1
f)5,-3
2.a)4,1 b91 ¢94 d1 e4 H1 g4
hy4 )2

Ldsungen zu Kapitel 7: Wurzelberechnung

1. J2~1,414214, 3 ~1,732051, /5~ 2,236068
J10 ~3,162278, /65 ~8,062258
2. /80 ~8,944272
3. a)
J9=3, 900=30, +/90.000 =300, /9.000.000 = 3000,
/0,09 =0,3, ,/0,0009 =0,03,
0,000.009 = 0,003

b)
J90 =9,48683..., /9000 =94,8683..., /0,9 =0,948683...

0,009 =0,0948683...
4. 2,12368-10", 6,71565-10
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Anhang 1: Zusammenfassungen

Dieser Anhang enthalt eine Ubersicht der wesentlichen Inhalte
dieses Buches. Die folgenden Themen sind auf jeweils einer Seite
zusammengefasst:

- Anschauliche Lésung einer quadratischen Gleichung
Ldsung durch quadratische Ergdnzung
Die p-g-Formel und der Satz von Vieta

Losung durch Substitution
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Anhang: Zusammenfassung

Anschauliche Lésung einer quadratischen Gleichung

X2 + 6X = 16
X 6
X + X = 16
X 33
X + X = 16
X 3
X = 16
3 _ Liicke: 3-3=9
X+3
X+3 = 25
x+3 5
= 25
Xx+3 =5
X =
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L6sung durch quadratische Ergéanzung

Losen der Gleichung: x?+6x = 16

X2 +6x =16
x2+2-3x =16
X2+2-3x+3 =16+3
(x+3)2 =25
X+3 =125
X =+5-3
X, =+5-3=2

X, = -5-3=-8

|6:2=3

| +3? (quadratische Ergénzung)
| 1. binomische Formel

| Wurzelziehen

|-3

| Fallunterscheidung

Die Gleichung hat also die beiden Lésungen:

X =2
X, = —8
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Anhang: Zusammenfassung

Die p-g-Formel

Die p-g-Formel

Die quadratische Gleichung
X2+ px+q =0

hat die Lésung(en)

2
X2 = _gi (g} —q

Der Satz von Vieta

Die zwei Losungen x, und x,der quadratischen Gleichung

X2+ px+q =0,
haben die Eigenschaft, dass
X+X,=—p
XX =q
gilt.
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L6sung durch Substitution

Losen der Gleichung: x?+6x = 16

Substituiere x=z+a:
X2 +6x =16
(z+a)?+6(z+a) =16
722+2az+a? + 6z+6a =16
z2?+(2a+6)z+a?+6a =16
z?+(2a+6)z =16-a%?-6a

Aus 2a+6=0 folgt a=-3. Die Substitutionist x = z—3.

Setze a=-3 indie quadratische Gleichung ein:
z?+(2a+6)z = 16—a?—6a
22 +0=16-9+18
722 =25

Z,, = 5

1/2

Setze z,, = £5 einin x =2z-3:

X =2-3=5-3=1
X, =2,-3=-5-3=-8

Die Gleichung hat also die Ldsungen x, =2 und X, =-8.
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Anhang 2: Komplexe Zahlen

Einige quadratische Gleichungen haben keine Lésung. So kommt
fiir die einfache Gleichung
x2=-1

keine der Ublichen (reellen) Zahlen als Lésung in Frage, denn
beim Multiplizieren einer Zahl mit sich selbst erhalt man stets
eine positive Zahl oder Null.

Wir erweitern unseren Zahlenbereich durch Hinzufugen einer
neuartigen Zahl i, die eine Losung der obigen Gleichung ist:

i2=-1.

Man bezeichnet i als imaginare Einheit. Sie kann als Wurzel aus
-1 aufgefasst werden:

i=+/-1.
Anschaulich betrachtet, gehen wir vom Zahlenstrahl zur Zahlen-

ebene Uber. Die imaginére Einheit entspricht einem Punkt in der
Ebene, der aufierhalb des Zahlenstrahls liegt.

Wenn man die vier Grundrechenarten mit reelle Zahlen und i
durchflihrt, ergeben sich stets Ausdriicke der Gestalt:

a+bi,

beispielsweise 2+3i, —4+5i, 1,5+3,8i, usw.

Diese aus reellen Zahlen und der imaginédren Einheit zusammen-
gesetzten GroRen nennt man komplexe Zahlen.

Im Bereich dieser komplexen Zahlen kann die Wurzel aus nega-
tiven Zahlen gezogen werden, zum Beispiel ist:

J=9 = 3i, denn (3i)? =9i2 =-9
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Lasst man auch komplexe Zahlen zu, so liefert die p-g-Formel
also immer eine Losung der quadratischen Gleichung. Zum Bei-
spiel hat die in Kapitel 4.2 (Beispiel 6) betrachtete Gleichung

X2+4x+5=0
nun die Lésungen:

X, =—2+i und X, =-2-1i.

Denn
-_P IR 2_ | p=4undq=>5 einsetzen
Xyp = 24\ 2 q p= q=
=4, >
Xyy = _Ei 22 -5 |rechnen
Xy, = —2£+-1 = —-2%i

Die vier Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

Man rechnet mit komplexen Zahlen genauso wie mit den tblich-
en reellen Zahlen und Buchstaben. Es ist lediglich zu beachten,
dass i2=-1 ist.

Wir betrachten zur Verdeutlichung Beispiele zu den vier Grundre-
chenarten:

Addition
(2+3i) + (5+9i) = 7+12i

Subtraktion
(2+9i) — (6+3i) = —4+6i
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Anhang 2: Komplexe Zahlen

Multiplikation

(2+3i)-(5+4i) = 2-5+2-4i +3i-5+ 3i-4i
=10+ 8i +15i +12i? liz=-1
=10+23i-12
=-2+23i

Division

3471 _ (3+7i)-(1-2i)
1421 (1+20)-(1-2i)
17 +i 0
T 1-4i #=-1

17 +i

| 3. binomische Formel

17 1.
==L4zj
575

Hier hat man einen oft nitzlichen Kunstgriff benutzt, um
das i im Nenner 1+2i loszuwerden: Z&hler und Nenner werden
mit der entsprechenden Differenz 1-2i multipliziert. Dann
wendet man die 3. binomische Formel an , die besagt, dass das
Produkt einer Summe und der entsprechenden Differenz die
Differenz der Quadrate ist:

(a+b)-(a—b) = a2 -b?

Somit erhdlt man also den neuen Nenner:
@+2N)@-2i)=12-(2i)
=1-4i?
=1-4-(-1)
=1+4
=5
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Historisches zu den komplexen Zahlen

Rafael Bombelli (1526 — 1572) hat in seinem Buch Algebra als
erster die komplexen Zahlen dargelegt und als L&sungen von
Gleichungen einbezogen.

Das Wort imaginar ist von René Descartes (1596 — 1650) in
seiner berihmten Geometrie eingefuhrt worden.

Der Ausdruck komplexe Zahlen ist von Carl Friedrich GauR
(1777 — 1855) gepragt worden.

Die Bezeichnung i fur die imaginére Einheit geht auf Leonhard
Euler (1708 — 1783) zuriick.

Anwendungen der komplexen Zahlen

Bereits am Ende des 19. Jahrhunderts hat der deutsche Elektroin-
genieur Charles Steinmetz (1865 — 1923) komplexe Widerstéande
im Wechselstromkreis eingefuhrt, was zu einer erheblichen Ver-
einfachung der Berechnungen gefiihrt hat.

Die in den 1920er Jahren entwickelte Quantenmechanik benutzt
komplexe Zahlen. Auf einer Inschrift am Grab Erwin Schrddin-
gers (1878 — 1961) steht die beriihmte Schrédingergleichung:

ihy =Hy

Sie enthdlt die imaginare Einheit i.
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Anhang 3: Eulers Variante der p-g-Formel

Bei der p-g-Formel kommen zwei Vorzeichenidnderungen vor,
sowohl p als auch g erscheinen in der Formel mit gedndertem
Vorzeichen. Leonhard Euler (1707-1783) benutzt in seiner
beriihmten ,,Vollstdndigen Anleitung zur Algebra®“ eine Variante
der p-g-Formel, die keine Vorzeichen&nderung erfordert. Dazu
I6st er die Normalform der Gleichung

X2+ px+q=0
nach x*> auf:
X% =—px—q.

Vergleicht man diese aufgeldste Gleichung mit der p-g-Formel, so
sieht man, dass nun keine Vorzeichenwechsel mehr nétig sind,
—p und —q-—werden wortlich in die Formel Ubertragen:

2
K= (7‘)] _a.

Mit anderen Bezeichnungen tritt dies noch deutlicher hervor:

Die quadratische Gleichung
x?=ax+b
hat die Lésungen

2
a a
Xl/2 :Ei (E) "rb.

Der Losungsausdruck beginnt mit der halben Vorzahl von x, dann
folgt + oder — die Wurzel aus dem Quadrat der Zahl, die man
gerade geschrieben hat, plus die Konstante (die Zahl, die kein x
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enthélt). Diesen beschriebenen Inhalt der Lésungsformel muss
man sich einprégen, wie Euler hervorhebt.

Wir zeigen nun an zwei Beispielen, wie man mit dieser Methode
quadratische Gleichungen 16st. Wir beginnen mit dem Beispiel,
das Euler selbst gegeben hat.

Beispiel 1 (Euler)

X*=6X+7

L6sung

Aus x?=6x+7 hat mansofort x=3++9+7 =3+4; also sind
die zwei Werte von x: 1) x=7 und Il.) x =-1.

Beispiel 2

x?+6x=16

L6sung
1. Die quadratische Gleichung wird nach x? aufgeldst:

x> +6x =16 |- 6x
x? =16 —6X
X? =—6X+16

2. Wende den Inhalt der Formel an (Morzahl von x ist —6, die
Konstante ist 16):

x=—3++/32 +16
=-3+9+16

-3+5=2
=-3+5=
-3-5=-8

Die Loésungen sind folglich x=2 und x=-8.
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