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Kapitel 1

Der reibungslose Fall:

In einer Rotationskorperschale befindet sich eine Kugel.

Setzt man die Schale in Rotation, so strebt die Kugel vom Mittelpunkt der Scha-
le weg auf eine hohere Position. Hier ergeben sich mehrere Fragen. Ist die Kugel
bei der Rotation im Gleichgewicht oder stiirzt sie ab? Gibt es Spielrdume bei
der angenommenen Position? Gibt es vielleicht Bereiche der Schale, in denen die
Kugel nicht sein kann? Es ist anschaulich klar, dafl die Rotationsgeschwindigkeit
der Schale eine wichtige Rolle spielt. Welche anderen Grofien spielen sonst noch
eine Rolle? Wie ist die Abhéingigkeit von diesen Gréflien? Gibt es vielleicht auch
Groflen, von denen diese Position unabhéngig ist? Physikalisch ist die Situation
der rotierenden Schale gleichwertig zu der Situation einer Kugel, die in der ru-
henden Schale kreist.

Es soll die Abhéngigkeit von r und v (Geschwindigkeit) bestimmt werden und
auch die Winkelgeschwindigkeit w. Schwerkraft und Fliehkraft (Zentrifugal-
kraft) miissen dabei im Gleichgewicht sein. Die Fliehkraft kommt im Alltag
durchaus haufig vor. Jeder hat schon mal die Wirkung der Zentrifugalkraft
(Fliehkraft) erfahren, z.B. bei einem Karussell oder beim Fahren einer Kurve.

1.1 Kugelschale

Zuerst soll die Rotationskorperschale selbst eine Kugelschale sein. Der Neigungs-
winkel der schiefen Ebene sei a.



90°-¥

m = Masse der innenliegenden Kugel
Rj, = Radius der Kugelschale (innerer Radius der Schale)

g = Erdbeschleunigung
azgoo_(goo_fy):fy also a =7y

p

N

3,
o
F, = Fallkraft
Z, = Zentrifugalkraft, die entgegenwirkt
muv?
F, =mgsina und Z,=——-cosa
r

folgen aus folgenden Skizzen:

Fy, Zn sind Normalkrifte.



Es folgt:

Z,=/7-cosu Zny =7 -sina
wir erhalten:
mu?
Z,=——-cosq a=r
r

Einsetzung:
2
muv
4, = ————— - COS
® Ry -sinvy 7
Fiir F, bekommen wir wegen o = :
F, =mg-sinvy

Fiir eine stabile Kreisbahn in der Kugelschale mufl F, = Z, (Gleichgewicht)

sein, also:

. m'U2
mgsm-y = m + COs 7Y

umgeformt:
.2 .
sin sin
i mit Y _ tan y
cosy cos 7y

v2:g~RK~

ergibt:

v(7) = /g Ry - siny - tan~y
w=" w = Winkelgeschwindigkeit
r
vV gR sinytan~y gRj sinvytan vy

w - =
) Ry siny R? -sin®y

B gtany g
~ V Risiny | Ry, - cosy

2
Rotationszeit: U ==

w

Néherungen:

Fiir v < 90° gilt siny ~ tan~y

daraus folgt:

v~ y\/g- Ry -sin®y=sinvy-\/g-Rg

Fiir v nahe 90° gilt sin~y ~ 1:

v /g Rg-tanvy

Wenn der Schwerpunkt der Mittelpunkt der kleinen Kugel ist, dann kénnen wir
folgendes machen:



R = Radius der kleinen Kugel
Rj, = R; =Radius der Kugelschale (innerer Radius)

R, = auBlerer Radius

Nach der Skizze erhalten wir die Beziehung:

siny - Ry —siny- R
sinvy - Ry,

Tm =T

(1.1)

daraus erhalten wir:
Ry -R

'm =T
m Rk

Tm ist bei einer kleinen Kugel nur geringfiigig kleiner als r.

Wenn wir r,,, anstatt von r in die Gleichungen einsetzen, dann bekommen wir die
Winkelgeschwindigkeit und die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der kleinen
Kugel. Wir nehmen an, dass die kleine Kugel konstante rtliche Dichte hat. Mit
der Schwerpunktkorrektur erhalten wir die Schwerpunktsgeschwindigkeit:

. M R
Um:\/m mit T = Ry - sinvy - liRi
k

Fiir die Geschwindigkeit am Beriihrungspunkt gilt:

Ry - sinvy
L —
m

1.2 Allgemeiner Rotationskorper

Nun soll die Schale eines allgemeinen Rotationskorpers betrachtet werden.




h(r) ist die Funktion des allgemeinen Rotationskorpers.
R (r) = s = tan o = Steigung

« ist dabei der Neigungswinkel. Wir erhalten wie bei der Kugelschale:

. muv
F,=mg - sina Z, = - cos o
T
Es gilt:
1 sin o
cosa = =tan«

V1 + tan? « Cos v

hieraus folgt:
tan «

V1 +tan® o

sina =

Wir setzen nun s ein und erhalten:

2
F— mgs g oM

V1 + 52 M VA

Fiir eine stabile Bahn mufl wieder F, = Z, (Gleichgewicht) gelten, also:
mu? mgs 5

= v'=¢g-7-8
1+s2 V142 g

also folgt:
V=g 15

Fiir die Winkelgeschwindigkeit bekommen wir:

v [grs lg-s
w= - = — = fa—
r r r

Wegen s = I/ (r) ist eine Auflosung von v oder w nach r im allgemeinen nicht
moglich. Das mufl dann bei einer konkret gegebenen Funktion h(r) geschehen.

Wenn der Schwerpunkt der kleinen Kugel im Mittelpunkt ist, konnen wir fol-
gendes machen: R ist der Radius der Kugel.

Fiir den Winkel ¢ gilt: § = 180° — 90° — (90° — ) = « Aus der Abbildung

entnehmen wir: ]
r—R-sind

r

T =T



Mit tan o = s und

sind = 1::\/%(125 folgern wir daraus:
Ty =7T° . (1.2)
mit s = h/(r)

Tm ist bei einer kleinen Kugel nur geringfiigig kleiner als r. Wenn wir r,,, anstatt
von 7 in die Gleichungen einsetzen, erhalten wir die Winkelgeschwindigkeit und
Geschwindigkeit des Schwerpunkt der kleinen Kugel. Wir nehmen an, dass die
kleine Kugel eine konstante ortliche Dichte hat. Das ist bei allen Kapiteln giiltig.
Die genaue Auswertung mit Schwerpunkt ergibt dann fiir die Geschwindigkeit
des Schwerpunkts der kleinen Kugel:

o = VT )

Fiir die Winkelgeschwindigkeit:

N
wo Um [ h(T)
Tm Tm

Mit

Mit der Rotationskorperfunktion h(r) ist immer die innere gemeint. Wir be-
zeichnen:

r = r; = innerer Radius

rq, = aulerer Radius

h(r) mufl so sein, dafl es mit der Kugel nur ein Beriithrungspunkt gibt. Also
keine ,Mulden“.mit zwei Berithrungspunkten vgl. Abbildung;:



Vom allgemeinen Rotationskorper kénnen nun verschiedene Spezialfiille abge-
leitet werden.

1.3 Rotationskegel

Wir betrachten nun einen Rotationskegel:

v

| en

a = Offnungswinkel des Kegels

Durch die Abbildung sehen wir:

T . _ 1
h(r) " tana = s=h (r) " tana

Setzen wir nun in die allgemeine Formel v = ,/grs fiir h(r) und s ein, so be-
kommen wir fiir die Geschwindigkeit:

g-r

tan o

Umgeformt nach r:
v? - tan o

g
Fiir die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich:

v gr g
w=— = =
r tan o - 12 r-tan o

Wiederum nach r umgeformt:

T =

w? - tan o

vgl. Sommerfeld [5] §14.1 S.73.

Zur Anwendung von Gleichung (2) wird nun —== berechnet.

Vits2
S 1 1

V1 + 82 _tanoz~\/1+ 1 Vianla+1

tan? a

= COos

Aus Gleichung (2) folgt nun:

r—R-cosa
’r‘m:r'i
r

Die Berticksichtigung des Schwerpunkts fiithrt zu:

g Tm g r
Um = W=\ —F——— V= "TUpm  —
tan o rm - tan a Tm




1.4 Rotationsellipsoid

Wir wenden uns nun dem Rotationsellipsoiden zu. Die Halbachse a liegt auf der
x-Achse und auf der y-Achse, die Halbachse b auf der z-Achse. Die z-Achse soll
Rotationsachse sein. Die Halbachsen a und b kénnen beliebig sein.

f/
K (v} 7 7 X
N~ Y
|

Es gilt die Mittelpunktgleichung der Ellipse:

r2  h?
2tp =t
Umgeformt:
h? = b2 (122) —p?. 2 a;z
Daraus folgt: )
h(r) = j:a Va2 —r?

Bilden wir die Ableitung nach r, so erhalten wir:
b 1 —2r b r
=Kr)y==.2. —— 4.
i (r) a 2 ++/a%2 —r? a a2 —r?
mit v = +,/grs folgt:

schlieB3lich:

Néherung fiir r < a:

(O~

IS

Jetzt muf} noch die Beziehung zwischen r und r,,, gefunden werden. Wir erhalten
im Fall des Rotationsellipsoiden fiir den Ausdruck:
S br 1

Vits? a Va2 \/1+ 2y
s

10



br br
22_ 4 _ 2,42 2.2
a~\/a2—T2+ba2 Va* —r2a2 + b2r

Wir setzen diesen Term in Gleichung (2) ein:
brR
/a47712a2+b2712

r

(- =)
Tm =T 1-
Wt — 1202 + 0212

Die Beriicksichtigung durch den Schwerpunkt liefert:

r—

Ty =T -

b-g r
Um = Tm * — V="V —
a-va*—r T'm

Die Winkelgeschwindigkeit bleibt dieselbe.

1.5 Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoi-

den:

Es ist auch moglich die Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden mit dem
Kugelradius Ry, = a = b betrachten. Durch Spezialisierung der Formeln (3) und

(4) ergibt sich:

:U
EIX S
\
ﬁm

\Wﬁ

v%r-,/ w R 1/
rmzr-(l—]§€>

Spezialisierung von (5):

Eine noch genauere Berechnung mit dem Schwerpunkt ergibt:

g T
Um = Tm * — V="V —
Ri—’l‘Q T'm

Die Winkelgeschwindigkeit bleibt unveréndert.

1.6 Paraboloid

Wir gehen nun auf den Rotationsparaboloiden ein. Fiir die Parabel gilt:

z? = 2py
Wir betrachten folgende Abbildung:

11



[ e
F )

RN ¢
> j} z%

Bezeichnungen:

Brennweite f = £ z=r,y=nh
r? =2h-2f = 4hf

daraus erhalten wir:

r r
h = - = h/ = —
I; s (r) 57
mit v = +,/grs folgt:
r g
= T _— =T —_—
AT 2f
Fiir die Winkelgeschwindigkeit:
v g
W= - = |2
2f
w ist unabhéngig von r.
Wir formen die Geschwindigkeitsgleichung um:
2f
r=uv-4/—
g
Zur Beziehung zwischen r und r,,:
s B r B r
VIts® op 14 gm VAP

Mit Gleichung (2) bekommen wir:

R
rm=7‘-<1—4f2+r2>

Eine noch genauere Berechnung mit dem Schwerpunkt der kleinen Kugel fiihrt

zu:

g r
-z V=V —

2f T'm
Die Winkelgeschwindigkeit verdndert sich nicht.

Um =Tm

12



1.7 Hyperboloid

Wir schauen uns nun die Kreisbahnen auf einer Rotationshyperboloidenschale
an:

Sinnvoll sind die Bezeichnungen:

y=r,x=nh

h2 ,',.2
pea
Umgeformt:
h2 2 1 ﬁ o ﬁ b2 2
=a + b2 - b2 ( +r )
also:

mit v = +,/grs folgt:

a T ag
v=lgro - —— =1 ——— 1.6
\/g b ViRt b VBt 2 (1.6)



Eine Néherung fir a,b < r:

ag arg
VT - = —_—
br b

Asymptote: R (r) =~ %
Winkelgeschwindigkeit:
v ag
W=—-=,/———
r b-vVb?+ 12
fir a,b < r:
ag
W
br

Nun berechnen wir noch die Kugelmittelpunktsgeschwindigkeit:

s _ ar 1
ar ra

! b'\/b2+r2+% VO 2 4 0%

aus (2) folgt fiir r,,:
Rra
Vbi4r2b2+r2a?
r

r—

Tm =T -

schliefflich:

< Ra >
Tm=17-|1-
*/b4—|—r2b2+7“2a2

Mit dieser Schwerpunktkorrektur erhalten wir:

Uy =T A v="u !
S RV = " T
Die Winkelgeschwindigkeit bleibt dieselbe.

Verallgemeinerungen:

a): Statt Rotationskorperschalen kann man auch einen Arm betrachten,der die
Form des Rotationskorpers hat.

N

L/

14




Dieser Arm wird in Rotation versetzt und der Kérper darauf nimmt durch Gra-
vitation und Zentrifugalkraft eine Gleichgewichtstellung ein. Wenn der Korper
auf diesem Arm reibungsfrei gleitet, gelten dieselben Gleichungen dafiir. (Vor
allem kann man das bei Rotationskérpern wie Kugel, Zylinder u.s.w. ereichen.)

b): Der reibungslose Fall im Medium kann genauso behandelt werden, wenn

statt g, W =g - (1 — g—i) (vgl z.B. Budo [2] §16 S.85) in die Gleichun-

gen eingesetzt wird. Dabei ist ¢ die Dichte des Mediums (Fliissigkeit oder Gas)
und @ die Dichte des Korpers, der sich im Gleichgewicht befindet (nicht die
Dichte der Rotationskorperschale).

Begriindung:

Bei diesen Gleichgewichtsfillen treten nur Gravitation und Zentrifugalkraft auf.
Die Zentrifugalkraft ist unabhéingig vom Medium, im Falle der Kreisbewegung
héngt die Zentrifugalkraft nur von r und v ab, wie man aus der Herleitung der
Zentrifugalkraft sehen kann, nicht aber vom Medium. Die Gravitationsbeschleu-
nigung veréndert sich von g zu g - W‘W;KW. Nur bei der Gravitation tritt eine

Verénderung auf, weswegen in diesem Fall g- (1 — z—;) statt g einfach eingesetzt

werden kann.

Bei pr > ¢x mufl die Rotationskoérperschale (bzw. der Arm) umgedreht wer-
den.

) of \
statt dann / ‘é\
; 3

Dann gelten wieder dieselben Gleichungen.

15



Kapitel 2

Der Reibungsfall

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

m = Masse der Kugel

R = Radius der Kugel

g = Erdbeschleunigung

Fr = Reibungskraft

1 = allgemeiner Reibungskoeffizient
ng = Haftreibungskoeffizient

na = Gleitreibungskoeffizient

1 = Rollreibungskoeffizient

« = Neigunswinkel der Ebene

Wir erkldren den Faktor § folgenderweise:

% falls 4 < (Rollen)
5=1 . 1 falls po < & (Gleiten) . '
zoderl falls % = pp # 0(Entscheidung bleibt offen)
1 falls 0= % = pp (reibungsfrei)

vgl dazu Assmann [1], Band 1, Kapitel 11.10, S. 265.

Die Beschleunigung b auf der schiefen Ebene ist:
b = dg - sina, die Geschwindigkeit v und die zuriickgelegte Strecke s ergeben
sich dann als v = §gsina -t und s = 1 - §g - t? - sina.

Rollt eine Kugel auf der schiefen Ebene, so ist § = %, dieses folgt zum Beispiel

aus Budo [2] §57, S.302, Gl. (8). Das Trigheitsmoment J einer Kugel ist J =

% -mR?. Die allgemeine Formel fiir das Abrollen auf der schiefen Ebene lautet:

mgsin a

b= (2.1)

m+ 7

Eine Herleitung befindet sich bei * am Ende des Kapitels oder man kann das
mit Budo [2] §57, S.302, Gl. (5)-(7) sehen. Das Trigheitsmoment der Kugel

16



eingesetzt ergibt:

mgsin o ) .
b= ——-— == -¢gsin« 2.2
m—l—%-m 7 g (2.2)

Damit ergibt sich im Fall des Rollens § = %

Fiir die Krifte erhalten wir (siche Abb.):
F =mgsina Fny =mgcosa
Reibungskraft:
Fr=p-Fn =mgucosa
Im Reibunsfall ist:

% falls

o= ue  falls

g oder % falls

H > % (Rollen)
> pp (Gleiten)
= % (Entscheidung bleibt offen)

N =

=

vgl. Assmann [1], Band 1, Kapitel 11.10, S.265 Im Reibungsfall ist:

F=mg-(dsina— pcosa) b=g-(dsina — pcosa)

1
v=gt-(dsina — pcosa) s:i-th(JSina—ucosa)

Betrachtet man Kreisbahnen auf Rotationskorperschalen und ist Z die Zentri-
fugalkraft so lauten die Ungleichungen fiir stabile Bahnen vgl. Sommerfeld [5]
Band 1, §14.1, S.73:

Zz_FZSZR+FR FZ_ZZSZR—’_FR

mit:
F, = dmgsina Fr=mgcosa-pu

Fiir die Zentrifugalkrifte (siehe Abb.):

17



Z=m = Zentrifugalkraft

r

va

ZN = Z -sina Z,=190- - Ccos @

,
Zr= Reibungskraft der Zentrifugalkraft

2
Zn=p-Zn=p 22 sina
T

2.1 Bahnen auf der Kugelschale
Nun geht es um stabile Bahnen auf der Kugelschale, bei der diesmal die Reibung

beriicksichtigt wird.

Ry = Kugelradius (innerer Radius der Kugelschale)
~v = Hohenwinkel der Kugelschale

a ="

Die Grenzgeschwindigkeiten fiir stabile Bahnen ergeben sich aus:
Z,—F,=Zr+ Fg (2.3)

F.— 7. = Zn+ Fr (2.4)
Es ist r =sinvy - Rg und « = v Es folgt aus (3):

mwv?  cos MUy SN
,M_5mgsin7:NM+mgc037-u
siny - Ry siny - R
mit tany = (S:g;z folgt:
Imvd 4, pmuy
— AT fmgsiny = —="% + mgcosy -
tanvy - Ri g Rk geosT i
geordnet:
w2 L_@ = mgcos~ - [t + dmgsin-y
mer \tanvy-Rxg Rk
Auflosung:

) _gsin’y~<5+$)

maxr ~
) 1
(tanv _'u’) "Rk

18
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schliefflich:

\/gRK sin~y - (tan+y - 0 4 p)
Umaz =
6 — ptan-y

Aus Gl (4) kann man auf dieselbe Weise einen Ausdruck fiir die minimale Ge-
schwindigkeit bekommen:

gRi siny - (dtany — p)
Umin =
d+tany - p

Es ist allgemein:

Winkelgeschwindigkeit = w = - L
r  siny- Rk

Es gibt ein 7,4, und ein ,,;, die folgendermafien aus der maximalen und
minimalen Geschwindigkeit bestimmt werden koénnen.

YouuX

-
Ty .~ a4 \}

M4

Umae = 00 wenn 6 — ptany = 0, daraus folgt:

tan TYmazx = —

Umin = 0 wenn d tany — p = 0 daraus bekommt man:

lat
0

tan ymin =

Man erhélt zuséatzlich:
Ymax + Ymin = 90°

Die Kugel kann sich also nur im Bereich [Ymin, Ymaz] in einer stabilen Kreisbahn
bewegen. Auflerhalb dieses Bereiches gibt es keine stabilen Kreisbahnen mit
konstanten Hohenwinkel.

Wenn man fiir ;o Null einsetzt erhélt man aus der Maximalgeschwindigkeit und
der Minimalgeschwindigkeit denselben Ausdruck

v = +/gRK sin~ytan~y

fiir den reibungslosen Fall. Das ist die Formel von Kapitel 1.

Die Beziehung zwischen r und r,, bleibt dieselbe wie im Kapitel 1 fiir den
reibungslosen Fall.
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2.2 Die Bahn auf der allgemeinen Rotati-
onskorperschale

h(r) = Rotationskorperfunktion siehe Abbildung,s = h'(r)
h(r) mufl so sein, dafl es mit der Kugel nur ein Beriithrungspunkt gibt. Also
keine ,Mulden“.

hir)

'Y'

Mit der Rotationskorperfunktion ist immer die von der inneren Schale gemeint.
r = innerer Radius

Es gilt folgendes:

1 . S
s = tan« cosSQq¢ = ——— sino =

V1+s? V1+s?

daraus folgt:

s mgj

F,=émg - ——  Fp= 98
g V14 s2 r V14 52

2 2
ZZ:(;.L 7 - TS

-1+ 52 R -1+ s2

Nun wenden wir wieder die Gleichung (3) an.

omgs umu2, s mgp

2
omu - o

mazx _

revits: Vits2 rV/i+s? Jits?

vereinfacht: ) )
Uma;: 0 _ YUmaa " HS = gu+ (SgS
02
== (0 ps) =g (nt0s)
schlieBlich:
g5

Analog kann man auch eine Formel fiir die minimale Geschwindigkeit aus der
Gleichung (4) herleiten. Diese lautet:

rg - (6s —p)
us+0

Umin =



Es gibt auch hier ein s,,4, und ein s,,;, die aus den Gleichungen fiir Maximal-
geschwindigkeit und Minimalgeschwindigkeit bestimmt werden.

Umaz = 00 wenn § — pus = 0 daraus folgt:

)
Smazr = — (2.5)
I
Umin = 0 wenn ds — g = 0 man erhélt:
I
Smin = (26)
Wir finden:
Smin * Smaz = 1

Im reibungslosen Fall mit p = 0 ergibt sich:

Umaz = Umin = \/9T'S

Diese Formel stimmt mit der vom Kapitel 1 iiberein.

Die Beziehung zwischen r und 7, ist dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

Vom allgemeinen Rotationskérper kénnen nun verschiedene Spezialfiille herge-
leitet werden.

2.3 Der Rotationskegel

In diesem Fall ist:

! s=h(r)= !

tan «

h(r)

- tan «
a = Offnungswinkel des Kegels
N

A J{’\'\ “ }

In die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit des allgemeinen Rotati-
onskorpers eingesetzt ergibt:

(Y = Tg(55+ﬂ): Tg'(tafla+u)
ma § — ps §— L

tan o

21



schliefflich:

rg- (6 +tana - p)
Umaz =

dtana —

In derselben Weise erhélt man aus der Minimalgeschwindigkeitsformel fiir den
allgemeinen Rotationskérper die Minimalgeschwindigkeit beim Rotationskegel:

S \/rg (6 — ptan @)

1+ dtan
Aus den allgemeinen Grenzbedingungen S,,.. = % und Sppin = % folgen
o L =9 und —L— = £ 3o daB wir erhalten:
an max Iz tan aumin 0
1 )
tan amaz = 3 tan aumin = —

Beim Rotationskegel gibt es nicht 7in,"maz sondern umin,Qmaz. Setzt man

bei den beiden Geschwindigkeitsformel 1 = 0 ein so ergibt sich die Formel
v = m fiir den reibungslosen Fall. Diese Formel ist schon vom vorigen

Kapitel bekannt. Die Beziehung zwischen r und r,, ist dieselbe wie im vorigen
Kapitel beim reibungslosen Fall.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

2.4 Der Rotationsellipsoid

Wir betrachten die Abbildung;:

¥

o

Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse mit den Halbachsen a,b bekommen

Al

e
i

wir (siehe auch voriges Kapitel): b = Rotationsachse
b , b r
h(r) =+—-+va?—1r? s=hr)=+- ———
a a a2 —r2

Wir wenden wieder die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit beim allge-
meinen Rotationskorper an:

rg-Gstg |19 (08 )

Umaz = = b
— ur
0~ ps o0—3- Val—rZ

schlieB3lich:

S rg - (6br + pa - a2 —r?)
e Sa-va? —1r2 —bur
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Analog kann man aus der Formel fiir die Minimalgeschwindigkeit des allgemei-
nen Rotationskorpers folgende Gleichung herleiten:

N rg - (8br — pa - Va% —12)
e ubr + da - v/a? — r?

Aus den allgemeinen Grenzbedingungen S,,q: = S ynd Spmin = % bekommt man
die speziellen Bedingungen fiir den Rotationsellipsoiden:

d - b Tmaz wo_ b "min

- 32 T a 2_,2
K a a Tmaz 0 a a Tmin

wir formen jetzt nach 7,4, um:

2 2 2 2 2122
6%a '(a’ _rmaaz)_:u’brmaz

2.4 _ 222
0%a™ — 6%a’r;,
9 §%at
T = —————
mar T oha 4§22

2122
ax_:ubrmaw

also:
da?

T = ———=<a
maw /1262 + 5242

Die andere Grenzbedingung kann man genauso nach r,,;, umformen:

___dp
T'min = /252 + a22 <a

Fiir 4 < 1 folgt nun:

a’u
by
Einsetzung von o = 0 bei den Formeln fiir die Maximal- und Minimalgeschwin-
digkeit fiihrt zur bekannten Formel fiir den reibunsfreien Fall (siche Kapitel

1):

.~ ~
Tmin ~ Tmaz ~ @

gb

V=T — e
a-vVa?—r?

Die Gleichung zwischen r und 7., ist dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w = &

2.5 Spezialfall Kugel (a = b= Ry)

Durch Spezialisierung der Rotationsellipsoidengleichungen erhélt man die Glei-
chungen fiir die Kugel diesmal in Abhéngigkeit von r und nicht vom Hoéhenwin-
kel. a = b = Ry gesetzt ergeben:

\/rg~((5r+,u- VR —1?)
Umax =

§-\/R% —r2—pur
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\/rg-(ér—u- R% —r2)
Umin =

pr+6 -/ R% —r?

S 0-Ri S Ry - b
max //1/2 + 52 mn /52 + MQ

fir p < 1ist rpi, =~ % und 7me; ~ Ri. Beim reibungslosen Fall 4 = 0

erhilt man aus den Geschwindigkeitsformeln wieder die bekannte Formel

g

aus Kapitel 1.
Die Beziehung zwischen r und r,, ist wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w = 7

2.6 Der Paraboloid

Wir wenden nun die Gleichungen des allgemeinen Rotationskorpers auf den
Paraboloiden an. f ist die Brennweite des Paraboloiden.

Fiir den Paraboloiden gilt nach Kapitel 1:

o _T
4f 2f

Wir setzen nun die Parabelfunktion in die Formel fiir die maximale Geschwin-
digkeit des allgemeinen Rotationskorpers ein.

h(r) s=h'(r)

rg- (6s+p) Tg'(‘s'ﬁ*'”)
_ —

oF

Umazx =

0 — us

also folgt:
rg - (or +2fp)
2f6 — ur

Entsprechend erhilt man aus der Minimalgeschwindigkeitsformel die minimale
Geschwindigkeit fiir den Paraboloiden:

Um.ax -

rg - (6r —2fp)
pur +2f0

Umin =
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Aus den allgemeinen Grenzbedingungen $,,q, = %

wir durch Einsetzung fiir s:

und Sy, = & bekommen

m > 5 6
Tmaz _ 9 also: Tmaz = 2 - of
2f p
und
Imin _ 12 also: Trin = 2 - In
2f 1) 0

Bei o = 0 folgt aus den Geschwindigkeitsformeln die bekannte Formel fiir den
reibungsfreien Fall (Kapitel 1):

Die Gleichung zwischen r und 7, bleibt dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

2.7 Der Hyperboloid

Unter Beachtung der Abbildung und der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
erhalten wir wie im Kapitel 1: a,b = Halbachsen

N A

\L
]')’

a , a T
r)=g VP4rt =W =3 o

Setzen wir nun die Hyperbelgleichung in die Formel fiir die maximale Geschwin-
digkeit (allgemeiner Rotationskérper) ein, so bekommen wir:

o e Gs ) rg- (8.4 e 1)
mazx 5—,[1,8 5 Qara

G

also:

" B rg~(5ar+ub-\/m)
mak §b~\/l)2+7r27w"a
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Aus der Formel fiir die minimale Geschwindigkeit im allgemeinen Rotati-
onskorper kann man analog folgern:

o Te (Sar — puby/b2 + r2)
e par + 5byv/b2 + 12

wenn b < r so kann man schlieflen:

r

a a
bV b

Q

s=h(r)=

daraus folgt nun fiir b < r:

N\/rg-((S-‘g—l-,u)\/rg-(éaJrub)
Ymaz S A5 g AT s — ua

5 ob — na

Aus der Formel fiir die minimalen Geschwindigkeit kann man fiir b < r analog
berechnen:
rg - (da — pb)

pa + b

~

Umin =~

Setzen wir die Formel fiir s in die allgemeinen Grenzbedingungen s,,,4, = % und
Smin = & ein, so erhalten wir:

Tmaz 5

a a
bR, w b Rt

Wir formen die erste Gleichung um:

Tmin /j,
)

a2/”L2T12naz = 52 : (b2 + T?nam) ! b2
a2u27‘,2naw =62t + 52b2r72nw
5%b*
r2 =

maz a2'u2 — 2p2

schlieB3lich:
5b2

Tmaw - T
[a2pZ — 52b2
Aus der Gleichung fiir 7,,;, kriegen wir durch eine dhnliche Rechnung:
o
T'min = /7@262 — /,L2b2
Als Naherung fiir p < § < 1:
pb®

Tmaz =~ b

ad

-
Tmin ~

Fir 4 = 0 bekommen wir aus den beiden Geschwindigkeitsformeln die von
Kapitel 1 bekannte Formel fiir den reibunsfreien Fall:

ga

bV E

<
Il

26



Fiir r» und r,, gilt dieselbe Beziehung wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

zu *: Es geht um die Herleitung von Formel (1):

Bezeichnungen:
kinetische Energie = Ey;, = mT”Q
potentielle Energie = E,,; = mgh mit h = h,sin o siche Abb.
Rotationsenergie = F,,; = ]T’“Z J = Tragheitsmoment
j /Q"\ g d\\
n

Energiesatz:

mu? n Jw? h

T,

2 2 g

Wir setzen voraus, dafl der Koérper nur rollt und nicht gleitet. Dann gilt:
v

Winkelgeschwindigkeit = w = 7 R = Radius des rollenden Kérpers

mu? n Jv? b si
_— — = in
5 P mghg sin

Durch Umformung erhalten wir:

2mgh sin o
v = -7
mA gz

Da der rollende Kérper mit der konstanten Beschleunigung b = g sin a gezogen

wird, liegt eine gleichméflig beschleunigte Bewegung vor. Fiir diese Bewegung
2

gilt: v2 = 2h, - b umgeformt zu b = 357 Nun wird die Gleichung zu v eingesetzt:

2mghg sin o mg sin o
b= 2h. - AN a
so(m+q2)  m+t g

Damit haben wir dann die gewiinschte Formel.
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Kapitel 3

Umkehrungen

3.1 Umkehrungen beim reibungslosen Fall

Die Kugelschale:
Wir nehmen die Notation von Kapitel 1.1.

Winkelgeschwindigkeit:

g 2 g
= = =
v \/ Ry - cosy v Ry, - cos~y

umgeformt nach cos~:
g

COSY = ——
Rk-w2

Geschwindigkeitsformel:

v =g- Ry -siny-tanvy

mit .
s
sin?~ 4+ cos?y =1 siny = /1 — cos2 tany = o
cos 7y
folgt:
5 \/1—cos?y 1 —cos? vy
v°=gRp-\/1—cos?2y - Y—-—— =gRp - ———
gk 7 cosy F cos 7y
ausmultipliziert:

v?cosy = gRy, — gRy, cos®
schlieflich erhalten wir eine quadratische Gleichung:
02
cos?y 4+ —— -cosy—1=0
gRy

Losung der quadratischen Gleichung:

2\ 2 2
cosy =+4/1+ Y S
! 20R;) 29
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Hier ist nur die Wurzel mit dem positiven Vorzeichen sinnvoll, sonst wird
cosy < 0 und im Bereich [0,90°] gibt es dafiir keine Losung.

Rotationsellipsoid:

Wir iibernehmen die Symbole von Kapitel 1.4. Nun geht es darum r als Funktion
von der Geschwindigkeit v zu ermitteln. Wir gehen dabei von der Geschwindig-
keitsgleichung (3) im Kapitel 1 aus:

daraus folgt:

2 _ bg
2 Va2 —r?
Umgeformt:
4,2
v*a
T4 ~(a277'2):b2‘92

Wir bringen diesen Ausdruck zu einer Polynomgleichung:

vlat — vta? 1% = b2g2 -t

Normierte Form:
vta? 9 via?

b2g2 L b2g2

rt =0

Dieser Ausdruck kann als quadratische Gleichung nach 72 aufgefafit werden,
also:
4q4 4,2\ 2 4.2
9 via via v*a
= - 3.1
r +\/ng2 + <2b292> 20242 (3.1)
Wir leiten jetzt eine Formel fiir r in Abhéngigkeit von der Winkelgeschwin-

digkeit w her. Wir gehen dabei von der Gleichung (4) in Kapitel 1 fiir die
Winkelgeschwindigkeit aus.

b
w? = g
a-Va?—r?
umgeformt:
22
aw?

Auflésung nach r:

oo () 5
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Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden:

Es ist auch wieder moglich die Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden mit
dem Kugelradius Ry, = a = b betrachten. Spezialisierung von (1) und (2):

412 4\ 2 4
2 viR; v v
) —W P *(29) g2

r=yR- (5)

w?

Hyperboloid:

Die Symbole von Kapitel 1.7 werden iibernommen. Nun geht es darum den
Radius r aus der Geschwindigkeit v zu ermitteln, Gleichung (6) von Kapitel 1:

a r ag
V= re—" —=17- _—
\/g b Vb2 42 b Vb2 + 12

umgeformt:
v? ag
2 b2 412
V42 - (0 + r2) = a2g?rt
Ausmultipliziert:

’U4b4 +7}4b27°2 _ (12927"4

Normierte Form:
4b2 ) 1}4b4 _
T2z T T g2 =0

v
r

Dieser Ausdruck kann als quadratische Gleichung fiir 72 behandelt werden.

2_ . vip? N vip? N vib?
—
aZg? 2a2g? 2a2g?

Ermittlung von r aus der Winkelgeschwindigkeit w:

ag

b- Vb2 +12

Umformung:
ag
Vb2 12 —
" bw?

nach r aufgelGst:
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3.2 Umkehrungen zum Reibungsfall

Wir iibernehmen die Symbole von Kapitel 2.1 - 2.7. Losen wir die Formeln fiir
die maximale Geschwindigkeit nach den Radius r oder den Hohenwinkel ~ auf,
so bekommen wir Formeln fir r,,;, bzw. Y. Eine Auflésung der minimalen
Geschwindigkeitsformeln nach r oder v fithrt dagegen zu einen Ausdruck fiir
T'maz UNd Yme.. Beim Rotationskegel erhalten wir:

(0tana — p) - v? _ (p+dtana) - 0?
g-(6+tana - p)

Tmin = maxr —

g- (0 —ptana)

Bei dem Paraboloiden ist die Auflésung nach r etwas komplizierter. Sie fiihrt
iiber eine quadratische Gleichung fiir r zu den folgenden Ausdriicken:

2
o (AT 20 2fpg + v
e 209 g 209

2fpug + w2\ 2fv2  2fug + pv?
e frg + po n Ju n frg + po
2g0 g 2g0

Die postive Wurzel ist bei beiden Formeln zu nehmen, da sonst die Losungen
negativ werden.

Auch beim Ellipsoiden und beim Hyberboloiden kénnen solche Auflosungen
nach r durchgefithrt werden. Man kommt dann zu Polynomen 4.Grades in 7,
die mit groflen Aufwand noch exakt gelost werden kénnen. Die Auflésung der
Geschwindigkeitsformel von der Kugel mit Hohenwinkel v nach « fiithrt zu einem
Polynom 4.Grades in tan .

Die Formeln fiir Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeiten bei Bahnen
auf Rotationskorperschalen kénnen auch als Funktion von & (beim Ellisoiden
auch durch den Hohenwinkel +) berechnet werden. Bei allen speziellen Rotati-
onskorpern kann r = f(h) eingesetzt werden. Beim allgemeinen Rotationskdrper
muf} der Fall mit & nochmals hergeleitet werden. (Von diesen ist evt. ebenfalls
die Entwicklung der speziellen Formeln moglich.) Fiir die Einsetzungen von
v,w= f(r) zuv,w = f(h) gelten:

r=r,y=~h

2 h2
LN G | (a <b)oder (a >b)

fiir Ellipsoiden: poaRas

fiir Kugeln: r? +h? = R%

h? 72
fiir Hyperboloiden: T E 1
fir Paraboloiden: 72 = 4hf
fiir Rotationskegel: h=r- tana
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Kapitel 4

Stabile Kugelbahnen auf
Makrorotationskérpern im
reibungslosen Fall

4.1 Der allgemeine Rotationskérper

Ein Planet steht still oder fiihrt eine gleichférmige Bewegung im sonst mate-
riefreien Raum aus. Der Planet wird als Kugel angesehen. Senkrecht zur Kuge-
loberfliche steht die Achse des allgemeinen Rotationskorpers. Der Planet soll
iiberhaupt nicht rotieren.

7 arctan s

"~ "™~ arctan sr

R, = Radius des Planeten

g = Gravitationsbeschleunigung in P
m, = Masse des Planeten

G = Gravitationskonstante

v = Geschwindigkeit

m = Masse der Kugel

t = Tangente

h(r) = Rotationskérperfunktion
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s = h(r)
h(r) muf so sein, dafl es mit der Kugel immer nur ein Beriihrungspunkt gibt.

_ Gmy
I TR+ 1

Zentrifugalkraft = Z = m;’Q

Nun muf s, berechnet werden. Es gilt s, = f(s, h,7).

h
[ =90° — arctan

Wir haben fiir s,.:

o + R
arctan s, = arctan s + 3 = arctan s + 90° — arctan ——=

1
tana

wegen tan(90° —a) = daraus folgt:

arctan s 4+ arctan = arctan s,

r
h+R,
Damit kann eine einfache Beziehung mit Hilfe des Additionstheorem des Tangens
gefunden werden.
tana 4 tanb
t b)) = —
an(a +b) 1—tanatanbd

damit bekommt man:

5y = Stagr, _r+s-(h+Ry)

l—hj’]}p h+ R, —sr

Bei h,r < R, ist s, = s.

Bedingung fiir Bahnen: s, > 0 ist gleichwertig zu 0 < r + s - (h + R,) und

h+ R, —sr > 0. s, < 0 ist hier nicht moglich. Aus den beiden Bedingungen

folgen:

—r h+ R,
_— >

d
h+R, r

S
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F, = Fallkraftkomponente Z, = Zentrifugalkraftkomponente

F, =mg - sina, Z, =27 cosw
tan o, = s, tana = s sino = cos o - tan «
1 N 1
coS QU = —————— cosq = ——
V1 +tan? « V14 s2
. Sy
sin @y = —F————
Jits2
das fiihrt zu:
mgs,
F, =

Zentrifugalkraft = Z = mT”? wir erhalten:

Z, = ——

-1+ s2
Fiir die Kreisbahn mufl Z, = F, sein, also:

mgsy, mu?

VitsZ  roV/1+ s

schlieflich folgt:

Die Beziehung zwischen r und r,, bleibt dieselbe.

In die allgemeinen Gleichungen kénnen in s die Formeln fiir s bei Rota-
tionskegel, Ellipsoid, Kugel, Paraboloid, Hyperboloid eingesetzt werden. Man
erhélt dann die zugehorigen Gleichungen fiir den Makrotyp im reibunslosen
Fall.

4.2 Die Makrokugel mit H6henwinkel

Wir kommen nun zur Makrokugelschale:
R, = Planetenradius

my, = Masse des Planeten

Ry = Radius der Makrokugel

m = Masse der Kugel

~v = Hohenwinkel

a = Neigungswinkel zur Gravitation

K = Gravitationskraft

G = Gravitationskonstante
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Kosinussatz:

r? = (Rx + R,)? + R% — 2Rk - (R + R,) - cosy

Beim reibungslosen Fall im homogenen Feld wurde o = ~ gezeigt. Im Gra-
vitationsfeld ist die Beziehung a = f(y) etwas komplizierter ebenso wie die
Gravitationsbeschleunigung g:

Gm Gm
g= L= P (4.1)
r? (Ri + Rp)? + R% — 2Rk - (R, + Rk ) - cosy

noch einmal Kosinussatz:
(Rk + R,)* =%+ R — 2rRi cos 3
umgeformt und fiir r eingesetzt:

r’ + Ry — (R + Rp)*
QTRK

cos 3 =

Rk — (Rx + R,) - cosy
V(Ri + R,)2 + R% — 2Ry - (Ri + R,) - cosy
nach der Abbildung ist:

B =180° — « = cos 3 = cos(180° — ) = —cos
daraus folgt:

cosa = B + By) cosy — R (4.2)
V(Ri + R,)? + R% — 2Ry - (R, + Ri) - cosy

F, = Fallkraftkomponente
7, = Zentrifugalkraftkomponente
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F, =mgsina Z, =2 -cosy

7 mu?
" Ry - sin y
mit tan o = ig;a erhalten wir:
«
mu?
Zy, = —
Ry - tan~y

Fiir eine Kreisbahn in der Makrokugelschale mufl F, = Z, sein, also:

va

mgsinoe = ————
g Ry - tan~y

es folgt:
v =+/gRksinatan~y (4.3)

w = Winkelgeschwindigkeit

v gRKk sinatany gsinasiny
w = " = =
Ry -siny R2 -sin®~ Ry sin® 7 cos

gsina
=2 4.4
v Ry sinycosy (44)

In (3) und (4) sind fiir g und « (1) bzw. (2) einzusetzen. Die Gleichung zwischen
r und 7y, bleibt unveréndert. Die Verallgemeinerung a) am Ende von Kapitel 1
gilt sinngem#fl auch fiir die Makrorotationskorper.

schlieB3lich:
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Kapitel 5

Stabile Bahnen auf
Makrorotationskorpern mit
Reibung

5.1 Der allgemeine Makrorotationskérper mit
Reibung

Die Symbole werden vom reibungslosen Makrofall (Kapitel 4.1) {ibernommen.

R, = Radius des Planeten

g = Gravitationsbeschleunigung in P

m, = Masse des Planeten

G = Gravitationskonstante

v = Geschwindigkeit

m = Masse der Kugel

h(r) = Rotationskorperfunktion

s =h(r)

h(r) muB so sein, dal es mit der Kugel immer nur ein Beriihrungspunkt gibt.

_ Gmy
UNUESAERSE
Nach Kapitel 4.1 gilt:
2
F = mgs,o g o MW §

V14 s2 RV

d kommt aufgrund des Reibungsfalls noch hinzu. (Erklarung folgt spiéter)

Fr = Reibungskraft durch die Schwerkraft
Zr = Reibungskraft durch die Zentrifugalkraft

vgl. die Abbildungen in Kap. 4.1

Fr=mgcosa, - i
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mv2

Zr=Zsina-u 7 =

r
1 ist ein allgemeiner Reibungskoeffizient. Er ist erklért durch:

’

& falls > 4 (Rollen)
w= pe  falls G > py (Gleiten)
e oder % falls pg = % (Entscheidung bleibt offen)

und

3 falls 4 < py (Rollen)

1 falls o < & (Gleiten)

1 falls u # 0 (Entscheidung bleibt offen)
falls 0 = 4 = py (reibungsfrei)

1)
= oder

vgl dazu Assmann [1] Band 1 Kapitel 11.10 S. 265
Dabei ist:

na = Gleitreibungskoeflizient

pg = Haftreibungskoeffizient

1’ = Rollreibungskoeffizient

R =Radius der Kugel, die sich auf der Rotationskorperschale befindet. Zur
Begriindung von ¢ und p vgl. Kapitel 2 am Anfang.

Nach Kapitel 4.1 ist: tan o = s, und tan o = s daher:

1 . tan o
oS = ——— sinq@ = —————
V1 + tan? o V1 + tan? o
daraus folgt:
2
mgp mu~ s
Fr=——= Ip = ———17—=
f V14 2 Vit s
Stabilitdtsungleichung: | - | = reeller Betrag

|Fz_Zz|§FR+ZR

Grenzfille:
Z,—F,=Fr+Zg (5.1)
F,—Z,=Fr+Zp (5.2)
aus (1) folgt:
mv?naw -0 mgsy - d mgp mvzna;v " HS

_ — +
revVli+s?  J1+s2  J1+s2 V1482

vereinfacht: )

YUm 9
_Tmaw (5 _ =—= . (u+s.-0
r-v/1+4 s? ( 1) 1+ s2 (o tsr-9)

r
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umgeformt:

1+ s2 r 0
vzlam:rg‘ Rk N—’_S
1482 6—p-s
14+s82 pu+s,.-6
mar = . . 5.3
v " \/1+s% 0 — us (5:3)

Auf dhnliche Weise bekommt man aus (2) einen Ausdruck fiir die minimale

Geschwindigkeit:
1482 s.0—p
= . . 4
Ymin " \ 1+s2 ps+0 (5.4)

Bei r < R, ist s, = s vgl. Kapitel 4.1. Damit gehen in diesem Fall die Gleichun-
gen (3) und (4) in die entsprechenden Formeln des homogenen Feldes (Kapitel
2.2) iiber.

Bei 1 = 0 erhélt man aus (3) und (4) die Formel fiir den reibungsfreien Fall
(Kapitel 4.1).

schlie3lich:

Umaz = 00 wenn § — us = 0 siehe Gleichung (3) daraus folgt:

J

Smazx = —

Umin = 0 wenn s, - § — p = 0 siehe Gleichung (4)

I
= rmin = —
Srmi S
In Kapitel 4.1 wurde hergeleitet:
. r+s-(h+Rp,)
" h+R,—sr

s, nimmt mit s zu, wenn h + R, — s -7 > 0 ist , daher gibt es auch ein s.,;p.
Wir formen nach s um:

Sp-h+s.-Ry—sr-s,=r+sh+sRk,
Auflésung nach s:

Sp-h+s-R,—r=s-(r-s, +h+R,)
sp - (h+Rp) —7r

- °T sp-r+h+R,
Einsetzung fir s, min: .
- M
Sr+h+ R,

Die Beziehungen von r und r,, und zur Winkelgeschwindigkeit w bleiben die-
selben.

In den allgemeinen Gleichungen kénnen in s die Formeln fiir s bei Rotationske-
gel, Rotationsellipsoid, Kugel, Paraboloid, Hyperboloid eingesetzt werden. Man
erhilt dann die zugehorigen Gleichungen fiir den Makrotyp.
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5.2 Stabile Bahnen auf Makrokugelschalen mit
Ho6henwinkel (Reibungsfall)

Symbole werden von Kapitel 4.2 (Makrokugel reibungsloser Fall) iibernommen.

R, = Planetenradius

my, = Masse des Planeten

Ry = Radius der Makrokugel

m = Masse der Kugel

v = Hohenwinkel

a = Neigungswinkel zur Gravitation
K = Gravitationskraft

G = Gravitationskonstante

Nach Kapitel 4.2 gilt:

2
F, =mgdsina Z, = M
Ry - tan~y
6 kommt aufgrund des Reibungsfalls noch dazu. § ist im Kapitel 2 und im
Kapitel 5.1 erklart.
Fr = Reibungskraft durch die Schwerkraft
Zr = Reibungskraft durch die Zentrifugalkraft

; “—FR-M’4
A& S

Aus Kapitel 4.2 bekommen wir auch:(Zu p siehe Kap. 2 oder Kap. 5.1)
Fr=mgcosa-p Zp = Zsinvy- i

mit
2
muv

==
Ry -sinvy
Stabilitdtsungleichung:
|Fz_Zz| SFR+ZR

Grenzfalle:
Z., - F, = Fp+ Zn (5.5)
F.—Z,=Fr+ Zn (5.6)
aus (5) folgt:
Mg dsina - mg = mgcosa - i+ Umaz " 1
Ry tan~y g=mg a Ry
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vereinfacht:

Uimaz o )= (cosa - p+sina-0)
Rk tan r)=9 s

nach vp,q, umgeformt:

\/gRK - (cosa - p+sina - 9)
Umaz =

‘ (5.7)

tany —H

analog bekommt man aus (6) folgenden Ausdruck:

N \/gRK (sina - 66— cos a - 1) (5.8)
w+

tan y

Im homogenen Fall wenn Rx < R, ist o =~ . Damit bekommen wir:

N \/gRK < (cosy - pu+siny-0)

Umax ~ S
tany —H

mit siny = cosy - tany

\/gRKsiny- (1 + tan~y - 6)
’Umafljz
0 — ptan-y

Genauso kann man im homogenen Fall (8) betrachten unter der Verwendung
von sin~y = cosy tan -y, es folgt:

gRK siny - (tany - § — )
VUmin &
e ptany + 6

Es handeln sich um die entsprechenden Formeln, die im Kapitel 2.1 hergeleitet
wurden.(homogener Fall) Fiir p = 0 folgt aus (7) und (8):

v =+/gRg sinatan-y

Das ist die Formel (3) fiir den reibungslosen Fall in Kapitel 4.

Umag = OO0 Wenn ta‘f”/ — p = 0 siehe Gl. (7) also:
0
tan Yimge = —
L
Umin = 0 wenn sina - § — cosa - i1 = 0 nach Gl (8) also folgt mit tana = S22:

tan o in =

=

nach Kapitel 4 Gleichung (2) ist:

(Rk + Rp) - cosy— Rg
V(Ri + R,)? + R% — 2Ry - (R, + Ri) - cosy

cos&x =

cos a wird kleiner, wenn v wichst.
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Also wird « grofler, wenn «y wiachst. Daher gibt es auch ein v,,4,. Zur Abkiirzung
fithren wir bestimmte Symbole ein:

Acosy— Rk

COSQ = ———e—
vB — Ccosy
mit

A=R,+Rx  B:=(Rx+R,)*+R} C:=2Rg-(R,+ Rg)
Wir formen jetzt nach cos~y um:

cos?a- (B —Ccosy) = (Acosy — R)?
cos’a- B — R% = A% cos? v+ (Ccos® a — 2AR) - cosy

Bcos? a — R% 9 cos?a-C —2ARk
T:cos ¥+ A2 - COS Y

schlieflich folgt:

Beos?a — R%  (Ccos?a—2ARk)? Ccos®?a —2ARk
cosm.2 = jE\/ az 1A B 2AZ

Zusatzbedingung: cosy >0 (0 <~ <90°)

Mit dieser Formel kann man i, aus Q,;, bestimmen. Die Gleichungen zwi-
schen r und r,, sowie der Winkelgeschwindigkeit w &ndern sich nicht.
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