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Abstract: Die scheinbare Helligkeit von Planeten wird zuerst allgemein und
dann bei geneigten Kreisbahnen bestimmt.
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1 Grundlagen

Es ist bekannt, dafl die Planeten Merkur und Venus im Fernrohr verschiedene
Phasen dhnlich wie der Mond zeigen. Zur Bestimmung der scheinbaren Helligkeit
ist neben der Entfernung die Phase entscheidend. Aus diesem Grund haben
Merkur und Venus nicht die gréfite scheinbare Helligkeit, wenn sie die geringste
Entfernung zur Erde haben. Im Fernrohr sind dann beide Planeten als sehr
schmale Sicheln zu sehen. Die maximale scheinbare Helligkeit wird erreicht,
wenn Venus und Merkur im Fernrohr eine dicke Sichel zeigen. Wir wollen hier
die scheinbare Helligkeit eines Planeten in Abhéngigkeit von seiner Bewegung
untersuchen. Dazu fithren wir folgende Gréfen ein:

—

7s(t) = Position eines selbstleuchtenden Korpers S (Fixstern)
7 (t) = Position eines bestrahlten Koérpers P (Planet), P leuchtet nicht selbst.

75 (t) = Position eines anderen Korpers B (Planet), auf dem sich ein Beobachter
befindet. B leuchtet nicht selbst.

s, B, Ty € R3 t = Zeit
Annahme: P und B besitzen keine Atmosphéren.

Alle 3 Korper sind Kugeln, deren Radien klein gegeniiber den Entfernungen der
3 Korper untereinander sein sollen.
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a = Phasenwinkel, unter dem P bei B gesehen wird.
a=180° -7 cos @ = cos(180° — ) = —cos 3
Der Winkel § kann mit dem Skalarprodukt beschrieben werden:

(FB - Fp) ) (Fs - Fp)
7y — 7| - s — 75|

cos 3 =

Daraus folgt:

(Fp — FB) ) (7?5 — Fp) (1)

cosq = ~———— -
|Tp — gl |7 — Tp|

Nun erkliaren wir folgende Grofien:

R; = Radius der Kugel S (Fixstern)
R, = Radius der Kugel P (Planet)
Rp = Radius der Kugel B (Planet mit Beobachter)

R, = Radius der Augenlinse des Beobachters

Das Problem ist, die Helligkeit der Kugel P, von B aus gesehen, zu bestimmen.

®, , = Lichtstrom, der von S nach P geht.



I = Lichtstarke von S

Q,,, = Raumwinkel, unter dem P von S aus erscheint.

Nach Voigt [9] Kapitel V.1.1 S.177 kann der Raumwinkel nédherungsweise durch

Q T ’2’ R, < |Fs — 7))
= — - Ts — T
5P ‘,r,s _ Tp|2 P s p
dargestellt werden.
D p=1-Qp

ist nach Kuchling [6] Kapitel 27.2.4. S.387 der dazugehérige Lichtstrom.

Der Lichtstrom ®, mit Beriicksichtigung der Phase kann nach Montenbruck [7]
Kapitel VI.3.2 S.112 folgenderweise dargestellt werden:
14 cos(m — ) 1—cosa

Po= By = —

5 Py o in Bogenmaf

Wir benétigen noch:
a = spezifische Lichtintensitit (Reflektionsfaktor) der Kugel P

Fiir die Beleuchtungsstéirke E, die der Beobachter auf der Kugel B aufnimmt,
erhalten wir nach Kuchling [6] Kapitel 27.2.7. S.389:

B = M
7 — TB[?
Der Lichtstrom, den der Beobachter aufnimmt, ist nach Kuchling [6] (O 27.21)
S.389:

dp=7-R>-E

®p kann ebenso wie E als Maf fiir die Helligkeit angesehen werden. Wenn wir
nun die Einsetzungen vornehmen, erhalten wir fiir die Beleuchtungsstérke:

B (1—cosa)-¢5,p~a_W-R?,-I-a-(l—cosa)

— — = —— — — 2
2|7, — 7|2 2|7 = p|% - |7y — TB|? 2)
Das sind die Formeln fiir die Helligkeit unter der Voraussetzung, dafl der Zwi-
schenraum Vakuum ist. Es findet also keine Absorption statt. Wir werden nun
die Absorption mit beriicksichtigen. Der ganze Raum soll jetzt mit einem Me-
dium versehen sein. m ist der Absorptionskoeffizient. Die folgenden Formeln
dndern sich dann:
Dy, =0, I-e(Fs,Tp, t)
und
d,-a

E=—2" ¢
|7 — 7|

(va Fth)



e(...) sind Schwichungsfaktoren. Im Fall gleichméfiger Absorption, d.h. m zeit-
lich und rdumlich konstant, erhalten wir:

e(7s, T, t) = eI =Tl
(7 T t) = €177l

Bei ungleichméfiger Absorption ist dagegen:

6(57 :lja t) = e—F(f,ﬁ,t)

mit
1
P(3,5.1) = /m(E’(sE’, 7.7 0) - |17 — i dr
0
wobei
s&yr)=19+1—-71)-F T € [0,1]
und

S(r=0)=12 Sr=1)=y9

m(Z,t) ist dabei eine Absorptionsfunktion, die von ¥ € R® und t abhiingt. Die
Formel fiir die ungleichméfige Absorption gilt nur bei extrem diinnem Medi-
um wie z.B. im Weltraum. Auch dann gilt diese Formel nur naherungsweise.
Im nichthomogenen Medium werden die Lichtstrahlen gebrochen. Diese Rich-
tungsénderung ist schwer zu beriicksichtigen. Bei sehr diinnen Medien, wie bei
der extrem verdiinnten Materiedichte im Weltraum, tritt keine nennenswerte
Richtungsénderung auf.

Bei der Formel fiir ungleichméflige Absorption handelt es sich um ein Kurven-
integral 1.Art vgl. Bronstein [3] Kapitel 3.1.8.2 S.319.

Wenn wir die Einsetzungen genauso wie im Fall des Vakuums vornehmen, be-
kommen wir:

o ngIa (1 —cosa) - e(7s, 7y, t) - e(7y, T, t)

2. ‘Fs - 7Tp|2 : |Fp - FB|2
oder

T R2R2 - Ia- (1 — cosa) - e(Fs, 7y, t) - e(7p, 7, 1)
B =

2- |7?s - 7?;0|2 ’ |Fp - FBP
Im Absorptionsfall gelten die Formeln nur bei Licht im sichtbaren Wel-

lenldngenbereich. Schon in den Nachbarbereichen Ultraviolett und Infrarot tre-
ten zusétzlich Emission und Streuung in groerem Mafle auf.

Ebene Polarkoordinaten kénnen fiir 7,7, 7p fiir die Bewegung in Kreisbah-
nen in einer Ebene verwendet werden. Das wird bei Schréer [8] gemacht. Fiir
geneigte Kreisbahnen kénnen Kugelkoordinaten eingesetzt werden.



2 Die scheinbare Helligkeit von Planeten auf ge-
neigten Kreisbahnen

Wir schauen uns nun ein Beispiel mit geneigten Kreisbahnen an. Dieses Beispiel
ist ahnlich zu Sonne, Erde und Venus. Die Sonne symbolisiert den Fixstern
S, wihrend die Erde durch den Beobachterplaneten B und die Venus durch
den bestrahlten Planeten P dargestellt wird. Auf Absorption wird zunéchst
verzichtet.

P "*“\é«%‘

Gegeben sind die Bahnradien r, und rg, die Startwinkel d, und dp und die
Massen m, und mp der Planeten P (Venus) und B (Erde). Der Fixstern S
(Sonne) befindet sich im Koordinatenursprung (7, = 0). m, soll die Masse
des Fixsterns (Sonne) sein. Dann kann die Winkelgeschwindigkeit der beiden
Planeten bestimmt werden. Sie folgt aus der Gleichheit von Gravitationskraft

und Zentripetalkraft bei der Kreisbewegung:

G- -mgsm G-m
P _ 2 . . — il
— =My Tpw, daraus folgt: wy = 3
r r
P P
G-msmp 9 G -my
————— =mpTBWxR daraus folgt: wp = 3
"B "B

Dabei ist G die Gravitationskonstante. Die Kreisbahn des bestrahlten Planeten
P soll geneigt sein gegeniiber der Kreisbahn des Beobachterplaneten B. Dieser
Neigungswinkel wird mit v bezeichnet und soll konstant sein. Dieses Modell
wird dann der Bewegung von Erde und Venus entsprechen.



Der Planet B mit Beobachter kreist in einer Ebene mit dem Bahnvektor:

cos(0p +wp - t) Cos Yp
7p(t)=rp- | sin(dp+wp-1t) =rg-| sinpg
0 0

Weiterhin gilt ¢, = 0, + w,, - t.

Wir betrachten das folgende rechtwinklige Kugeldreieck:

Dann gelten die folgenden Gleichungen:

sine = sin~y - sin ¢, (3)

taney = cosvy - tan g, 4)

Die Herleitung beider Gleichungen erfolgt im Anhang. Wir fiihren jetzt Kugel-
koordinaten ein, nach der folgenden Zeichnung:

>

£ — Y

7 X

Der Vektor 7, ist nach Bartsch [2], Kapitel 7.2.1, S.264,265 gegeben durch:
COS € - COS Y
7p(t) =7y | cose-siny

sine

Man beachte, dass der Betrag r, von 7, gegeben ist.

Vom erstem Kapitel kennen wir die Formeln:

(Fp - FB) i (7?5 - Fp)

|7 — 7| - [Ts = 7

CoOSx =



_m-Ry-I-a-(1—cosa)

o2 ‘FS_FPP"FP_FBP

dp=7-R>-E

Es ist hier 7 = 0.

(FB _Fp) 'Fp
7B — Tp| - 1p
m-R2-1-a-(1—cosa)

212 [ip — T2

Ccosox =

E =

Nun miissen Zahler und Nenner von cos o bestimmt werden.

Wir berechnen den Zahler von cos a:
- - - [ )
(rB—rp)~rp——rB-rp—rp

Wegen der Skalarprodukteigenschaft r'g = |7, |
cosyp coS € cos Y
=1rBrp- sinpp . cos € sin ¢ — 7"2

sine

COS € COS Y 9
. -7
cos € sin Y p

oy [ COS¥B COS € COS Y -
po|'B sinpp cos € siny P

Nun bilden wir den Nenner von cos a:

"B — | - 1p = ’FQB_2'FB'FP+’F%'TP

Wir nutzen die Skalarprodukteigenschaft 7 = |72 fiir 7 € R3:

Nl=

cos yp COS € COS Y
_ 2 2 . .
=71y |Tp+T, —2rpTy- sinpp . cos e sin
0 sine

D=

|2 2 ([ cospp | [ cosecosy
o [TB+TP 2rBTy (singaB > (cosssinq/z )]
Wir bekommen schliefflich:
cos B cosecostp | '
(7‘3 < sinpp ) ( cosesiny ) T”) p
1
a2 2 _ [ cosep COS € COS Y 2
Tp {TB +75 2rgry, < sinpp ) ( cos € sin )}

Im Nenner der Beleuchtungstéirke E ist das Quadrat des Nenners von cos a. Wir
erhalten:

cosax =

m-R>-T-a-(1—cosa)

E =
2. |2 2 _ [ cospp | [ cosecosy
27’p [7"3+7”p 2rpry, < sin pp > ( cos e sin )]




Fiir den Lichtstrom:
dp=7-R>-E

Es bietet sich die Gelegenheit auch den Absorptionsfall zu behandeln, wobei der
Absorptionkoeffizient m raumlich aber nicht zeitlich verinderlich ist. Das Me-
dium muf} extrem diinn sein (z.B. interplanetarer Raum). Bei dichteren Medien
kommt es bei verdnderlichen m zu grofleren Richtungsdnderungen der Strah-
lung. Im Fall mit Absorption lautet die Beleuchtungsstirke, vgl. Kapitel 1:

m-R2-T-a-(1—cosa)-e(fy, ) - e(Fs,7p)

E =
cos COS € COS
212 15+ 12 —2rpr, - OS¥B ) ) ¥
p p sinp cos € sin ¢y
Dabei ist:
e(Fp,7p) = e v 7s)
mit:
1
Tp,’f‘B /m Tp7TB7 ) |FB _FP|dT
0

wobei:

(7,7, T) =T -Tg+ (1 —7) -7 T € [0,1]
Nun beriicksichtigen wir 7, = 0:
e(Fe,7y) = e(0,7) = e~ 7O
mit:
1

/m (s( 0, T, T)) - TpdT

0
wobei:

§(6, Tp, T) =T+ Tp T € [0,1]

Wenn der Absorptionskoeffizient m konstant ist, folgt fiir die Beleuch-
tungsstarke:

m-R:-T-a-(1—cosa)- e~ B =Tyl L gmmerp

E =
2. |2 2 _ [ cospp | ([ cosecosy
27’p [TB +75 2rprE < sinyp > ( cos e sin )]

mit:

1
e 2 ( cospp | [ cosecosy 2
75 = 7| = {TBJFTP 2rpry < sin pp ) < cosesin gy ﬂ
Ist M die scheinbare Helligkeit in Groflenklassen und E' die Beleuchtugsstirke

und ®p der Lichtstrom, so gilt fiir die Umrechnung nach Voigt [9] Kapitel IV.1.1,
S.139 oder Wendker [10] Kapitel 4.1.2 S.78, Gleichung (4-1):

®py £y
My — My, =-25"-1g =-25-1¢g
! 2= <‘I’B2) o (E2>



Bei Montenbruck [7] Kapitel VI.5, S.119 werden spezielle Formeln fiir die schein-
bare Helligkeit von Merkur, Venus, Mars, Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun und
Pluto angegeben. Eine Schwierigkeit bei Saturn besteht durch das Ringsystem,
das aber auch mit beriicksichtigt wird.

Wir wollen nun die maximale und minimale Beleuchtungstérke berechnen. Da-
zu bendtigen wir die Ableitung von FE. Zuerst soll der Vakuumfall behandelt
werden. Wir fiihren das Symbol & ein.

ey o [ COS¥B Y COS € COS Y
T UBIp sinppg cos e sin
Das Symbol h ist erkléirt durch:

h := cosa

Wir bilden die zeitliche Ableitung von k:
i — e —sinpp ) COS € COS Y
=BTy |8 cos pp cos € sin ¢

Cos @ d cos
() 8 e (52)

mit:

Dabei ist nach den Gleichungen (3) und (4):
e = arcsin(siny - sing,)

1 = arctan(cosy - tan ¢p)

Mit der Kettenregel erhalten wir:

i Pp - siny - cos @, (5)
\/1—sin2'ysin2 ©p
., -cosy - (tan? o, + 1

’l/J: p ( p ) (6)

1 + cos? y tan? o,

Damit ist k vollstdndig differenziert.

Wir kénnen nun die Beleuchtungsstirke schreiben als:

m-R>-T-a-(1—cosa)

T 22 (r + 12— 2k)




Nun bilden wir die Ableitung von F nach der Quotientenregel:

E:

TR2Ia sina-d- (1 412 —2k)+2- (1 —cosa) k

Nun differenzieren wir o:
cosa = h

Daraus folgt:
« = arccos h

Mit der Kettenregel bekommen wir:

. —h
= ———
v1—h?
mit: )
- k—r;
rp\/T2+1h — 2k
Quotientenregel:
h = ! Nk r2 42 =2k — (k
rp~(r§+r23—2k) p B
Dabei sind:
pp=0p+wp-t
Yp=0p+wpy-t
Es folgt:

¥YB = WpB Pp = Wp

22 (rg + 12 — 2k)?

2
"p

) .

—k

1/7“12,+7‘123—2/€

Damit ist die Beleuchtungstéirke E vollstindig differenziert im Vakuumfall.

Die notwendige Bedingung fiir Maxima oder Minima der Beleuchtungsstérke

folgt mit £ = 0 aus:

sina~do(r%+r372k)+2'(17c08a)~f€:0

Lost man diese Gleichung nach ¢ auf, so erhélt man ¢-Werte, fiir die E(t) ein
lokales Maximum oder lokales Minimum oder ein Sattelpunkt ergibt. Ob nun
ein Extremum wirklich vorliegt, mufl mit dem Satz von Rolle oder der zweiten
Ableitung von E entschieden werden. Evt. werden dafiir auch hohere Ableitun-

gen bendtigt vel. Barner [1] Kapitel 8.4 S.295.

Nun beschéftigen wir uns mit der Ableitung der Beleuchtungsstéirke im Absorp-

tionsfall: (7s =0)

FE =

TR2Ia- (1 —cosa) - e(r, 7B) - e(0,7,)

2r2 - (r + 12 - 2k)

10



Der Absoprtionskoeffizient m ist rdumlich nicht konstant. Wir wenden die Quo-
tientenregel an:

7R2Ia d .
_ P - = = 2 2
GRS e [ i (1 cose) e(r ) - e(0.73)) - (rh 47— 20)

—

+2k - (1 —cosa)-e(i,TB) - 6(07771))}

mit:
4 ((1 —cosa) - e(Fy, 75) - e(0, Fp)) = sin a-dee(7y, 75)-e(0, 7 ) +(1—cos a)-i [e(Fp, 75) - e(0, Fp)}
dt dt
wobei:

d Lo —— d ., . S Lo d -

T {e(rp,rB) . e(O,rp)] = e(7p,7B) - €(0,7p) + e(fp, FB) - 7 e(0, 7))
Wir differenzieren:

%e(v"p,f'g) = —e F17B) . By

Die F-Funktion wird indiziert, weil sie in unterschiedlicher Weise gebraucht
wird.

F1 wird erkléart durch:
1
. d L . .
= 7 m(51(Fp, 7B, T)) - |TB — Tp| dT
0
§ wird indiziert, weil es in unterschiedlicher Weise verwendet wird.

Wir setzen voraus, dass m stetig im R und der Integrand stetig differenzierbar
nach t ist. Dann kann z.B. nach Forster [4], §9, Satz 2, S.84 Ableitung und
Integration vertauscht werden, zu schwicheren Voraussetzungen vgl. Forster [5]

§11 Satz 2 S.99:
1
k= [
0

Der Integrand ist gleich:

[m(gl(Fp7FBa7_)) | — Fp” dr

=

d L . . L d .
7m(81(TPaTB7T)) ' |TB - rp| +m(81(rP7TB7T)) L |TB —Tp
dt dt
mit: i p
o R Y
17— Tyl = o (7 =27 7
d —k
o T R L ——
\/TH T2 =2k
und:

%m(.?l(FP,FB,T)) = grad m(51(7p, 7B, 7)) - §'1 gradm = (%ZL, %—ZL, 8877;)

11



mit:

1=T}3+(1—T)F’p T € [0,1]
Dabei ist:
. d Cos B —sinpp
g =rpg- sin g =rg-¥p- cos pp
dt
0 0
mit:
$p = wWg
und:
) COS € COS P
Tp =Tp — cosesiny
dt sine

—Eésinecosy — ¢cosssinw
=rp- | —€sinesiny + ¥ cose cosy
gEcose
mit den Gleichungen (5) und (6):

Pp + SINY - €os
\/1 — sin? 7 - sin? ©p

b= $p - cosy - (tan? p, + 1)
1+ cos? v - tan? ¢,

é‘:

und:

$p = Wp
Wir differenzieren nun den zweiten e-Term:

d -~ . CmGe s
S e(0) = —e" PO By

Hier zeigt sich nun, dass es sinnvoll ist, die F-Funktion und s zu indizieren.
1
. d P, .
F, = % m(52<0arp77))' |TP|dT
0

m soll stetig im R? sein. Der Integrand sei stetig differenzierbar nach ¢. Dann

gilt nach Forster [4], §9, Satz 2, S.84 (zu schwiicheren Voraussetzungen vgl.
Forster [5] §11, Satz 2, S.99):

d -
=, /— m(52(0, 7y, 7)) dr
dt
0
mit: p
pn m(§2(6, T, 7)) = grad m(52(0, 7, 7)) - 52
wobei:

12



?p wurde schon vorher erklért.
Damit ist die Beleuchtungstéirke E vollstandig differenziert.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema ist £ = 0. Also folgt:

d Lo ~
S (1 —cosa) - e(7, ) - e(0,7)) - (r + 1, — 2k)

+2k - (1 — cosa) - e(F,, 75) - e(0,7,) = 0

Nun betrachten wir noch den Spezialfall, dass der Absorptionskoeffizient m kon-
stant ist. Dann ist grad m = 0. Wir erhalten:

1

. d . .
F1:m~/£|r3—rp|d7
0

Fy,=0

3 Anhang

Es geht hier um die Herleitung von sine = sin+y - sin ¢, und
tant = cosy - tan ¢, fiir 0° < ¢, < 360°.

¢ = Breitenwinkel —90° < e <90°
1 = Léangenwinkel

Wir betrachten zuerst den Fall 0° < ¢, < 90°. Dabei ist € > 0°.

~

L

Nach Bronstein [3], Kapitel 2.6.4.3.2, S.209, Gleichung (2.87) und (2.95):
sine = sin ¢y, - siny

tan ¢
tan @,

cosy = tan - cot ¢, = = tany = cosvy - tan g,

Nun zum Fall 90° < ¢, < 180°, mit € > 0°:

13



sine = sin(180° — ¢p) - siny = sin,, - siny

tan(180° — —t
cosy = an ¥) = any = tany = cosvy - tan g,
tan(180° — ¢,)  —tangp,
Der Fall 180° < ¢, < 270°: e <0°
—sine = sin(—¢) = sin+y - sin(¢, — 180°) = —sin~y - siny,
= sine = sin~y - siny,
t — 180° t
cosy = an(y ) = any = tany = cosy - tan¢y,
tan(p, — 180°)  tan i,
SchlieBlich zum Fall 270° < ¢, < 360°: e <0°
T
SRR
//;’
- et
0T~ ?’np
—sine = sin(—¢) = sin~y - sin(360° — ¢,) = —sin~y - sing,
= sine = siny - sin ),
tan(360° — —t
cosy = an( v _ any = tan = cosy - tan ¢,

~ tan(360° — ¢,)  —tang,

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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