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Abstract: Die Gravitationsbeschleunigungen auf Planeten, die die Form
eines Rotationsellipsoiden, einer Kugel und eines allgemeinen Rotationskérpers
haben, werden berechnet.
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mq, mg sind zwei Massen mit den Volumina Vi, V5.

m erzeugt eine Gravitationsbeschleunigung ¢, ebenso wird durch ms eine Gra-
vitationsbeschleunigung g, hervorgerufen. Wenn G die Gravitationskonstante
und 1, po die Dichten von m; und ms sind, dann kénnen die Beschleunigun-
gen ausgedriickt werden durch:
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t ist dabei die Zeit. Wir haben damit auch den Fall zeitlich verdnderlicher Felder
eingeschlossen. Nun kommen wir zur Kraft:

K 2 = Kraft, mit der my von m; angezogen wird.
K51 = Kraft, mit der m; von my angezogen wird.



Diese Krifte konnen dargestellt werden mit:

Ki(t) = / G (Z,t) - po(Z,t) dit (3)
Va(t)
Ko (t) = / G2(Z,1) - ¢1(Z, t) dT (4)

Vi(t)

Auflerdem mufl nach dem 3. Newton-Axiom sein:
Kia(t) = —Ka1(t) (5)

Wir miissen bei den drei letzten Gleichungen allerdings voraussetzen, dass my
und mg ruhen. Wenn sich diese Massen bewegen, gilt ganz allgemein mit ¢ als
Geschwindigkeit:
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Die Berechnung wird dann etwas komplizierter.

Wichtige Spezialfille sind, wenn beide Massen ruhen und ¢; im Bereich V5 bzw.
go im Bereich V; ortlich konstant sind. Dann erhalten wir:

[?172 ~ mg(t) . gl(f, t) (6)
Ko1 ~ma(t) - (7, 1) (7)

In unseren Fall wird die Masse konstant bleiben, so dass der Term 7 - ¥ nicht
mit beriicksichtigt werden mu#f.

In die Gleichungen fiir die Gravitationsbeschleunigungen kann statt ﬁ auch
eine andere geeignete Funktion k(& —7) eingesetzt werden. Damit kann die Gra-
vitationsbeschleunigung modifiziert werden. In der Himmelsmechanik kann z.B.
davon Gebrauch gemacht werden, wenn die Massen als Massenpunkte betrach-
tet werden.

Beriicksichtigt man schlieBlich noch, dass bei Anderungen von Gravitations-
feldern und bei nicht kugelférmigen Korpern Gravitationswellen ausgestrahlt
werden, die sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegen, so muss anstatt von ¢
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eingesetzt werden. Also bekommen wir ¢1(Z,t') und @o(Z,t') anstatt von
©1(Z,t) und @2(Z,t). Die Dichten ¢ und @9 bleiben natiirlich Funktionen von
Z und t.

Es werden nun verschiedene Spezialfille von Rotationskérpern behandelt.

1 Rotationsellipsoid

Wir nehmen dafiir an, dass der Mittelpunkt des Rotationsellipsoiden im Koor-
dinatenursprung liegt:
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a = Breitengrad
¢ = Léngengrad
a,b = grofle bzw. kleine Halbachse a>b

a, b konnen Funktionen der Zeit ¢ sein. Wir miissen nun R als Funktion von a, b
und vom Breitengrad « ermitteln. Wir ziehen folgende Gleichung heran:

Tr-tana =z (8)
und die Mittelpunktsgleichung:
x? 22

Fiir R haben wir die Gleichung R? = 22 + 22. Eine Gleichsetzung der ersten
beiden Gleichungen liefert:
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() (a® — 2*%) = 2? - tan®
a
Wir 16sen nun nach z2 auf:
9 b2 b%a?

xr = =
tan2a + 2 a?tan®a + b2
a

Mit R? = 22 + 22 und z = x - tan « erhalten wir:
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a“b
RP=z> (1+tan’a)= ——— - (1 +tan’
( ) a2 tan? o + b2 ( )
Es gilt:
1
1+tan?a = —
cos? «
Damit kommen wir zu:
a2b?

R? =
a?tan®a - cos?2 a + b2 - cos?

Die Beziehung tan « - cos a = sin « fiithrt schliellich zu:

ab
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Mit r = R - cos « erhalten wir:

cosa - ab

\/a2 sin? o + b2 cos?

r

Fiir X haben wir nun die Darstellung:

T cos ¢
X=1y | =r-| sing
z tan o

Fiir r ist dabei die vorige Gleichung einzusetzen.

Wir wollen nun b in eine etwas andere Form schreiben, dabei verwenden wir die
lineare Exzentrizitédt e und die numerische Exzentrizitat e:

e? i=a? -1 €2 ::e—2
a
Nun formen wir weiter um:
V¥ =a?>—-e?=a>-d*?=ad*-(1-¢?

Daraus folgt:

b=a-v1—¢? e<1
Wenn wir b in der Form b = a - k schreiben, dann ist £ = V1 — e2. Wir kénnen
dann ein a € [0,a] und ein b =a - k € [0, b] einfithren.

(@, ) ist ein geeignetes natiirliches Koordinatensystem fiir Rotationsellipsoi-
de. Nun folgt mit @ und b = a - k:

x _ cos
> cosa-a-a-k oSy
X=1y | = 2 - | singp
5 VaZsin® a + a2k? cos? o tan o
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cosa-a-k 08 @ -

= —— | sing | = ¢i(a,q,9)
Vsin® o + k2 cos? o tan o

51 stellt die Beziehung (a, o, ¢) — (z,y, z) dar. Wir definieren noch
:Jl = (67 a, 90)

2 Kugel
Der Mittelpunkt der Kugel soll im Koordinatenursprung sein.
b
R
R 7 X
¥




Wir kénnen Kugelkoordinaten einfiihren:
a = Breitengrad —g <a< g
¢ = Langengrad —nm<p<T

Der Kugelradius soll R(t) sein. ¢ ist wieder die Zeit. Nun nehmen wir ein r €
[0, R]:

z COS (v COS
X=| vy | =r | cosasing | =:¢s(r,a,¢)
2 sin «

Zum vorletzten Vektor vgl. z.B. Bartsch [1] Kapitel 7.2.1 S.265. (52 stellt die
Beziehung zwischen (r, o, ¢) und (z,y, z) dar.

Nun kénnen wir beim Rotationsellipsoiden und bei der Kugel die Gravitations-
beschleunigung ¢ bestimmen. P gehort zur Oberfliche. Wir verwenden dabei
die allgemeine Transformationsformel (vgl. z.B. Forster [2] §13 Satz 2 S.120)
aus der mehrdimensionalen Integralrechnung;:
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Dabei ist D(;_S; die Jakobi-Matrix von qz_ﬁ; und V; = q_S;( U;). i = 1 ist fir den
Rotationsellipsoiden und ¢ = 2 fiir die Kugel. Aufierdem sind ¢; = (@, o, ¢) und
g2 = (r, a, ) definiert. Bezeichnen wir die Funktion unter den letzten Integral-
zeichen mit h;(7;,t), so erhalten wir mit (a, o, ¢) € Uy = [0,a] x [-F, 5] x [0, 27]
fiir den Rotationsellipsoiden an der Oberflache:

o]

Fiir die Kugel ergibt sich mit (r,«, ) € Uz = [0, R] x [~F, §] X [=m, 7] an der
Oberfléche:
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Wir haben in beiden Fillen 3-dimensionale Integrale. Natiirlich kann man mit
dem Integral fiir den Rotationsellipsoiden auch den Fall der Kugel behandeln.
Allerdings wird das zweite Integral etwas einfacher bei der konkreten Berech-
nung sein.



3 Das natiirliche Koordinatensystem des allge-
meinen Rotationskorpers

Wir wollen nun auch fiir den allgemeinen Rotationskérper naheliegende natiirli-
che Koordinaten einfiithren:
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a = Breitengrad
¢ = Langengrad

Wir stellen den Vektor X dar mit:

x T COS rCos COS
X=|y |=| rsing | = rsing | =r-| sing | =:¢3(r,a,p)
z hi(r) 7 tan a tan «

!

fir 2> 0, « > 0 und r € [0, 0]

x T COS T CoS cos ¢
X=|y |=| rsing | =] rsing | =r-[ sing | = ds(r,a,p)
z —ha(r) rtan o tan o

!

fir 2 <0, @ <0 und r € [0,70)

Dabei ist ro der Aquatorradius des Rotationskorpers. (r,a,¢) sind die
gewiinschten natiirlichen Koordinaten des Rotationskorpers. Die Gravita-
tionsbeschleunigung kénnen wir dann ausdriicken mit der allgemeinen Trans-
formationsformel (vgl. z.B. Forster [2], §13, Satz 2, S.120):
(P) - z / Ool X
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Dabei ist V; = gzﬁi(Ui). i = 3 ist fiir den noérdlichen Teil und ¢ = 4 fiir den
siidlichen Teil des Rotationskorpers. Auerdem sind 73 = (r,«, ) und gy =
(r, @, ) definiert. Bezeichnen wir die Funktion unter dem letzten Integralzeichen



mit h;(i,t), so erhalten wir mit (r,a, ) € Us = [0, 7] X [0, 21 x [0,27] bzw.
Us = [0,70] x [=5,0] x [0, 27]:

7o 7o

% 27
p :///ﬁg(r,a,cp, dedadr + /
000

Mit P := (Eg(ro,a,gp) falls @ > 0 und P := &4(1"0,0[,@) falls a < 0.
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Also haben wir hier eine Summe von 3-dimensionalen Integralen.

Solche Fallbeschleunigungen werden bei Schroer [3] Kapitel 5 zur Berechnung
der Gesamtbeschleunigung und der visuellen Vertikale verwendet.
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